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Correction du devoir maison

Intégrale de Wallis et intégrale de Gauss

I. Intégrales de Wallis

1. On effectue le changement de variable x = T _w dot dz = —du. On obtient alors :
0 - z
Wy, = —/ cos” (5 - u) dx = / sin” (u) dz
z 0
P 3 3
2. Woz/ dt:ethz/ sintdt:{—cost} =1.
0 2 0 0

3. Soit n € N, on a
W1 — W, = / (sin" ™t — sin™ t)dt = / sin” t(sint — 1)dt < 0
0 0

puisque pour tout ¢ € [0, %}, 0 <sint < 1, donc sin™ ¢(1 —sint) < 0. La suite (W, )nen est donc
décroissante.

Soit n € N. Comme pour tout ¢ € [0, g], 0 <sint, donc 0 < sin" ¢t. Par positivité de I'intégrale,
on a W, > 0. La suite (W),),en est décroissante et minorée, elle converge par le théoreme de la
limite monotone.

4. Soit n € N. Par l’absurde, supposons que W,, = 0. Comme la fonction ¢ — sin™(t) est continue

et positive sur [O, g], on en déduit que la fonction ¢ — sin™(t) est nulle sur [0, g} ce qui est

absurde (elle vaut 1 en g) Ainsi, W, # 0.

n+1

5. Soit n € N. Par intégration par parties, les fonctions ¢ — cost et t — sin® ™! ¢ étant de classe C!

sur [O, g], on a :

™

2

2 . < ntl son+1 ? in™
Wito = sint x sin""t = |costsin""t| — cost(n+ 1)(—costsin™ t)dt
0

0 0
2 . n 2 2 . n 2 . 9
=(n+ 1)/ sin” t cos® tdt = (n + 1)/ sin” t cos® t(1 — sin” t)dt
0 0
=n+1)W,—(n+1)IWn+ 2.
£ . n+1
On en déduit que (n + 2)W;,,19 = (n + 1)W,, puis que W49 = g Ve
n

6. Pour n € N, Notons J, = (n+ 1)W,,W;41. On a
Jn+1 — Jn = (TL + Q)Wn+1Wn+2 — (n + 1)Wan+1 = (’I’L + 1)Wn+1Wn — (TL + ]-)WanJrl =0

donc (W),)nen est constante, de valeur Wy = WyWq =

INTE

7. Soit n € N, on a W10 < Wyiq < I, (car la suite (W,
(d’apres les questions 2 et 3), on en déduit que :

n+ 2 _ Wn+2 < Wn+1 <1

n+1 W, — W, —

~—

nen est décroissante). Comme W, > 0

avec la question 4.

R Wit
Le théoréme de convergence par encadrement nous donne alors nt —+> 1 donc Wy, ~ W 41.
n n——+0oo n
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T T
8. On sait Wy, 41 ~ W, donc J, ~ nW2. Or, pour tout n € N, J,, = 5 Ainsi, nW?2 ~ 5
n n n
n—-+oo

Finalement, on en déduit que W,, ~ 21 Ainsi, lim W, =0.
n\/ 2n

9. De la relation de récurrence de la question 4, on obtient, pour p € N :

_2p-—1 _(@p-1)(2p-3)
Vo = 2 = T p -2y
_@-VEp-3)@p-5, @ -1x@Zp-3)x---x1,,
2p)(2p—2)(2p—4) 7° @) x (2p—2)x--x2
C@2p—1)x(2p—3) x -+ x 1] x [(2p) X (2p—2) x --- x 2] W7
N [(2p) x (2p —2) x --- x 2]2 2
_ @) o7 @pt o7
C(2vpl)? T 2 4p(ph)? T 2
et de méme :
2p (2p)(2p —2)

1=

Wapi1 = ———1Io,_ _
P oy 1P T (2pr)(2p—1) PP

_ e =2)2p—4) o N (20) x (2p=2) x - x2 .
(2p+1)2p—1)(2p—3) " 2p+ 1) x (2p—1) x -~ x 3
[(2p) x (2p —2) x --- x 2J?
[(2p+1) x (2p—1) x -+~ x 3] x [(2p) x (2p—2) X -~ x 2]
_(2mp)* ar(pl)?
@+ e+ 1)

II. Intégrale de Gauss

1. La fonction F est une primitive de = — e~ (continue sur R), elle est donc dérivable, et pour
reR, F(x) = e ** > 0. F est donc strictement croissante.

2. Pour z € [1,+00[, on a 1 < z, donc en multipliant par z > 0, * < 2% et —2?> < —z. En
. . L1 2 _
appliquant exp, croissante sur R, on en déduit que e™* < e™”.

3. Soit z € [1,+o0[. Par la relation de Chasles,

/ -t dt+/ etht:F(l)-i-/ etzdtSF(l)—F/ etdt
1 1

= F(1)+ { K:F(l)%—e—eng(l)%—e

—¢2

puisque, par la question précédente, pour tout ¢t € [1,z], e < e~ !, donc par croissance de

x xX
I'intégrale, / e at < / e tdt.
1 1

Par suite, F' est croissante et majorée (par F'(1) + e). Elle admet donc une limite en +oo.

4. Soit f:] —1,400[— R, u— u —1In(1 +u). f est dérivable sur | — 1 +oo[ (comme combinaison
linéaire de fonctions qui le sont), et pour u €] —1, o0, f'(u) =1— 1+u = 11, est de méme signe
que u. f est donc décroissante sur | — 1,0] et croissante sur [0, +00[, donc admet un minimum
en 0.

On a f(0) = 0, donc pour tout u €] — 1, +o0], f(u) > f(0) = 0, ce qui montre que In(1+u) < u.

5. Soit n € N*.
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(a) Pour t € [0, +/n], la question précédente donne (puisque —% €]—1,0]) In ( - ﬁ) < 2

n - n

Comme n > 0, on en déduit que nln (1 — %) < —t? et comme exp est croissante,

t2 t2\"
exp (n In <1 — >> < e ie. <1 — > < et
n n

Cette derniére inégalité reste vraie lorsque t = +/n, donc par croissance de l'intégrale
M M

vn t2\" vn 2
/ (1 — ) dt < / e ¥ dx.
0 n 0

(b) Le changement de variable ¢ = y/ncosu équivaut & u = arccos( t ) Il donne dt =

S

—+/nsinudu et les bornes deviennent g et 0 :

v £2\" 0 3
/ <1 - > dt = / (1 — cos® u)"(—v/nsinu)du = \/ﬁ/ (sin? u)" sin udu
0 0

n s

2

™
3
=n / sin®" ™ udu = vnwap 1.
0

Finalement,
N

VnWap 41 < / e d

0
6. Soit n € N*.

(a) Pour t € R, % € Ry, et par la question 1, In <1 + %) < % Comme —n < 0, on en déduit

que —nln (1 + %) > —t2. Comme exp est croissante on en déduit que :

t2 2\ "
et < exp (—nln (1 + >> = <1 + ) .
n n

(b) On pose le changement de variable t = y/ntanu dans U'intégrale proposée, qui équivaut

a u = arctan (ﬁ) Ceci transforme dt en \/n(1 + tan®u)du et les bornes en 0 et B =

arctan (1) = Z On obtient donc :
vn t2 -n g 9 B 9
/ 1+ b dt = / (1 + tan” u)"v/n(1 + tan® u)du
0 0

T 1 \"! T
:\/ﬁ/ ( 5 ) du:\/ﬁ/ cos?? udu
0 COS“ U 0
(c) On pose le changement de variable v = § — ¢ pour trouver :

B 2B T LR
cos™ tdt = cos™? (— - u) (—du) = sin“? udu.
0 z 2 z_B

(d) D’apres la question (b) et par croissance de l'intégrale, on a :

avec p=n — 1.

v vn 2\ " 1 2
/ e Vdt < / <1 + ) dt = \/ﬁ/ cos® 2 tdt = \/ﬁ/ sin?" 2 udu < /nWayp_o
0 0 n 0 z

puisque sin?* =2y > 0 sur [0, 7l
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7. D’apres les questions 6. et 7., on a pour tout n € N*,

NG

VnWap g1 < / e dr < /nWap_o
0

Or, d’apres A.8, on a v/nWapt1 ~ /nWay, ~ /1y /41 d’ott \/nWop11 ~ \27? donc
n n n n

Hm nWanit = VT

n—-+o0o 2

De méme, /nWo,_o ~ \/ﬁWgnE ~ VT donc lim /nWs,_ o = ﬁ
n 4 n 2 n——+00 2
NS
5

+oo
Par passage a la limite dans I'inégalité, on obtient / e dy =
0

A RETENIR. Valeur de Iintégrale de Gauss :

/+o° 6_362(13: = ﬁ
0 2




