MP2I

Nombres complexes

Formes algébriques et trigonométriques

Exercice 7.1 (% %)
Déterminer la forme algébrique de :

e’ 2= (V3—i)%1 = (L+ef)"; a= el on
6 ecl—-

250

Exercice 7.2 (%)
Trouver les modules et arguments de :

21 24 =

v

oel-5.50;

V342 z9 = 1 + itan(f) ou 2= 1416 ; 1 + cos(#) + isin(0)
: 1 —cos(f) —isin(6)"

Exercice 7.3 (%)
Soit z € C tel que |z| < 1.

1. Montrer que |23 + 2iz| < 3.

2. Quels sont les z pour lesquels cette inégalité est en fait une égalité ?

Exercice 7.4 (%)

; 1— 2"
Soit z € C tel que |z| # 1. Montrer que pour tout n € N*,

1—=2

1— 2"
RS

Pour quelles valeurs de n, le nombre complexe

Exercice 7.5 (%%) <(1 — i3

"
W est-il un réel positif ?

Exercice 7.6 (%% %)
Soit z € C\R_, de forme algébrique z = a + ib, (a,b) € R.

b
Montrer que 'argument principal de z est § = 2 arctan ( >

a+va?+ b?

Exercice 7.7 (%)
Résoudre dans C :

(i) €4+1=0; () ef=14iV3; | (i) ef e =1.




Applications au calcul trigonométrique et algébrique

Exercice 7.8 (%)
Linéariser sin®(z), cos(x) sin(z) et cos?(2x) sin3(3x).

Lycée Carnot

Exercice 7.9 (%% »in (g) —sin <Z

. En déduire tan <W>
24

Calculer la fraction )
(ﬂ) —+ cos <W>
cos 3 1
Exercice 7.10 (%)

Exprimer sin(560) en fonction de sin(6) et en déduire la valeur de sin <75T>

n—1

Exercice 7.11 (k%) 1] n L2z ] n
. . I < VN _ Nk
Soit n € N*. Calculer S; = Z( 1) <2k> et So = Z (—1) <2k n 1>.

k=0 k=0
Indication : calculer (1 + i)™ de deux maniéres différentes.

Exercice 7.12 (%% %)

Calculer les sommes suivantes (ot n € N et (a,b) € R?) :

A, = Z cos(a+kb) B, = Z sin(a+kb) C, = Z (Z) cos(a+kb) D, = Z cos”®(a) sin(ka)
k=0 k=0 k=0 k=0

Racines n-émes

Exercice 7.13 (%) V2

Déterminer les racines cinquiemes de j et de - T
i —

Exercice 7.14 (% %)
2im
Onpose z=e¢7 ,u=z+22+2 et v =23 +2°+ 25

1. Calculer u + v, puis u? en fonction de w.

2. En déduire la valeur de sin (27“> + sin (47”) + sin (%)

Exercice 7.15 (%% %)
Résoudre dans C les équations suivantes (ou n > 2) :

() (1) + (57)" = 2costn) v 0 < Jo. 31

Exercice 7.16 (%% %)
Soit n € N*.

1. Calculer Z w et H w.

welUy, wel,
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2. Calculer Z wP pour tout p € N. En déduire Z (1+w)"
wely wely,

Exercice 7.17 (k%% - Banque CCINP 89)
Soit n € N, avecn>2et501tC—en .

1. On suppose que k € [1,n — 1]. Déterminer le module et un argument du complexe ¢ k1.

2
t (71-).
an | —
2n

Exercice 7.18 (%% % % - Polynémes de Tchebychev)

n—1
2. On pose S = Z ‘Ck — 1’. Montrer que S =
k=1

Soit n € N*.
1. Prouver qu’il existe des entiers ag, ai, ..., a, tels que pour tout § € R, cos(nf) Z ay cos”
2. Montrer que a, = 2" L.
) S . N ,
3. Soit w = — Vérifier que w € U, mais que w ¢ U U,, c’est-a-dire que w n’est pas une

neN*
racine de 'unité.

Exercice 7.19 (k%% % - Irrationalité de farccos< ) (Oral ENS))

Notons o = M

Le but de cet exercice est de prouver que « est irrationnel, i.e. a ¢ Q.
1. Donner la forme algébrique de €™
2. Montrer que a € Q si, et seulement si, il existe n € N* tel que (1 + 2i/2)" = 3",

3. Montrer que pour tout n € N, il existe des entiers a, et b, tels que (1 + 2iv/2)" = a,, + ib,\/2,
et tels que a, — b, ne soit pas divisible par 3. Conclure.

Equations polynomiales dans C

Exercice 7.20 (% %)
Résoudre dans C les équations suivantes :

iv) 22— 2" 41 -i=0;
(i) 22° — (3 +4i)2” — (4 = Ti)z +4+2i = 0 (iv)
sachant qu’elle admet une racine réelle ; (v) (k) 22 +2]z| —3=0.

1. Résoudre les systemes , d’inconnues (z,y) € C2.

Exercice 7.21 (% %) - - )
{ r+y=4 et{ r+y=3—2

Yy=25 zy=>5—1

2. Pour quelles valeurs de A > 0 existe-t-il des rectangles pour lesquels l'aire a et le périmetre p
sont reliés par la relation p = A\y/a ?




Lycée Carnot

Nombres complexes et géométrie plane

Exercice 7.22 (%%)
Déterminer ’ensemble des points M d’affixe z tels que :

1 ;s 2 ; 1
(i) z, — et 142 ont le méme (i) 1, z et z* forment un tri- (iii) z, — et —i sont alignés.
z

Z .
module ; angle rectangle en z ;

Exercice 7.23 (%% - Théoréme de ’angle au centre)
1. Soient a, b et ¢ trois nombres complexes de module 1 deux a deux distincts. Montrer que

a(c —b)?
z = —— est un réel positif.
b(c —a)? P
2. Soient A, B et C trois points dlstmcts_}gpartenant a un méme cercle de centre O. Montrer
Pégalité suivante entre angles orientés (OA, O? A, M §

Exercice 7.24 (%% % - Concours Centrale PSI)
Soit z € C*. On note p et ¢ ses deux racines carrées. Trouver une condition nécessaire et suffisante
pour que les points M, P et (Q d’affixes respectives z, p et ¢ forment un triangle rectangle en M.

Exercice 7.25 (%% %) ,
Soient A, B, C trois points distincts du plan d’affixes respectives a,b et ¢. On note j = €.

1. Calculer j2 et en déduire une expression de '3 en fonction de 7

2. Montrer que ABC' est équilatéral direct (c’est-a-dire avec (E,@) = g) si, et seulement si,
a+bj+cj?=0.

3. Montrer que ABC est équilatéral si, et seulement si, a® + b% + ¢ = ab + ac + be.

Exercice 7.26 (%% - Similitudes directes)
1. Caractériser géométriquement les similitudes associées a f : z +— (20 + 1)z — 1 et

g:2— (1+iV3)z —iV/3.

2. Soit T la translation de vecteur #(—1,0) et soit R la rotation de centre O et d’angle g Carac-

tériser géométriquement T'o RoT et RoT o R.

Exercice 7.27 (%% % - Théoréme de Ménélaiis)
1. Que peut-on dire de la composée de deux rotations 7 de deux translations ? de deux homothéties
?7 d’une homothétie et d’une translation ?

Pour chaque composée, on identifiera la transformation obtenue et on en donnera ses éléments
caractéristiques.
2. Soient ABC' un triangle non aplati, et M € (AB), N € (AC), P € (BC). Montrer que :
MA PB NC
MB PC NA
Pour ce faire, on introduira les homothéties hjy; de centre M transformant B en A, hy de centre
N transformant A en C, hp de centre P transformant C en B, et on considerera f = hpohyoh;.

M, N, P alignés <




