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Séries numériques

Etudes de convergence

Exercice 27.1 (k)

Déterminer la nature des séries suivantes :
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Exercice 27.2 (% %)
Soient > uy,, Y. v, deux séries convergentes a termes positifs. Etudier les séries de termes généraux :

(i) max(un, v,) ; IECHRT | (i) o ; | (V) VUt

Exercice 27.3 (k%)

Soit (uy,) une suite décroissante & termes positifs telle que > w,, converge. Montrer que (nu,) converge vers 0.
n>0

n

Exercice 27.4 (k% - Banque CCP)
Etudier la nature de la série de terme général u,, =

(e=(1+3)")e

(In(n2? 4+ n))?

Exercice 27.5 (%% % - Séries a parameétres)
Etudier la nature des séries suivantes suivant la valeur des parametres :
n+20+---+nl

(1)2[(14—”1&) —1],046R; (iv)z ) ., peEN;
(ii) Z(arctan(n+a) —arctan(n)), a € RY ; v) Z T _’_:2).“(1 o)

(iii) (vi) ) arccos (11‘1&) a>0.
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Exercice 27.6 (k%)
Etudier la nature de la série Y wu,, dans les cas suivants :
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(i) w " (v) u1 € R et upiq
" pour tout n € N*

(iii) uy,

(ii) u, = sin(n)
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Exercice 27.7 (k%)
Montrer que pour tout n € N, (14+/3)"+(1—+/3)™ est un entier pair. En déduire la nature de Z sin [ﬂ(l + \/§)”] .

Exercice 27.8 (k%)
Etudier la nature des séries de termes généraux suivants :

i) w, = M . o (n+1)m Sin(l’) . —1)"
(i) un = ; (111)unf/mr xln(x)dz’ (V) up = 1+( ) 1.

(i) un = T Jn ; (iv) u, = sin(mv/n2 +1) ; (vi) un = n3/4

Exercice 27.9 (k% - Banque CCP)
On pose, pour n > 1, u,, = cos (77\/712 +n+ 1).

1. Prouver que 7vn?+n+1 = nr+%Z+aZ+4+0 (%) ol « est un réel que 'on déterminera.
n—+o0 2 n n

2. En déduire que la série > u, converge.

3. La série > u, converge-t-elle absolument ?

Exercice 27.10 (k%) +00 (—1)*
1. Justifier I'existence, pour n € N, de R,, = Z .
k=n+1
= _(=D* G
2. (a) Soit n € N. Montrer que Rn + Rn+1 = ;_1 m et Rn - R7L+1 = ’n,i—’—]_
o N » y
(b) En déduire que R, i m + 3 En déduire la nature de la série Z R,.
n>0

3. Retrouver ce résultat a l’aide du critere spécial des séries alternées.

Exercice 27.11 (k%)

_1)n
Déterminer en fonction des parametres «, 5 € R, la nature de la série g 7( )
n>1 ne + (—]_)”’nﬁ

Calculs de sommes

Exercice 27.12 (%)
Justifier la convergence et déterminer la somme des séries suivantes :

Sl 3) | St

n>2 n>1

Exercice 27.13 (% %)
+og +oo 1 (71)n

1 72 =
On admet que Z 5= % Calculer alors Z m et Z >
n=0 n=1

n=1

Exercice 27.14 (%% - Séries géométriques dérivées)
On fixe un entier naturel p ainsi qu'un réel x tel que 0 < z < 1.
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1. Démontrer que la série Z ( )Jck converge. On pose S, = Z ( )xk.

k>p f=p \P

2. Calculer z(S, + Sp+1). En déduire une expression simple de S, en fonction de p et x.

+oo
k
3. En déduire la valeur de E ( )xk_p.
b

k=p

Exercice 27.15 (%% %)
Pour tout entier n > 1, on pose u, = In(n) + aln(n + 1) + bln(n + 2).

1. Déterminer les réels a et b pour que la série de terme général u,, soit convergente.

2. Calculer alors la somme de cette série.

Exercice 27.16 (%% %)

Montrer la convergence et calculer la somme des séries suivantes :

se(DE: | Swewr | Sele(3):

n>0 n>0

Comparaisons séries-intégrales

Exercice 27.17 (%% - Séries de Bertrand) 1
Soit (a, 8) € R%. On s’intéresse a la série
n>2

——— —, qu’on appelle une série de Bertrand.
neIn(n)?

1. Montrer que la série diverge si a < 1, et converge si a > 1.

1
2. Déterminer la nature de la série Z W pour tout 5 € R grace & une comparaison série-intégrale.
nln(n

1

3. Enoncer une condition nécessaire et suffisante de convergence de la série E W
n®In(n

n>2

Exercice 27.18 (% %)
En exploitant une comparaison avec des intégrales, établir :

k=1 k=2

n—+4o00 3 kln(k) n—+oc

Exercice 27.19 (k%) n

1 . 1
1. Soit a €]0, 1[. Posons pour tout n € N*, S, = Z T Etudier la convergence de Z 5
k=1 n>1
: . 1 S R,
2. Soit a > 1. Posons pour tout n € N*| 5, = ; Ta et R, = kZ—H Ta Etudier la convergence de 7;1 5
= =n f
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Divers
Exercice 27.20 (%% - Développement en série entiere dg In(1 — z))

Déterminer les valeurs de z € R pour lesquelles In(1 — x) Z %

Exercice 27.21 (k% - Régle de Raabe-Duhamel)
Soit a € R, soit (u,) une suite & termes strictement positifs telle que, au voisinage de +oo :

Unt1l _ 1
up 14240 (%)

1
a) Pour tout n € N*, on pose v, = In(nuy) et w, = vp41 — v,. Montrer que w, = O <2>
n

b) En déduire qu’il existe A > 0 tel que wu,, ~ n—’\a
c¢) Pour quelles valeurs de a la série Z u, converge !

U n+a
d) Soient a,b € R, soit u, la suite définie par ug = 1 et Vn € N, ntl + .
Up, n+b

Déterminer la nature de la série Y u,.

Exercice 27.22 (%% %) o
1. Soit z un réel. Montrer que la série Z

converge. On note f(x) sa somme.
77,>O( ?

2. Soient x et y deux réels positifs. Notons z = max(z,y). Montrer que |f(z) — f(y)] < e*|z — y|.

En déduire que f est continue sur [0, 4o00].

3. Montrer que pour tout > 0, on a f(x) > 1 et que f(z) —1 ~ .

z—0

oo de
4. Posons pour tout z > 0, g(z) = / W Montrer que g est bien définie sur ]0,+oo[, puis que
1
9(z) ~ In(z).
z—0

Exercice 27.23 (%% %k - Apphcatlon des séries & I’étude des suites (Oral Centrale))
Soit x € R7}.. Pour n € N*, soit unf Hln (l—l— )

1. Etudier la série de terme général In (un 1) — In (uy,).

En déduire que la suite (u,) converge et préciser sa limite.
2. Etablir existence de a € R tel que la série de terme général In (u,41) — In (u,) — aln (1+ 1) converge.

3. Montrer qu’il existe A € R* tel que u,, ~ An®.
n—+

oo

Exercice 27.24 (%% %)
On énumere en ordre croissant les nombres premiers par une suite (pn)n>1: p1 =2, p2 =3, p3 =05, ...

1. Soit N € N*. Vérifier que :
N

N L

n=1 n=1

1
2. En déduire la nature de la série Z —.
Pn




