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— TD19

Structures algébriques

Lois de compositions internes

Exercice 19.1 (%)
On pose pour tout (z,y) € [0,1] x [0,1] :

TxYy=o+Yy —Y

1. Montrer que * définit une loi de composition interne commutative et associative sur [0, 1]
avec élément neutre.

2. Quels sont les éléments inversibles de ([0, 1],%) 7

Groupes
Exercice 19.2 (%)
On munit £ =] — 1,1[ de la loi de composition * définie pour tout (z,y) € E? par :
Tty
THY = :
14+ 2y

1. Montrer que * est une loi de composition interne sur E.
2. Montrer que (F,*) est un groupe commutatif.

3. Montrer que la fonction tangente hyperbolique th est un isomorphisme de groupes de
(R, +) sur (£, *).

Exercice 19.3 (% %)
Dans chacun des cas suivants, déterminer si H est ou non un sous-groupe de G.

(i) G=(C,x), H= ] U,. sont dans Z.
neN*

(ii) G = .#,(C), H I'ensemble des matrices (iv) G = GL,(R), H l'ensemble des ma-
triangulaires supérieures de G. trices triangulaires supérieures dont les

coefficients diagonaux valent 1.
(i) G = GLg(R), H l'ensemble des élé-
ments de G dont tous les coefficients (v) G=6,,H={0€ 6, |0(1) =2}

Exercice 19.4 (%)

Dans cet exercice, on note GG l’ensemble des similitudes directes du plan, qu’on assimile a
I'ensemble des fonctions f : C — C telles qu'il existe (a,b) € C* x C tels que pour tout z € C,
f(z) =az+b.

1. Montrer que (G, o) est un groupe, et qu'il n’est pas abélien.
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Soit zp € C. On pose G, = {9 € G | g (20) = 20}-

Montrer que G, est un sous-groupe de G, isomorphe a C*. Est-il abélien ?

Soit H '’ensemble des homothéties et des translations du plan. Montrer que H est un
sous-groupe de GG. Est-il abélien ?

Exercice 19.5 (%% - Centre d’un groupe - 47)
Soit (G, *) un groupe. On appelle centre de G' 'ensemble :

Z(G)={reG|VYyeqG, zxy=yx*xx}.

. Montrer que Z(G) est un sous-groupe de G. A quelle condition a-t-on Z(G) = G ?

Déterminer 2(GL, (K)) lorsque n > 2 (avec K =R ou C). Que diresin =17

Indication : montrer que si M € Z(GL,(K)), alors M commute avec toute matrice
élémentaire.

Exercice 19.6 (k%% - Union de sous-groupes)

1.
2.

Donner un exemple de deux sous-groupes de (R*, x) dont I'union n’est pas un sous-groupe.
Soit GG un groupe, H et K deux sous-groupes de G. Montrer que H UK est un sous-groupe
si, et seulement si, H C K ou K C H.

Soit (H),),cy une suite croissante (pour I'inclusion) de sous-groupes de G. Montrer que
U H,, est un sous-groupe de G.

neN

1. On peut par exemple proposer H = (2) = {2* k€ Z} et K = (3) = {3, £ € Z}. On
remarque que 2 et 3 appartiennent a H U K, mais pas leur produit 6. Ainsi, H U K
n’est pas stable par produit : ¢a n’est pas un sous-groupe de (R*, x).

Remarque. On a vu en cours que si (H;);c; est une famille de sous-groupes d’un
q q i)iel g p

groupe G, alors ﬂ H; est un sous-groupe de GG. Ce n’est donc pas vrai pour 'union
iel

: une union de sous-groupes n’est en général pas un sous-groupe. Le but de la suite

de cet exercice est de déterminer des conditions nécessaires et/ou suffisantes pour

lesquelles c’est le cas.

2. Si HC K, HUK = K est effectivement un sous groupe de G. De méme si K C H.

Pour la réciproque, supposons que H U K est un sous-groupe de G. Par 'absurde,
siHZ Ket K¢ H,ilexiste he H\ K et k € K\ H. Puisque h,k € HUK
qui est un sous-groupe de G par hypothese, h * k appartient a H U K. Deux cas se
présentent :

e si h* k appartient a H, alors :

€H cH

ce qui est contradictoire par définition de & ;
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e on aboutit de méme a une contradiction si h x k € K.
Par conséquent, H C K ou K C H.

3. Soit (H,)nen une suite croissante de sous-groupes de G. Montrons que K = U H,

neN
est un sous-groupe de G :

o 1’élément neutre e de G appartient au sous-groupe H (par exemple), donc a K
;

« soient g,h dans K : il existe 7,7 € N tels que g € H; et h € H;. En notant
n = max(i, j), par croissance de la suite de sous-groupes, H; C H, et H; C H,.
Ainsi, g et h appartiennent & H,, et donc g *x h=! également car H, est un
sous-groupe de G. Finalement, g * h~! appartient bien a K.

Par la caractérisation des sous-groupes, K est un sous-groupe de G.

Exercice 19.7 (%% % - Sous-groupes de Z - £3)
1. Soit n € Z. Montrer que I’ensemble nZ = {nk, k € Z} est un sous-groupe de Z.

2. Soit H un sous-groupe de Z non réduit a {0}.

(a) Justifier I'existence du minimum ny de 'ensemble E = {h € H | h > 0}.
(b) Montrer que n¢Z C H.
(c¢) Soit h € H. En considérant la division euclidienne de h par ng, montrer que h € ngZ.

(d) Que peut-on en conclure sur les sous-groupes de Z ?

3. Soit (G, *) un groupe fini d’élément neutre e, et a € G.

(a) Montrer que I'application ¢, : p € Z + a? € G est un morphisme de groupes.
a = e,

(b) En déduire l'existence et I'unicité d'un entier n € N* tel que :
VpeEZ, aP = < n|p

Exercice 19.8 (k%% - Un cas particulier du théoréme de Lagrange - @D)
Soit G un groupe commutatif fini, de cardinal n.

1. Soit g € GG. Montrer que z — gx est une bijection de GG sur lui-méme.

2. Soit g € G. En calculant de deux manieres le produit H (gz), montrer que ¢g" = 1g.
zeG

3. Déterminer tous les sous-groupes finis de (C*, x).

1. Soit g € G. On vérifie que I'application ¢, : = — gz est une bijection de G dans
G, de bijection réciproque ¢g,-1. Pour cela, on vérifiera aisément que ¢, 0 @ -1 =

Sngl o (pg = ldG

2. Soit toujours g € GG. Notons P = H (gx) et calculons P de deux maniéres comme

zeG
Suggeéreé :

« en utilisant que G est commutatif, on peut « sortir » g du produit, en notant
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bien qu’il sort alors n = Card(G) fois :

P = H(gm):gnnx.

zeG zeG

 en utilisant la question 1 :

P = H(g:ﬂ) = H Pg(T).

el zeG

Puisque ¢, est une bijection de G dans lui-méme, lorsque x parcourt G, ¢ (x)
parcourt également tout G' (dans un ordre différent a priori). Ainsi, tous les
éléments de G vont apparaitre une et une seule fois dans ce produit, et quitte
a le réordonner (on utilise pour cela que G est commutatif), on peut écrire :

P:Hx.

z€G

D’ou I’égalité suivante :

9”<H96>=H37-

zeG zeG

L’élément (H x) étant inversible (comme tous les éléments du groupe G), on ob-

z€G
tient g" = e en multipliant & droite par son inverse.

Remarque. On vient ici de démontrer le théoréme de Lagrange dans le cas partic-
ulier d’un groupe abélien, a savoir :

Si GG est un groupe d’ordre fini n, alors pour tout g € GG, ¢" = 14.

Ce résultat reste valable sans I’hypothese G abélien. Une preuve en a été donnée
dans le DM11.

. Soit G un sous-groupe fini de (C*, x) d’ordre n. Par le théoreme de Lagrange, ¢ = 1
pour tout g € G : tous les éléments de G sont donc des racines n-émes de 'unité.
Par conséquent, G C U,,, et puisque ces deux ensembles ont méme cardinal, G = U,,.

Réciproquement, il est bien connu que pour tout n > 1, U,, est un sous-groupe fini
de (C*, x). Ainsi, les sous-groupes finis de (C*, x) sont les U,, pour n > 1.

Exercice 19.9 (%% - Automorphismes intérieurs - £7)
Soit G’ un groupe multiplicatif. Pour @ € G, on note f, : 2 € G+ axa' € G.

1. Montrer que pour tout a € GG, f, est un automorphisme de G.
2. Montrer que ¢ : a € G+ f, € Aut(G) est un morphisme de groupes.

3. Déterminer le noyau de .

Exercice 19.10 (k% %)

Déterminer tous les morphismes de groupes de (Z, +) dans (Z, +), puis de (Q, +) dans (Z, +).
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Exercice 19.11 (k% %)

Les groupes suivants sont-ils isomorphes :

(i) Us et Uy x Uy ; (ii) (R*, x) et (C*, x) ;

(iv) 6x et Gy lorsque X et Y sont en bi-

(i) (Z,+) et (R, +) ; jection.

Exercice 19.12 (%% %)
Soient G un groupe, H et K deux sous-groupes de G. On pose HK = {h*xk, h € H, k € K}.

1.
2.

3.

Si G est abélien, montrer que H K est un sous-groupe de G.
Prouver que H K est un sous-groupe de G si, et seulement si, HK = KH.

Si H et K sont finis et si HN K = {e} (ou e désigne 1’élément neutre de G), montrer que
Card(HK) = Card(H) - Card(K).

1. Supposons G abélien. Montrons que H K est un sous-groupe de G.

e eqg=¢eg eqg € HK.
=
€H €K
o Soient x,y € HK. 1l existe (hy, ho) € H? et (ki, ko) € K? tels que x = hik; et
y = hoky. Alors (comme G est abélien) :

Ty = hlklhgkg = ]’Llhg ]{51]{?2 € HK.
€eH eK

o Soit x € HK. Il existe h € H et k € K tels que x = hk. Alors (comme G est

abélien) :
1

' =k "W l'=h'k"'e HK.
~—
€eH €K

Donc HK est un sous-groupe de G.

2. Supposons que HK = KH. Prouvons qu’alors HK est un sous-groupe de G.

e e = €eq eq € HK.
— "~
€H €K
o Soient z,y € HK. 1l existe (hi,hy) € H? et (ki, k) € K? tels que x = hik;
et y = hoky. Comme k1hy € KH = HK, il existe hy € H et k3 € K tels que
k]hQ == h3/€3. AIOI"S .

Ty = hikihoks = hihs ksky € HK.
€H ¢eK

e Soit x € HK. Il existe h € H et k € K tels que x = hk. Alors

x'=k'hle KH = HK.
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Ainsi, HK est un sous-groupe de G.

Inversement, supposons que H K soit un sous-groupe de G. Montrons que HK =
KH.

o Soit x € KH. Il existe h € H et k € K tels que x = kh. Alors :

xr =kh = egk heq € HK
—~
€EHK eHK

car HK est un sous-groupe de G. Donc KH C HK.

o Inversement, soit z € HK. Alors 27! € HK (car HK est un sous-groupe), et
il existe h € H et k € K tels que 27! = hk, de sorte que x = k~'h~' € KH.

Donc KH = HK.
3. Considérons l'application f suivante :

g XK = HE
©(hk) > hk

Par définition de I'ensemble HK, f est surjective. Montrons qu’elle est injective.

& Mise en garde.

L’application f n’étant pas un morphisme de groupes (je vous laisse vous en con-
vaincre si besoin), on ne peut étudier son noyau. On est ici contraint de revenir
a la caractérisation générale de 'injectivité vue au chapitre sur les applications.

Soient (hy, k1), (he, ko) dans H x K. Alors :
f((hl, kl)) = f((hg, kg)) & hiky = hoks & h;lhl = kzk{l .
€H eK

Ainsi, hy'hy € HNK et koky' € HN K. Comme HN K = {e}, hy'hy = e, et donc
hi = hy et de méme k; = ky. Ainsi, f est injective, et donc bijective.

Si H et K sont finis, alors H x K l'est aussi. Puisque f est bijective, 'ensemble H K
est fini et :

Card(HK) = Card(H x K) = Card(H) - Card(K).

Exercice 19.13 (%% % %)

Soit G’ un groupe non réduit a un élément tel que pour tout g € G, ¢° = e.

1. Montrer que G est abélien.
2. Montrer que GG possede au moins un sous-groupe de cardinal 2.

3. On suppose que G contient au moins trois éléments. Soit H un sous-groupe fini de G,
différent de {e} ou de G, et soit g € G\H. On pose alors gH = {gh,h € H}.

(a) Montrer que H U gH est un sous-groupe de cardinal 2|H|.

(b) Montrer que si G est fini, alors son cardinal est une puissance de 2.
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1. Pour tout g € G, gg = g*> = e, de sorte que g~ = g.

Si g,h € G, on obtient alors gh = (gh)™' = h™'¢g~! = hg. Donc G est abélien.

2. Comme G n’est pas réduit a un élément, il existe g € G tel que g # e. On vérifie
alors sans difficulté que {e, g} est un sous-groupe de G de cardinal 2.

3.

(a) Remarquons que, d’apres la question précédente, un tel sous-groupe H existe.

Montrons que H U gH est un sous-groupe de G.

» Puisque e € H (car c’est un sous-groupe), e appartient & H U gH.

« Soient ¢1,¢» € H U gH. Montrons que g1g; - = ¢1¢» appartient & H U gH.
On procede par disjonction de cas :

— Sig1,90 € H, alors g1go € H C HU gH car H est un sous-groupe.
—sig € H et g =ghy € gH, alors :

9192 = g19ha = g (g1h2) € gH C H U gH.
——

eHd

— sigy =ghy € gH et go € H, alors :

G192 =g (hge) € gH C HU gH.
——

€H

— si g1 = ghy € gH et go = ghy € gH, alors :
9192 = ghighy = g°h1hy = hihy € H C HU gH.

Ainsi, H U gH est un sous-groupe de G.

On vérifie aisément que h — gh définit une bijection de H sur gH. Puisque H
est fini, il en est de méme de gH, et ces ensembles ont méme cardinal.

Par ailleurs, les ensembles H et gH sont disjoints. En effet, supposons par
I’absurde qu’il existe + € H N gH. Alors x € H et il existe h € H tel que
x = gh. Mais ¢ = xh~! appartiendrait aussi au sous-groupe H, ce qui est
absurde puisqu’on a supposé g ¢ H.

Finalement, Card(H U gH) = Card(H) + Card(gH) = 2Card(H).

On suppose que G est fini. Montrons que c’est une puissance de 2. Raisonnons
par 'absurde pour cela.

Soit H; un sous-groupe de G de cardinal 2 (existe bien par la question 2.). Alors
H, # G (puisque le cardinal de G n’est pas une puissance de 2), et il existe
g1 € G\ Hy. Par ce qui précede, Hy = H; U g1 Hy est un sous-groupe de G de
cardinal 4.

Mais alors Hy # G puisque G n’est pas de cardinal 4. Donc il existe go € G\ Ha,
et H3 = Hy U g9 Hy est un sous-groupe de G de cardinal 8.



Lycée Carnot

En poursuivant ce raisonnement, on construit par récurrence une suite de sous-
groupes (Hy)p>1 tels que Hy soit de cardinal 2F. Mais si k est suffisamment
grand, 2¥ > Card(G), ce qui est absurde.

Donc Card(G) est nécessairement une puissance de 2.

Exercice 19.14 (k% % %)
1. Soit H un sous-groupe de (R, +) non réduit a {0}.

(a) Montrer l'existence de a = inf{h € H | h > 0}.
(b) Montrer que si a > 0, alors H = aZ.

(¢) Montrer que si a = 0, alors H est une partie dense de R.

2. Application. On admet que 7 est irrationnel. Prouver que ’ensemble Z + 27Z est dense
dans R. En déduire que 'ensemble A = {cos(n), n € N} est dense dans [—1,1].

1. (a) Notons A={h € H | h > 0}. Cette partie de R est par définition minorée par
0. Montrons qu’elle est non vide. Puisque H # {0}, il existe h € H tel que
h # 0. Si h > 0, h appartient & A et A # (). Si h < 0, alors son symétrique
—h est strictement positif et appartient a H (puisque H est un sous-groupe de
(R,+)), et donc a A.

Ainsi, A est bien une partie non vide et minorée de R, d’ou l'existence de

a = inf(A).
(b) Supposons dans cette question a > 0.

Par ’absurde, supposons que a n’appartienne pas a H. a est par définition le
plus grand des minorants de A. Comme 2a > a, 2a n’est pas un minorant de
A. D’ou l'existence d'un élément = € H tel que a < x < 2a. De méme, = n’est
pas un minorant de A, et il existe y € H tel que a < y < = < 2a.

Puisque H est un sous-groupe de (R,+), z — y appartient & H, et est par
définition strictement compris entre 0 et a. Or ceci est contradictoire avec la
définition de a comme borne inférieure de A ={h € H | h > 0}.

Ainsi, I’élément a appartient bien a H.

Montrons maintenant que H = aZ. Puisque a appartient a H, le sous-groupe
aZ = (a) qu’il engendre est inclus dans H (puisque H est un sous-groupe).

Réciproquement, soit b un élément de H. Comme a > 0, on peut poser g = EJ

et r = b—aq. Puisque b et ag sont dans H (car aZ C H), r appartient également
au sous-groupe H. De plus, par définition de la partie entiére :

b
g<-<q+1, dou 0<b—aq<a.
a

Ainsi, r appartient a H N[0, a[. Par définition de a, r est donc nul, et b = agq
appartient a aZ.

On a ainsi montré que H = aZ.

(¢) Supposons dans cette question a = 0. Montrons que G est dense dans R.
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Soit I =|x,y[ un intervalle ouvert non vide de R. Puisque y — x > 0, il existe
(par définition de la borne inférieure) un élément h € H tel que 0 < h <y — x.
L’ensemble :

R=A{keZ|kh >z}

est une partie non vide (car R est archimédien) et minorée de Z. Elle admet
donc un plus petit élément n € Z, qui satisfait par définition :

(n—1)h<z<nh, dou z<nh<z+h<z+(y—z)=y.

Donc nh appartient a l'intervalle |z, y[. Ceci prouve que H est dense dans R.

Exercice 19.15 (k%% %)
Soit (G, *) un groupe, et soit A une partie non vide finie de G, stable par *. Prouver que A
est un sous-groupe de G.

Exercice 19.16 (%% % %)
Soit G un groupe possédant exactement deux sous-groupes. Montrer qu’il existe z € G tel que
G = (x), que G est fini, et que son cardinal est premier.

Remarquons pour commencer que G n’est pas le groupe trivial réduit a un élément, étant
donné qu’il possede exactement deux sous-groupes. Notons également que puisque {e} et
G sont des sous-groupes distincts de G (ou e désigne 1’élément neutre de G), il n’y en a
donc pas d’autres par hypothese.

Prenons alors « dans G distinct de 1'élément neutre e de G, et considérons (z) le sous-
groupe de G engendré par z. Celui-ci étant non trivial (car x # e), il est donc égal a

G.

Si 2% = e, alors G = {e, x} est bien fini. Sinon, considérons le sous-groupe (x?) engendré
par z2. Ce sous-groupe étant non réduit a {e} (car 2% # ¢), il est par hypothese égal a G.

Ainsi, x appartient a (x2), et il existe k € Z tel que z = 2%, et donc 227! = ¢ = 2172,

Considérons {m € N* | ™ = e}. Cet ensemble est non vide (il contient 2k — 1 ou 1 — 2k),
et admet donc un plus petit élément. Notons le n.
Montrons alors que G = {z*, s € [0,n — 1]}. L’inclusion D est immédiate. Réciproque-
ment, soit s € Z, et notons ¢ et r les quotient et reste de la division euclidienne de s par
n:

s=ng+r e 0<r<n-—1.

Alors :
¥ =" = (") x 2" = el v =2
D’ou l'inclusion G C {z*, s € [0,n — 1]}. Ainsi, G est bien fini de cardinal au plus n.

Notons que les éléments de {z*°, s € [0,n — 1]} sont deux a deux distincts. En effet, s’il
existe 0 <i < j<n-—1tel quea’ =27, alors 277¢ = e avec 1 < j —1i < n, ce qui contredit
la minimalité de n. Ainsi, G = {z°, s € [0,n — 1]} et est de cardinal n.

Supposons enfin que n ne soit pas premier, et considérons a,b € [2,n — 1] tels que n = ab.
Alors (z%)? = 2% = 2" = e et pour tout k € [1,b — 1], (z)* = 2% #£ ¢ car 1 < ka < n.
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Ainsi, (z%) = {e, 2%, ..., (x%)""'} est un sous-groupe de G de cardinal b, et donc ni égal a
{e}, ni & G. D’ou une contradiction. Donc n est premier.

Anneaux, corps

Exercice 19.17 (%) 0 b
On note A I’ensemble des matrices < 0 a ), a et b décrivant Z.

Montrer que A est un anneau pour les lois d’addition et de multiplication matricielles, puis
déterminer % (A).

Exercice 19.18 (% %)
L’anneau (RR, - ><) est-il intégre ? Déterminer % (RR>.

Exercice 19.19 (% %)

Soit a € N* fixé. On pose A, = { P

an

]pGZnEN}
1. Montrer que A, est un sous-anneau de Q.
2. Montrer % (Ay) = {£2*, k € Z}.

3. Déterminer % (Ajo).

Exercice 19.20 (% %)
1. On rappelle que Z[i] = {a + ib, a,b € Z} est un sous-anneau de C.

Montrer que pour tout z € Z[i], |2|* € N, puis en déduire % (Z][i]).

2. Montrer que I'ensemble Z[iv/2] = {a + iby/2, a,b € Z} est un sous-anneau de C, puis
déterminer % (Z[iv/2)).

1. Soit z € Z[i], qu’on note z = a + ib avec a,b € Z. Alors |z|* = a* +1? € N.

Supposons que z soit inversible dans Z[i] : il existe 2’ € Z[i] tel que z x 2/ = 1. En
prenant le module au carré, on obtient 1’égalité dans N :

122 % |22 = 1.

Puisque |z|? et |2/|? sont des entiers naturels, cette égalité implique |z|? = 1, et donc
2
a* =1
a? + b®> = 1. De nouveau, puisque a® et b* sont dans N, on obtient b — 0 ou

2:O
{ZQ ) , et donc z = £1 ou z = +u.

Réciproquement, on vérifie sans difficulté que 1, —1,4, —¢ sont bien inversibles dans
Z[i] d’inverses respectivement 1, —1, —i,¢. Ainsi, % (Z[i]) = {1, 1,1, —i}.

10
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2. Laissé en exercice, on procédera comme précédemment pour montrer que % (Z[iv/2]) =

| (1,-1).

Exercice 19.21 (%% - Produit direct d’anneaux - #£7)
Soient (A, +4, X4) et (B, +p, Xp) deux anneaux. On munit A x B de deux lois de composition
@ et ® définies par :

(a,0) @ (a',b") = (a+ad,b+pl) et (a,b) ® (a',b) = (axsad,bxpb)

Montrer que (A X B, ®,®) est un anneau, commutatif si A et B le sont. Cet anneau est-il
integre 7

Exercice 19.22 (%)

Parmi les ensembles suivants, lesquels sont des sous-anneaux de RY, 'anneau des suites réelles
o

(i) Pensemble des suites de limite nulle ; (vi) I'ensemble des suites (u,) telles que
. : : lim w, = +00 ;
(ii) I’ensemble des suites croissantes ; n—+too " ’
(iii) I'ensemble des suites convergentes ; (vii) l'ensemble des suites stationnaires ;
iv) I’ensemble des suites divergentes ;
(iv) & (viii) I'ensemble des suites nulles a partir
(v) Pensemble des suites bornées ; d’un certain rang.

Exercice 19.23 (%% - Anneau de Boole)
Soit A un anneau non nul pour lequel 22 = z pour tout x € A.

1. Montrer que pour tout = € A, xr = —ux.
2. Montrer que A est commutatif.
3. Déterminer A dans le cas ou A est integre.

4. On définit une relation binaire < sur A en posant pour tousz,y € A: =z <y & yr = x.

Montrer que < est une relation d’ordre.

Exercice 19.24 (%% % %)

Montrer qu'un anneau commutatif integre fini est un corps.

Soit (A, 4+, X) un anneau commutatif intégre fini. Pour prouver que A est un corps, il
suffit de prouver que tout élément non nul de A admet un inverse.
Prenons pour cela x # 04, et considérons 'application :

A — A
y = xy

f:

L’application f est injective. En effet, pour tous y;,y2 € A :

fn) = flye) & xpn =2y & a1 —ay2 =04 & 2(y1 — y2) = 04.

11
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Comme A est integre et x # 04, ceci équivaut a y; — yo = 04, et donc a y; = ys.

Comme A est de cardinal fini et que f est injective, elle est donc bijective. Tout élément
de A admet donc un unique antécédent par f. En particulier, 14, admet un antécédent
par f : il existe y € A tel que zy = 14. Comme A est commutatif, yr = zy = 14 et x est
bien inversible (d’inverse y).

Par conséquent, tout élément non nul de A est inversible : A est bien un corps.

Exercice 19.25 (k% % %)
Prouver que Q(v/2) = {a + bv/2 ‘(a, b) € @2} est un corps et déterminer tous ses automor-
phismes.

Afin de montrer qu’un ensemble est muni d’une structure de corps, il est intéressant de se
demander s’il ne pourrait pas s’agir d’un sous-corps d’un ensemble déja connu. En effet,
il y a bien moins de propriétés a prouver pour un sous-corps que pour un corps. Dans le
cas qui nous intéresse ici, nous allons montrer que Q(v/2) est un sous-corps de (R, +, x).
Commengons tout d’abord par montrer qu’il s’agit d’un sous-anneau.

(1) Q(+/2) est bien évidemment une partie de R.
(2) Tl est clair que 1 € Q(v/2) puisque 1 =1+ 0v/2 avec 0,1 € Q.
(3) Soit (z,y) € Q(v/2)2. Alors il existe a, b, c,d € Q tels que 2 = a+bv/2 et y = c+dv/2.

Calculons :

z—y=(a—c)+(b—d) V2 eQHW?2).
€Q cQ

(4) Avec les mémes notations que celles du point précédent :

Xy =(a+bv/2) x (c+dV2) = (ac + 2bd) + (ad + bc) V2 € Q(V/2).

cQ €Q

Pour montrer que Q(v/2) est un sous-corps de (R, +, x), il nous reste & montrer que tout
élément non nul z € Q(v/2) est inversible dans Q(v/2). Puisque # € R*, il est inversible
dans R et son inverse est =. Il s’agit ici de vérifier que 1 € Q(v/2). Puisque z € Q(v/2), il
existe deux rationnels a et b tels que = = a + by/2. L’inverse de = dans R est :

1 1 a— b2 a b

- az — 202 a2 — 2b2
—_———— — —

T at b2 (atbv2)(a— bv2)
€Q €Q

V2 € Q(V2).

Notons que la deuxiéme égalité est bien valide puisque a — by/2 # 0. En effet si a = by/2,
alors nécessairement b # 0 (sinon b = a = 0, et = aussi, ce qui n’est pas) et on aurait
V2 = 7€ Q ce que nous savons faux.

Nous avons montré que Q(y/2) est un sous-corps de (R, +, x). C’est donc bien un corps.

Pour déterminer les automorphismes de (Q(+v/2), +, x), nous allons procéder par analyse-
synthese.

12
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« Analyse. Si ¢ est un automorphisme de Q(v/2), il satisfait par définition ¢(1) = 1.
Mais alors ¢(2) = (1 +1) = ¢(1) + (1) = 1 + 1 = 2. En répétant cet argument,
on montre par récurrence que ¢(n) =n pour tout n € N.

D’autre part, si n € Z est tel que n < 0, alors —n € N, et par ce qui a été établi
précédemment :

¢(—n) = —n.

Mais comme ¢ est un morphisme de corps :

0=¢(0) = ¢(n—n) = ¢(n) +¢(—n) = ¢(n) —n.
Ainsi, p(n) = n, égalité vérifiée a présent pour tout n € Z.
Soit a présent n € N*. En exploitant que ¢ est un morphisme de corps :
1 1 1
1—30(1)—90<n><> —w(n)xso<) —n><90<>
n n n

1

ne

en utilisant que ¢(n) = n puisque n € Z. On obtient ¢ ( ) =

1
n

Soit enfin 7 un rationnel. Il existe (p,q) € Z x N* tels que r = £. Calculons :

sr=e(() <ol ) oo () oL

Ainsi, pour z € Q(v/2) qu'on écrit z = a + by/2 avec a,b € Q, nous obtenons (en
utilisant encore et toujours que ¢ est un automorphisme de corps) :

p(x) = a+bv2) = p(a) + p(b)p(V2) = a + bp(v2).

Connaitre ’automorphisme ¢ se raméne alors & déterminer ¢(y/2). Or :

go(\/ﬁ) est donc I'une des racines du polynéme X? — 2, & savoir V2 ou —v2. Deux
cas se présentent :

— si p(v/2) = V2, alors pour tout z € Q(v/2), qu'on écrit x = a + by/2 avec
a,beQ:

p(x) = pla+0V2) = p(a) + p(D)p(V2) = a + bvV/2 = z.

Dans ce cas, ¢ est I'application identité.

— si gp(\/ﬁ) = —/2, alors avec les mémes notations que précédemment, un calcul
identique donne :

o(z) = a—bV2.

o Synthese. Réciproquement, vérifions que les deux applications ainsi obtenues sont
bien des automorphismes du corps Q(v/2). C’est évident pour I'identité. Pour la
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seconde, elle vérifie p(1) = 1 et est bijective puisque ¢ o ¢ = id. Pour tout (x,y) €
Q(v2)?, qu'on écrit x = a + byv/2 et y = ¢ + dv/2 avec a, b, c,d € Q, calculons :
t+y=(a+c)+b+d)vV2 et zxy=(ac+ 2bd)+ (ad+ be)V2.
D’ou :
platy)=(a+c) = (b+d)V2=(a—bv2) +(c—dV2) = p(x) +p(y)
et :
o(z x y) = (ac + 2bd) — (ad + bc)V2 = (a — bV2) x (¢ — dV/2) = o(z) x p(y).

Ainsi, ¢ est elle aussi un automorphisme du corps Q(v/2).

En conclusion, le corps Q(\/E) comporte exactement deux automorphismes de corps, a

Qv2) - Q2

savoir idg 5 et 'application « conjugaison » ¢ : Gt/ s a— b3

Exercice 19.26 (%% %% % - Idéaux premiers (d’apres oral ENS))
Soit A un anneau commutatif non nul. On appelle idéal de A tout sous-groupe I de (A, +) tel
que Y(a,x) € Ax I,ax € I.

1.
2.

Montrer que pour tout z € A, xA = {ax,a € A} est un idéal de A.

Un idéal I est dit mazimal si tout idéal de A, différent de A, et qui contient I est égal a
I lui-méme.

Un idéal I différent de A est dit premier si: V(a,b) € A2, abel=acloubel.

(a) Montrer qu'un idéal I est maximal si, et seulement si, pour tout x € A\I, [+xA = A

(ot I 4 aA est 'ensemble des éléments qui s’écrivent comme somme d'un élément
de I et d'un élément de aA ).

(b) Prouver qu'un idéal maximal est premier.

Montrer que A est un corps si, et seulement si, tout idéal de A autre que A est premier.

1. Soit x € A. Vérifions en premier lieu que A est un sous-groupe de (A, +) :

(i) 04 = 04 x x appartient bien a zA ;
(ii) Soient by, by € xA. Par définition, il existe ay,as € A tels que b; = a;x pour
1 =1,2. Alors :

by — by = a1x — agx = (a1 — az) Xx € TA.
———
€A

Donc zA est un sous-groupe de (A, +). Pour montrer que c’est un idéal de (A, +),
on étudie le dernier point suivant :

(iii) Soit b € xA et ¢ € A. Par définition, il existe a € A tel que b = ax. Alors :

cxb=(cxa)xxerA.
A
€

14
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On dit alors que x A est absorbant.

Donc zA est bien un idéal de A.

Remarque. Donnons {04} et A comme autre exemple trivial d’idéaux de A.

2. (a)

Supposons [ maximal, et soit z € A\ I. On vérifie (laissé en exercice) que
I + x A est un idéal de A qui contient = et I. Il contient donc strictement I qui
est maximal. Donc I + 24 = A.

Réciproquement, supposons que I est un idéal de A satisfaisant, pour tout
x€ A\I, I +xA = A. Montrons que I est maximal. Soit pour cela J un idéal
de A, différent de A, et tel que I C J. Montrons que I = J. Par I'absurde,
supposons que I C J, et donc qu'il existe x € J \ I. Puisque J, est un idéal,
on vérifie (laissé en exercice — on utilise que J est un idéal), que J contient
I +xA=A. Ce qui contredit J # A. Ainsi, J = I et I est un idéal maximal.

Soit I un idéal maximal différent de A. Montrons que I est premier. Soient
pour cela a,b € A tels que ab € I. Supposons que a ¢ [ et montrons que b € I.

Par la question précédente, [ +aA = A. En particulier, 14 appartient a [ +aA,
et il existe x € I, y € A tels que :

1lg =2+ ay.
D’ou en multipliant cette égalité par b :

b=bx +abyel
er el

car I est un idéal.

Ainsi, I est bien un idéal premier de A.

3. Supposons que A soit un corps, et soit I un idéal de A. Si I = {04}, alors I est
premier car A est non nul et intégre. Supposons I # {04}. Alors I contient un
élément non nul z. Mais alors 1y =ax xax ' € I, et pourtout a € A,a=ax1, € I.
Ainsi, I = A et donc tout idéal de A, différent de A, est bien premier.

Réciproquement, supposons que tout idéal de A autre que A est premier. En parti-
culier, I = {04} est un idéal premier, de sorte que A est integre.

Soit @ € A non nul. Montrons que a est inversible. Considérons pour cela 1'idéal
a’A. Deux cas se présentent :

si a?A = A, alors en particulier 1,4 € a?A, et il existe b € A tel que :
14 = a®b = a(ab).

Dans ce cas, a est bien inversible (d’inverse ab).
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o sia?A est différent de A, alors c’est un idéal premier par hypothése. Puisque
axa=a%x1y€a?A, a®>A contient a, et il existe b € A tel que :
a=a’h, dou a(ly—ab)=04.
Et A étant integre et a non nul, on obtient 14 = ab, et donc a est inversible.

Dans tous les cas, a est bien inversible. Donc A est un corps.
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