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Correction du devoir surveillé

Exercice 1 (Densité de Schnirelmann)

Sn(4) Sn(4)

1. Pour tout n € N*,

> 0. La partie £ =

, nE N*} est donc non vide et

minorée : elle admet une borne inférieure o(A). De plus, 0(A) > 0 par comparaison d'un
minorant au plus grand d’entre eux.

Sn(A) < Card([1,n])

D’autre part, pour tout n € N*, g(A) <
n n

<1

Ainsi, |0(A) est bien défini et appartient a [0, 1].

S1(A
2. (a) Supposons que 1 ¢ A. Alors A; = AN{1} =0, et donc 1<1 ) = 0 appartient a la
partie E. Par conséquent, o(A) < 0. Comme nous avions montré que o(A) > 0, on
obtient bien |0(A) =0si 1 ¢ A.

(b) On suppose que A C N*. Montrons que o(A) = 1 si, et seulement si, A = N*. On
procede par double implications.

Supposons que A = N*. Pour tout n € N* :

Sn(A) _ Card(A,) n ]
n n n

Donc F = {1} dans ce cas et |6(A) = inf(F) = 1.
Supposons que o(A) = 1. Montrons que A = N*. Soit pour cela n € N*. Alors :

Sn(4)

1=0(A) < <1

et donc S,,(A) = n, soit encore Card(AN[1,n]) = n. Puisque AN[1,n] C [1,7n]
et que Card([1,n]) = n, il vient que AN [1,n] = [1,n]. Ainsi :

n € [l,n] = AN[l,n] C A
Donc N* C A, et comme par hypothese A C N*, on obtient bien

3. Supposons A C B. Pour tout n € N*; A,, = AN[1,n] est inclus dans B,, = BNAN[1,n],
et donc :

Sn(A) < Card(A,,) < Card(Bn)‘

n n

o(A) <

S

Sn(B)

n

Le réel o(A) apparait comme un minorant de F' = { NS N*}. Par comparaison

d’un minorant au plus grand d’entre eux, |0(A4) < o(B).

4. (a) Supposons que A est une partie finie. En particulier, A est bornée et il existe N € N*
tel que A C [N, N]. Alors, pour tout n > N :

A, =AN[1,n] C [-N,N]N[1,n] = [1, V]
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et donc :

g(A) < =

S.(A) N

Par passage a la limite dans les inégalités quand n — +oo, on obtient 'inégalité
0(A) < 0. Comme de plus, 0(A) > 0 par la question 1, on peut donc conclure que

o(A) = 0 lorsque A est une partie finie.

On suppose dans cette question que A = {2k + 1, k € Z}. Pour tout n € N* et pour
tout k€ Z:

1 1
1§2k:+1§n<:)0§k:§nT N ogkgvl J

2
Ainsi :
n—1
S,.(A) = Card(A N [1,n]) = { - J+1.
n—1 n—1
Remarquons que { J < et :
2 2
{n—lJ _ {222 S%nest impair ot domc n—2 < {n—lJ.
2 15=  sin est pair 2 2
n—2 {n—lJ n—1
< <
2 2 - 2
Par conséquent :
n—2 n—1
2 2n n - n n 2n

1 1
Ainsi, 5 est un minorant de F, de sorte que o(A) > 3 D’autre part, pour tout

n>1:
n+1
A) < )
0( )_ 2n

n+1

Puisque — 2 on obtient o(A) < 3 par passage a la limite dans les inégalités.

1
Finalement, |o(A) = 5 lorsque A est I’ensemble des entiers impairs.

Vérifions que |A = (R\ Q) U {1}| convient. Cette partie contient bien 1. Elle est
aussi dense dans R car elle contient la partie R \ Q qui est dense dans R.

D’autre part, pour tout n € N* :
A, = ANJl,n] ={1}, et donc S,(A) = 1.

1
Par conséquent, o(A) < — pour tout n € N*. Par passage a la limite dans les
n

inégalités, on obtient o(A) < 0. Comme de plus o(A) > 0 par la premiére question,
la partie A proposée satisfait bien o(A) = 0.
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Exercice 2 (Une suite récurrente faisant intervenir une homographie)
1. (a) La fonction f est dérivable sur D en tant que quotient de fonctions qui le sont et

(b) Pulsque f(z)
et |1

(e)

dont le dénominateur ne s’annule pas. De plus, pour tout x € D :

oy 2z —1)—-(R2x-1) ~1
fl(z) = (z — 1)2 - (x—1)2

< 0 pour tout x € D, f est décroissante sur chacun des intervalles
, +ool.

| =001

& Mise en garde.

Le domaine de définition D de f n’étant pas un intervalle, on ne peut conclure
que f est décroissante sur D !

20 — 1 20 — 1
De plus, lim = 400 et lim = —o00. La courbe de f admet donc une
r—1t 1 — e—1—-  — 1
asymptote verticale d’équation x = 1.

D’autre part, pour tout z € D :

flz) = Rl 2.

Donc la courbe de f admet une asymptote horizontale d’équation y = 2 en +o00 et
—00. On en déduit le tableau de variation suivant pour f.

T —00 1 +00

2 +o0

I N .

—00 2

La fonction f est continue sur |1, 400], décroissante sur cet intervalle, et lim f(z) =
z—1t

+00 et EIE f(z) = 2. Ainsi, | f(]1,400]) = ]2, +00[ et est inclus dans |1, +o0].

L’intervalle J = |1, +o0] est stable par f et contient uy = 3. Montrons par récurrence
la propriété suivante pour tout n > 0 :

P(n) : « uy, est bien défini et u, € J ».

Pour n = 0, ug = 3 est bien défini et appartient a J.
Soit n € N. Supposons la propriété vraie au rang n.

Par hypothese de récurrence, u, est bien défini et appartient a J. Puisque J
est inclus dans le domaine D de définition de f et que cet intervalle est stable
par f, un+1 = f(uy,) est bien défini et appartient a J. D’ou la propriété au rang
n+ 1.

Par le principe de récurrence, |la suite (u,) est bien définie pour tout n € N, u,, > 1.

Soit z € D. Résolvons I’équation suivante :

2z — 1
z—1

flz)=2 < =z & 2r—-1l=z2(x-1) & 22 -3z +1=0.
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Le discriminant de cette équation du second degré est 5 > 0, et ses deux racines

3+\/Set3—\/5
2 2

réelles distinctes sont . Remarquons enfin que :

3—4/5 32-5 2
>1 et \/_— = < 1.

2 23+V5) 3445

3+5
2

Soit z € R. L’expression f o f(z) est bien définie si, et seulement si, x € D et
f(z) € D, ce qui équivaut & = # 1 et f(x) # 1.

3+\/5>§
9 =9

Ainsi, | f admet deux points fixes ¢ =

E]l,—i—oo[etf’—ie]—oo,l[.

Résolvons, pour = # 1, ’équation :

20 — 1
1 =1 2r—1=z2z—-1 < x=0.

flx)=1 &

xr —

Ainsi, |le domaine de définition de fo f est R\ {0,1}.
Soit x € |1,4o00[. Alors f o f(z) est bien défini, et :

2r—1\ 225 -1 dr-2—(z—1) 3o-—1 1
— — xr— — = :3_*.
fof(z) f(x—l) 2L 21— (z—1) x x

Calculons (en privilégiant I'utilisation de f o f a celle de f car son expression est
plus simple pour les calculs) :

2uy—1 6-1 5 18

== f— = = — = f— 3 - - =
w=flu) = T =g Ty = e ) 373
2 13 3 921
“3:f°f(ul):3—g:€, U4:f0f(m)=3—§:§.
On remarque que ug > uq et que u; < Uy : ‘la suite (u,) n’est donc pas monotone. ‘

8
La fonction f est décroissante sur U'intervalle J = |1, +00], et satisfait f (g) =3 <3

27 27 27

et f(3) = 2 Ainsi, f ({5 3}) C [5 3] et l'intervalle [5 3] est stable par f. Comme

5

de plus ug appartient a [5, 3}, on montre par récurrence, comme dans la question

)
1.(d), que |pour tout n € N, 3 <u, <3.

Supposons la suite (u,) convergente et notons « sa limite. Par passage a la limite
dans les inégalités obtenues a la question précédente, o appartient a I'intervalle [g, 3} .
De plus, par définition de la suite (u,), pour tout n € N :

Uny1 = f(un).

En passant a la limite dans cette égalité (on utilise ici la caractérisation séquentielle
de la limite et la continuité de f sur D) :

a= f(a).

Ainsi, « est un point fixe de f strictement supérieur a 1. Par la question 1.(e), a = ¢

nécessairement. Ainsi, [si (u,) est convergente, alors sa limite est /.
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4 46
3. (a) Notons comme dans I’énoncé a = 31 et b= 51 Pour tout n € N :
2u, — 1
Up1 < au, +b & — <au, +b & 2u, —1<(au, +b)(u, — 1)

Unp>1
s 0<ai+b—a—2)u,+1-0b
=0

25
& 0<4u’ —25 & Zgui.

Or cette derniere inégalité est vraie pour tout n € N; puisque u,, > 5 par la question

2.(b). Ainsi, ‘pour tout n € N, u,41 < au, + 0.

(b) Définissons la suite («y,) par ag = 3 et pour tout n € N, a,,11 = aqy, + b.
Montrons par récurrence que u, < «, pour tout n € N.
La propriété est trivialement vérifiée pour n = 0 puisque ug = 3 = .
Soit n € N. Supposons que u, < «a,. Par la question précédente :

Ups1 < aty, + b < acy, +b = g

par hypothese de récurrence, en notant bien que a > 0. D’ou la propriété au
rang n + 1.

Par le principe de récurrence, |u, < a,, pour tout n € N ‘

La suite (a;) est arithmético-géométrique. Déterminons son expression explicite.
Cherchons pour cela a € R tel que :

a = aa +b. (%)

46 46
Puisque a # 1, 'unique solution de (x) est a = = = —. D’autre
(+) l—a 921 (1 _ 247) 17

part, pour tout n € N :
Opy1 = acy, + b, (xx).

En soustrayant () par (xx) :
(i1 — @) = a(a, — ).

La suite (a,, — @)nen est géométrique de raison a, de sorte que pour tout n € N :

a, —a=a"(ap—a), soit a,=a"(3—a)+a
: : 46
Puisque |a| < 1, |la suite () converge vers a = I
(c) Puisque (a,), par définition de la limite avec ¢ = 7 il existe un rang N tel que :
45 47
Vn >N, — <a, < -—.
T T
Par I'inégalité obtenue a la question précédente, pour tout n > N :
e < 47
up < oy < —.
17

47
Puisque 7 < 3, | cette majoration améliore celle obtenue en question 2.(b).
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4. (a) Pour tout n € N :

Uit = onss = Flions2) = f 0 fluznn) = Fo fun) =3 — —.

n

Et de méme : .
Wpy1 = 3— —.
Wn,

(b) La fonction f étant décroissante sur |1,4o00[, f o f est croissante sur cet intervalle.
De plus :

) 1
fof(3)=3-c="225 fofO=f0)=t fofB)=3-;<3

5
Ainsi, les intervalles {2, E] et [¢, 3] sont des intervalles stables par fo f, et contiennent

respectivement vy = 5 et wg = 3.

En procédant par récurrence comme a la question 1.(d), on montre que

5
pourtoutneN,igvngfetﬁgwngi’).

(¢) Montrons par récurrence que pour tout n € N, v, < v,41 et w11 < wy,.
Par les calculs déja effectués :

et :

D’ou la propriété au rang n = 0.
Soit n € N. Supposons que v, < v,41 et w11 < wy,.
Par croissance de la fonction f o f :

Upg1 = fof(vp) < fof(vpg1) =Unga et Wnpio = fof(wpsr) < fof(wn) = Wy

D’otu la propriété au rang n + 1.
Par le principe de récurrence, les suites (v,) et (w,) sont respectivement croissante

et décroissante.

La suite (v,) est croissante et majorée par ¢. Elle converge donc vers une limite x

appartenant a [g, E]. De plus, on montre de méme qu’a la question 2.(c) que z est
un point fixe de f o f. Mais alors :

1 _ 9
3——=z, soit z°—3xr+1=0.
x

Mais on I'a vu, cette équation n’admet qu’une unique solution dans |1, +o0[, & savoir
¢. Ainsi, la suite (v,) converge vers /.

En procédant de méme, on montre que (w,,) converge vers £. D’ou :

lim (w, —v,)=0—¢=0.
n—+o00

Les suites (v,) et (w,) sont donc adjacentes.
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(d) Les suites extraites paire et impaire de (u,) convergent vers la méme limite ¢. Par

le cours, la suite | (u,) converge donc vers /.

5. (a) Notons pour commencer que f est de classe €' sur |1, +oo|, de sorte que l'intégrale
considérée est bien définie. Pour tout n € N :

[ @) =[O = Fw) ~ 0 = st

s — ] = V dt‘ ’/ |dt‘
l

Pour tout t € {g, 3} :

D’ou :

, 1 1 4
() = TR <(2_1)2—9.

Puisque ¢ et u,, appartiennent a 'intervalle [5, 3} :

\un+1—€|<‘/ dt’ 1]

(b) Procédons par récurrence sur n € N.

Pourn:O:
3 5 3—+5 3—-v4 1
0<uyg—£€=3-— +\/_: \/—g \/_:f.
2 2 2 2

D’ou la propriété au rang n = 0.
Soit n € N. Supposons la propriété établie au rang n.

Par la question précédente, puis par hypothese de récurrence :

st — € < Su —e|<4><1<4)n—1(4>n+1
it =gl =97 2\9/) " 2\9 '

D’ou la propriété au rang n + 1.

1 /74\"
Par le principe de récurrence, | |u, — ¢] < 5 (9) pour tout n € N.

(c) Puisque lim 5 (9) = 0, par théoréme des gendarmes, | (u,,) converge et sa limite est /.

6. Puisque u, —+> ¢, par définition de la limite avec ¢ = il existe un rang ng tel que
n—-+0oo

pour tout n > ng :

(-2 <y, <0+27H
Précisons un rang ng qui convient grace a l'inégalité établie a la question précédente.
Pour cela, on résout I'inéquation suivante d’inconnue n € N :
L ra\" —11 A" ~10 2n+10 n
2(9) <270 & (9) <27V & 2 <37 & 2n+ 10 < 2nlog,y(3)
5
< 5 <n(log,(3)—1) & ———<n.

<~ 1=
log,(3)>0 10g2(3) 1
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5
log,(3) — 1
par les équivalences précédentes, et donc :

1 74\"
et 5(5) <2

L’entier |ng =1+ {

1 /74\"
J convient| En effet, pour tout n > ny, 3 (9) < 27H

Exercice 3 (Dénombrement)
1. C’est du cours : le cardinal de &,, est n!.

. . 1 2
2. On a 61 = {1d{1}}, 62 = {ld{LQ}, <2 1)} et :

s -l 1 23\ /1 23\ /1 23\ /123 /123
=Y 23b o 1 3]0\ 2 1)0(1 3 2)°\2 3 1)°'\3 1 2/("

On observe alors que ‘dl =0,dy=1¢et d3 = 2‘ (seules deux permutations n’ont pas de
point fixe dans G3).

3. (a) Soient k,¢ € N tels que 0 < ¢ < k < n. Calculons :

n\ (kY n! ¥l (n—=0! (n\(n—1t

EJ\C)  Jn—k)N0k—=0!  On—-010k—-0!  \/ L)
Autre méthode. Dans un ensemble F a n éléments, dénombrons de deux manieres
différentes le nombre de parties A et B a k et £ éléments avec k > (et B C A :

o pour construire de telles parties, on peut choisir une partie A a k éléments de
E, puis une partie B a ¢ éléments de A. Il y a (Z) X (];) manieres de choisir de
telles parties ;

e on peut aussi choisir une partie B a ¢ éléments de F, puis la compléter a I’aide de
k — ¢ éléments de £\ B afin d’obtenir une partie A a k éléments de E contenant

B. 1lya (Tg) X (Z:ﬁ) choix possibles en dénombrant de cette maniere.

R N AN AN AW R
D’ou I’égalité <k><£>_<€><k—€>'

(b) Calculons pour tout n € N :

S (o= St (1) 3 (5= 3 () (3w

k=0 k=0 £=0 k=0 £=0
n k -
= Z Z(—l)”_k (n) (n f) uy  par la question précédente
k=0 £=0 t)\k—1¢
n n _ g
= Z Z(—l)”_k (n) <n )uz en permutant les deux sommes
=0 k=¢ t)\k—1
= Z Uy 2:(—1)n_€_z , par le glissement d’indice i = k — ¢
=\l i=0 t
n—~¢ A — 0
Si £ = n, alors Z(—l)"e’< ; > = (—1)0<0> = 1. Si 0 < /¢ < n, par la formule
i=0

du bindéme :
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()

Ainsi, en reprenant le calcul précédent :

i(—l)”_k (Z) Uy = En: @) Uy :ii(—l)"“‘i (n Z_ é) =,

k=0 =0

D’ou la formule d’inversion :

vneN, wu,=> (-1)""* <Z>vk

Soit n > 1. Partitionnons &,, selon le nombre de points fixes de chaque permutation

g

si 0 n’a aucun point fixe, ¢’est un dérangement. Il y a d, telles permutations ;
si 0 a un point fixe a € [1,n]. Alors o est un dérangement de [1,n] \ {a}.

Dénombrons de telles permutations : il y a (711) choix possibles pour le point
fixe a, puis d,,_; dérangements possibles d’un ensemble a n — 1 éléments, soit en
tout (7;) X d,,_1 telles permutations ;

plus généralement, si ¢ est une permutation ayant k € [1,n — 2] points fixes
ai,...,ag, elle induit un dérangement de [1,n] \ {a1,...,ar}. 'y a (Z) choix
possibles pour les k points fixes, et d,_, dérangements d’une partie a (n — k)
éléments, soit en tout (Z) d,_ telles permutations ;

il n’y a qu'une permutation ayant n — 1 points fixes ou ayant n points fixes, a
savoir I'identité. Ce qui correspond bien a (n:) dy + (n:) dy = 1 choix possible.

Ainsi, puisque Card(&,,) = n!, on obtient :

Par

dn,

e EO-

k=0 1=0 7

la formule d’inversion, pour tout n € N :

- n = n! no(—1)rk no(_1)k

k=0 k=0 k=0

Puisque o est un dérangement de [1,n + 1], il n’admet pas de point fixe, de sorte

que

k=o(n+1)#n+1.

Supposons que o(k) = n + 1. Dans ce cas, o échange les éléments k et n + 1. 1l
laisse donc stable U'ensemble [1,n+ 1]\ {k,n+ 1}, et induit un dérangement sur cet

ensemble & n — 1 éléments. Et

1.

le nombre de tels dérangements est dn,l.‘

Remarquons que :

o(ky=cor(k)=0(n+1)=k.

Donc k est un point fixe de ¢’, et ¢’ induit une permutation de [1,n + 1] \
{k}. Montrons que cette permutation est un dérangement de [1,n + 1] \ {k}.
Supposons par 'absurde qu’il existe a € [1,n + 1] \ {k} tel que o'(a) = a. Si
a#n+1:

a=oco7(a) =o0(a)
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ce qui est impossible car ¢ n’a pas de point fixe. Si a =n + 1, alors :
n+l=ocor(n+1)=o(k)

ce qui est faux par hypothese.

Ainsi, |0’ = 0 o 7 induit un dérangement de [1,n + 1] \ {k}.

ii. Soit ¢’ € &,,41 une permutation qui induit un dérangement de [1,n + 1] \ {k},
et donc qui fixe k. Posons o0 = o’ o 7.

Montrons que o est un dérangement de [1,n+1]. Par 'absurde, supposons qu’il
existe a € [1,n + 1] tel que o(a) = a. On a trois cas a distinguer :
e sia€[l,n+ 1]\ {k,n+ 1}, alors a = o(a) = ¢’ o 7(a) = 0’(a), et o’ aurait
un point fixe distinct de k, ce qui est faux ;
e sia=k, alors k =o0(k) =0 or(k) =0'(n+1), ce qui est faux car k est
fixé par o/, et donc k est I'unique antécédent par o’ de k ;
e sia=n+1l,alorsn+1=0(n+1) =0 or(n+1)=0'(k), ce qui est faux
cas k est fixé par o’.

Ainsi, o est bien un dérangement de [1,n + 1], et satisfait :
on+l)=cdor(n+1)=0(k)=k et ok)=0cor(k)=0c'(n+1)#n+1

car n + 1 n’est pas fixé par o’.

iii. Les deux questions précédentes établissent une correspondance bijectivd| en-
tre les dérangements de [1,n + 1] envoyant n + 1 sur k et les dérangements de
[1,n + 1] fixant k. Ces derniers étant au nombre de d,, il y a donc

d,, dérangements &, tels que o(k) #n + 1|

(d) D’apres ce qui précede, le choix d’un dérangement de [1,n + 1] se ramene :
o au choix d'un entier k£ € [1,n] : il y a pour cela n possibilités ;
e puis selon les cas :
— soit k est envoyé sur n+ 1 : il y a d,,_; tels dérangements ;

— soit k n’est pas envoyé sur n + 1 : il y a d,, tels dérangements.
Ainsi :
dpi1 =n(dy + dp_1).

6. On effectue une récurrence sur n > 2.

Pourn=2,dy,=1et 2d;+1=2x0+1=1, donc la propriété est satisfaite pour
n=2.

Soit n > 2. Supposons la propriété vraie au rang n. Par la question précédente puis
par hypothese de récurrence :

dn1 = ndy + ndny = ndy, + (dn — (=1)") = (n+ 1)d,, + (=1)"".

D’ou la propriété au rang n + 1.

Par le principe de récurrence, |d,, = nd,—1 + (—1)" pour tout n > 2.

1On vérifie sans difficulté que ¢ : 0+ o7 et 1 : ¢’ — ¢’ o7 sont des bijections réciproques I'une de 'autre,
notamment en notant que 7o 7 = id.

10
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7. Soient n > 2 et 2 < k < n. En divisant 1’égalité de la question précédente par k! :
dy, der (1)

K (k=1 K

Sommons ces égalités pour k = 2,...,n. Par télescopage :

by o e ey
2K (k- 1)

n a1

=nl
d, = n! Z o
k=0
1 (_1)k
Et cette égalité est encore vraie pour n = 1 car alors 1! Z X 1+ (-1)=0=d,.
k=0
8. Notons Z(n) la propriété : « si Ay, ..., A, sont n parties finies d’'un ensemble E, alors

Card (A;UAs U+ UA,) =30 (=) S i cipercian Card (A, N -+ NA;, ) »
Montrons par récurrence que &(n) est vraie pour tout n > 2.
Pour n = 2, il s’agit de la formule du cours :
Card(A U B) = Card(A) + Card(B) — Card(A N B).

Soit m > 2. Supposons que Z(n) est vraie.
Soient Ay, ..., A, des parties finies de £. Alors :

C&I‘d(Al U...U An+1)
= Card(A; U...UA,) + Card(A,11) — Card((Ay U...UA,) N A1) (casn=2)

=Y (-1)F! > Card (A;, N---NA;, ) + Card(A,11)
k=1

1<i1 <io < <ip<n

—Card((A1NA1)U...U(A,NAn)) (avee £ (n))

(—1)F+ > Card (4;, N---NA;,) + Card(A,41)

k=1 1< <io<-<ip<n
=y (1)t > Card (A, N---NA;, N A1) (avec P(n))
/=1 1<t <in<-<iy<n
= (—1)F! > Card (4;, N---NA;,) + Card(A,41)
k=1 1<i1 <o << <n
n+1

(—1)* 3 Card (Ai, N+ N Ai i, N Ansy)

=2 1<i1 <2< <tp_1<n

L
= Z(—l)k+l Z Card (An N---N Azk)

k=1 1<i1 << <, <N
n+1

3 (—1)H 3 Card (A, M- N Ay, N Ays)
(=1 1< <io<-<iy_1<n
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Lycée Carnot

Ake [1,n] fixé dans la premiere somme figure toutes les intersections de k ensem-

bles parmi A;,..., A, (sans A,.1). Et a £ € [1,n + 1] fixé dans la seconde somme
figure toutes les intersections de ¢ — 1 ensembles parmi A;,..., A,, avec A,,1. En
regroupant ces deux sommes, on obtient pour tout k € [1,n + 1], toutes les inter-
sections de k ensembles parmi Ay, ..., A,.1, ce qui donne :

Card (A; U A, U---UA,) =Y (=1)F! > Card (A, N---NA4;,),

k=1 1< <o << <n
et ainsi & (n + 1) est vraie.
Par le principe de récurrence, nous avons donc démontré la formule du crible.

9. (a) Soient k € [I,n] et 1 <iy <iyp <--- <ix <n. L'ensemble A;, N A, N---NA; est
constitué des permutations fixant 7y, i, ..., ;. La donnée d’une telle permutation est
totalement déterminée par celle d'une permutation de [1, n]\ {1, ..., ik}, c’est-a-dire
d’un ensemble a (n — k) éléments : il y a (n — k)! telles permutations. Ainsi :

(b) Une permutation ¢ n’est pas un dérangement si, et seulement si, elle admet au moins
un point fixe, ce qui équivaut a l'existence d’un entier i € [1,n] tel que o(i) = i.
D’ou I’égalité suivante :

n
 _ U 4
i=1
Par la formule du crible :

Card(D,) = Card (CJ AZ)

i=1

> Card (A, N---NA4,;,)

1<t <9< <ip<n

> (n—k)!

1<t <o << <n

n

Z k+1
k=1

n

Z -1 k+1
Ak fixé, choisir k entiers 1 < iy < i < --- < 1, < n revient a choisir k éléments
parmi n. D’ou :

T W [ TR

Et finalement :

n |
d, = Card(S(E)) — S (- k+1”: Z k" =nly

Exercice 4
1. Par définition, la partie A est incluse dans [0, 1], elle est donc bornée, majorée par 1 et
minorée par 0. Reste a montrer qu’elle est non vide.

Considérons pour cela h : z € [0, 1] — f(z) —z. Cette fonction est continue car composée
de fonctions qui le sont, et satisfait :

h(0) =f(0)=0=f(0)=0 et A(l)=f(1)-1<0
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car f est a valeurs dans [0, 1]. Par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ € [0, 1]
tel que h(c) = 0. Ainsi, ¢ appartient & A et A est non vide.

En tant que partie non vide, majorée et minorée, A possede une borne inférieure a et une
borne supérieure b. Notons au passage que a > 0 et b < 1 puisque A est majorée par 1 et
minorée par 0.

. Par caractérisation séquentielle de la borne supérieure, il existe une suite (z,) d’éléments

de A qui converge vers b. Mais alors, par définition de A, pour tout n € N :

flx,) = .

Puisque f est continue en b, par passage a la limite quand n — 400 (on utilise ici la
caractérisation séquentielle de la continuité) :

f) =b.

Donc |b appartient bien a A. ‘

En utilisant que b € A et que g et f commutent :

flg(b)) = fog(b)=go f(b) =g(f(b)) = g(b).

Ainsi, | g(b) appartient & A.

Puisque b est la borne supérieure de A, b est en particulier un majorant de A. Et comme
g(b) appartient a A, on en déduit l'inégalité | g(b) < b.

En effectuant une étude similaire, on montrerait que a € A, que g(a) € A, puis que
g(a) = a.

Considérons alors ¢ : x € [0,1] — f(z) — g(x). Cette fonction est continue sur [0, 1] en
tant que composée de fonctions qui le sont. De plus :

@(a) = fla) —gla) =a—g(a) <0 et @(b) = f(b) —g(b) =b—g(b) > 0.

Par le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe un réel c entre a et b tel que p(c) = 0.

On peut donc conclure a |existence d'un réel ¢ appartenant a [0, 1] tel que f(c¢) = g(c).
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