MP2I

Correction du devoir maison

I - Fonction génératrice d’une variable aléatoire finie

1. Si X ~ %AB(n,p), calculons pour tout ¢t € R :

Gx(t) = }n: P(X = k)th = f: <Z>

k=0 k=0

De méme, si X ~ % ([1,n]), pour tout t # 1 :

n

k=0

ot Gx(1) =3 L1,

=1

pPr—p) =

k=0

P(X = k)tk = zn:
k=1

n

S|

th| =

1-t"
n(l —t)

Lycée Carnot

(Z) () (1 =p)"*|= (L —p+p1)"|

Remarque. On notera au passage que pour toute variable aléatoire X a valeurs dans [0,n] :

n

Gx()=Y PX=k= ) PX=z)=1

k=0

car ([X = z]),ex(q) est un systéme complet d’événements.

2. Par le théoreme de transfert :

n

z€X(Q)

EtY)=> t"P(X =k)|=Gx(¢).

k=0

3. Gx étant une fonction polynomiale, elle est €°° sur R. En dérivant une premiére fois, on obtient

pour tout t € R :

G (t) = zn: kP(X = k)tk=1,
k=1

En particulier :

E(X) = zn: kP(X = k) = zn: kP(X = k)
k=0 k=1

En dérivant une seconde fois, on obtient pour tout ¢ € R :

Gx (t)

Ainsi :

n

k=2

G (1) = znj k(k —1)P(X =
k=2

— Zn: EP(X =k)— Zn: EP(X = k)= E(X?) — E(X).
k=0 k=0

Avec la formule de Koenig-Huygens, on obtient :

V(X) = B(X?) - (B(X))’ = B(X?) - B(X) + E(X) — (E(X))

=Gx(1)+G

!
X

> k(k—1)P(X =

k)th=2.

k)= k(k—1)P(X =k)

k=0
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4. Pour tout j € [0,n] et pour tout réel ¢ :

G (t) = Zn:k(k ~ 1) (k—j+1)P(X =k)t" I = Zn: &

—— _P(X = k)"

Pour ¢ = 0, la somme ci-dessus ne contient plus que le terme correspondant a k = j (les autres
sont nuls), d’ou :

Vi € [0,n], GY(0) = j! x P(X = j).

Ainsi, la connaissance de Gx permet de retrouver la loi de X, puisque que

(o)
I

Vj € ﬂO,n]], P(X:j):

II - Une application

Pour tout i € [1,n], on note P; (resp. F;) événement « faire pile au i-éme lancer » (resp. « faire face
au i-eme lancer »).

5. Pour la loi de X5, son image est X5(2) = {0,1} et

P(X3=0) = P((P1N Pp) U (F1N Fy))

= P(PiN P) + P(F1 N Fy) (par incompatibilité)
1 1 1 1
=3%X3 + 5 %5 (par indépendance)
1
=5
P(Xo=1)=1-P(Xy=0)
_1
=5

1 1
Donc | Xz ~ #(1/2), E(X2) = 5 et V(X2) = .

Pour X3, son image est X3(Q2) = {0, 1,2}. De plus :

P(XgZO):P((Plﬂpgﬂpg)l_l(FlﬂFgﬂFg))

= P(Pl NPyN Pg) + P(Fl N FyN Fg) (par incompatibilité)
11 1 1 1 1

=5%X5%5 + 3%X5%5 (par indépendance)

1

=7

P(X3 :2) :P((PlﬂFgﬂpg)Ll(FlﬂpgﬂFgg))

(PPN FyN P3)+ P(Fy N PyN Fy) (par incompatibilité)
11 1 1 o

X3 X5 + 3%X5%3 (par indépendance)

=P
1
2
1
4

Y
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et donc P(X3 = 1) =1— P(X3 = 0) — P(X3 = 2) |= —.| Calculons alors l'espérance et la

variance de X3 :

E(Xg):OXP(X3:O)+1XP(X3:1)+2XP(X3:2> =1,

E(X2)=0*xP(X3=0)4+12x P(X3=1)+2*x P(X3=2)|= =

V(Xs) = B(X3) ~ B(X3)*|= 5.

6. L’image X, (2) de X, est inclus dans [0,n — 1] puisque pour toute issue w € Q, X, (w) est un
entier naturel, nécessairement inférieur & n — 1 par définition de X,, (on ne peut pas gagner plus
de n — 1 points en n lancers). Et réciproquement, tout entier k de [0,n — 1] est dans I'image
de X, il suffit par exemple d’obtenir une alternance de k + 1 pile et face, puis que les n — k
derniers lancers donnent le méme résultat. Ainsi, X,,(Q) = [0,n — 1].

Puisque [X,, =0 = (PPN P,N...NP,)U(FiNFyN...NF,). on obtient par incompatibilité :

PX,=0)=PPNPN...0P,)+PFINFN...NE,)
1 1 1

1 1
xix...xi—%ixix...xi (par indépendance)

PX,=n—-1)=P(PANENPN..)UFENPNEN...))

=PPiNFHNPN...)+P(FiNP,NF3N...) (par incompatibilité)
1 1 1 1 1 1
=G XX Xghg X g XXy (par indépendance)
1
= on—1

7. Soit k € [1,n]. A 'aide du systéme complet d’événements ([X,, = i])o<i<n_1 :

n—1

P(Xpy1=k) =Y P(Xp =1)Px,—j(Xnt1 = k).
=0

. 1
Or P(Xn:i)(Xn-i-l =k)=0sii#k—1,ket P(Xn:kfl)(Xn—I—l =k) = P(Xn:k)(Xn—‘rl =k) = >

Finalement,

1 1
P(Xoi1 = k) = SP(Xy = k) + 5 P(X, = k= 1).
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8.

Lycée Carnot

(a) Soit n > 2. Calculons pour tout ¢t € R :

n

n

Gra1(t) =D P(Xpt1 = k)t* = P(Xpy1 =0) + Y P(Xnj1 = k)t*

k=1
1
2

"1
= §P(Xn =0) + Z <2P(Xn =k)+ -P(X,=k— 1)) tk (questions précédentes)
k=1
1 & 1
=-P(X,=0)+2> P(X,=kt"+ 5 Y P(X,=k—1)tF
=1

RS ko LN k1 ,
= §P(Xn =0)+ 5 Z P(X,, = k)t" + 5 Z P(X, =k)t (changement de variable)

k=1 k=0
= 1nz_:lp(x —k)t"“—i—}tnz_:lP(X =k)t*  (car P(X, =n) =0)
=5 n = 5 n = car n="n)=
k=0 k=1
1 ¢ ~(1+1)
= 5Gn(t) + 5Gn(b) |= ——Gn(1).

(b) Soit t € R. Par les questions précédentes, (G, (t))n>2 est une suite géométrique de premier

terme Ga(t) =

141t

(c) Soit n > 2. Pour tout t € R :

G (t) = (n—1)

1 (1+t>
X =X | ——
2 2

et de raison % Ainsi, pour tout n > 2 :

1 +t)n1
5 .

Co(t) = <

n—2
t

n—3
G'(1) = (n— 1)(n —2) x % « (12”>

A T'aide du résultat obtenu & la question 3 :

et :

E(X,) =G,(1) |=

n—1

V(X,) = G (1) + G\ (1) — (Gl (1)% = (n-1(n-2) n-1 (n-1

_(n=-D((n-2)+2—-(n-1)) n—ll

4




