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Exercice 1 (Séries géométriques dérivées)
On fixe un entier naturel p ainsi qu’'un nombre complexe z.

k kP
1. (a) Montrer que ~ —.
p/) k—+oo pl

k
(b) Montrer que la série » ( )zk converge si, et seulement si, |z| < 1.
k>p

~+00 k
2. On suppose dans cette question que |z| < 1. On pose S, = Z ( )zk.

k=p p

(a) Calculer z(S,+ Sp+1). En déduire une expression simple de .S, en fonction de p et z.

400 k
(b) En déduire la valeur de ) ( )ka :
k=p
U - ¥ (- 1)
3. Application. Etablir la convergence et déterminer la somme de ; n4n T Z ot

et > (n*+n+1)e "

n>0

Exercice 2 (Démonstration de la formule de Stirling)
La formule de Stirling, du nom du mathématicien écossais James Stirling @es2 - 1770)?7 donne
I’équivalent suivant de n! lorsque n tend vers +oo :

n n
nl  ~ — 2mn.
n—-+o0o ( e )

Le but de cet exercice est de démontrer cette formule. On pose pour cela u, =

n"ts
et

nlem
Uy, = In(Upy1) — In(u,) pour tout n € N*.
1. A l'aide d’un développement limité & Pordre 3, déterminer un équivalent simple en 0 de
la fonction définie par :

f(z) = (1 + ;;) In(l1+42) — .

u
2. Simplifier I'expression de —-.
un

3. Déterminer un équivalent simple de v,,. Que peut-on en déduire ?

4. Démontrer qu’il existe un réel strictement positif A\ tel que :

1
n! ~ An"tze ™.
n—-4oo

5. On rappelle I'équivalent suivant, établi dans un DM précédent a 'aide des intégrales de

Wallis :
(2n)! 7 T

(2nn1)2 2 n—sroo \ dn’

En déduire la valeur de ).
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Exercice 3 (Matrices de Vandermonde et suites récurrentes linéaires)

Partie I. Matrices de Vandermonde.

1 =z zh
. \ ‘ I TS
Soit k € N. A tous zo,...,7; € C, on associe la matrice | . . . € Mp1(C),
1 a - af
appelée matrice de Vandermonde et notée V(xo, ..., xx) dans la suite.
Le but de cette partie est de montrer que la matrice V' (z, ..., xy) est inversible si, et seulement
si, xg, ..., x; sont distincts.
Qo
a1
1. (a) Soient xy, ...,z € C des complexes distincts. Soit X = | | | € #y1+11(C) tel que :
Qg

V(J:(), cee ,LEk)X = Ok+1,1-

En considérant le polyndéme P = ag + a1 X + --- + a; X*, montrer que X = Okt1.1-

Conclure.
(b) Montrer réciproquement que si la matrice V' (zo, ..., xy) est inversible, alors les com-
plexes x, ..., x; sont distincts.

Partie 1I. Suites récurrentes linéaires.
On fixe pour toute cette partie d € N*, ag,aq € C* et aq,...,aq-1 € C, et on pose :
P=a X%+ 4+a1X+ay et E= {ue CY | Vn €N, agupiqg+ -+ a1Up1 + gty :O}.
2. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de CV.
3. (a) Soient u = (up)nen, v = (Un)nen deux éléments de E. Montrer que :
u=v <& VYnel0,d—-1], u, =v,.

)

(b) Pour tout i € [0,d— 1], on note u®” I'unique suite de E pour laquelle uéz = 0, ; pour
tout j € [0,d — 1]. Par exemple, u(()o) =1let u§°) =...= uggl = 0.
Montrer que la famille (u(?, ..., u(~1) est une base de E. En déduire que E est de

dimension finie et préciser dim(FE).
4. (a) Soit r € C. A quelle condition nécessaire et suffisante la suite (1) e appartient-elle
a k7
(b) En déduire que si P est a racines simples rq, ...,y € C, la famille <(r’f)neN e (rg)neN>
est une base de L.

(c) Déterminer une expression explicite de la suite u € CN définie par ug = 1, u; = uy =
0 et upyg = Tupy1 + 6u, pour tout n € N.

5. Soit r € C*. On note m la multiplicité de r dans P.

(a) On pose Ny =1 et pour tout k € [1,m —1], Ny =X(X —-1)... (X —k+1).
Montrer que la famille (Ny, Ny, ..., Ny,—1) est une base de C,,_1[X].
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(b) Montrer que pour tout k € [0,m — 1] :
agNy(d)r® + - + ay N (1)r + agN,(0) = 0.
En déduire que pour tout @ € C,,,_1[X] :
agQ(d)r® + - - - + a1 Q(1)r + aoQ(0) = 0.

(¢) En déduire que la suite (n’%") o APpartient a I pour tout k € [0, m — 1].

d) Montrer que les suites (nFr" , ou k décrit N, sont linéairement indépendantes.
1 eN P
n

6. On souhaite montrer par récurrence sur p que pour tous r1,...,r, € C* distincts, pour

tous Q1,...,Q, € C[X] :

(v €N, @it ++ -+ Qyln)ry =0) = (@1 =+ =Qy=0cpx).
(a) Initialisation. Montrer que le résultat est vrai pour p = 1.
(b) Hérédité. Soit p € N*. On suppose le résultat vrai au rang p. Soient 71,..., 741
des complexes distincts et Qq, ..., Qp+1 € C[X] tels que pour tout n € N :
Qu(n)ri + -+ QpH(n)Tg—s—l = 0. (En)

i. Montrer que pour tous i € [1,p] :
Qi(X)Qp1 (X + 1)rp1 = Qi(X + 1)Qpya (X )14

On pourra pour cela considérer 1’égalité Qpi1(n)(Ent1) — Qpr1(n + 1)rpi1(En).

ii. Conclure.
7. On note 11, ..., 1, les racines distinctes de P et my, ..., m, leurs multiplicités respectives.

Montrer que pour toute suite u = (u,)nen appartenant a F, il existe un unique d-uplet

d )
(1,05 QL1 -+ Q0 - - -5 Ay, —1) de C? tel que :
P mi—l
_ Jpm
Vn € N, un—z a; ;n’ry.
i=1 j=0

8. Quel résultat de cours a-t-on en particulier démontré lorsque d = 2 ?

9. Décrire 'ensemble E des suites u € CN satisfaisant la relation de récurrence suivante :

Vn € N, Un+q4 = 5un+3 - 9“n+2 + 7un+1 - 2un




