MP2I

Correction du devoir maison

Exercice 1 (Séries géométriques dérivées)

1.

2.

k k(k—1)---(k— 1
(a) Sip>1, ( ) = ( ) '( P+ ) Il s’agit au numérateur d’un produit de p facteurs,
p b:
kP
tous équivalents a k, et |il est donc équivalent a -
p!

k
Sip=0, < ) = 1 et I’équivalent est aussi valable.
p

k
(b) Notons ug = ( >zk le terme général de la série. Si |z] < 1:
p

p+2
o K2 |uyl

~ |z|¥, de sorte que lim k*u;, = 0 par croissances comparées. Ainsi,
k—4o00 p! k—o00
1
Uk = Ool13 ).
k—+o0 (kQ)

1
. k2>0pourtoutk:>1

« L 7z converge en tant que série de Riemann d’exposant 2 > 1.
Par théoréeme de comparaison, > uy converge absolument, donc converge lorsque |z| < 1.

k kP
Supposons |z| > 1. Dans ce cas, |ug| Mete ’z‘P et 7‘|Z’p

nrightarrow( lorsque k — +o0o. La série Z uy diverge donc grossierement dans ce cas.

Ainsi, | la série E uy, converge si, et seulement si, |z| < 1.

(a) Pour p € N, calculons S, + Sp41 :

~+00 k
Sp+ Spr1=2"+ Y (p)z + Z (p—l—l)

k=p+1 k=p+1
X ([ (k k
=P+ Z (( ) + ( )) 2F par linéarité
k=pt1 \\P pt1
+o00 k + 1
=P+ Z ( ) d’apres la formule du triangle de Pascal.
k=p+1

En multipliant par z, on obtient :

) RS A
2(Sp + Spy1) = 2P + Z NE *
k*p+1 P

— ol Z ( )zk par changement d’indice
k=p+2

—+o0
k 1
= Z ( 1) 2P car P11 = (p—i— 1) Pan
k=p+1 P+ P+
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z

1-—
(Sp)pen est géométrique, de premier terme Sy et de raison 1%. On a donc pour tout p € N

= (1 > S0,

, . k 1
ce que 'on peut écrire, vu que Sy = 0 S

(b) Comme 1 — z # 0, on déduit de ce qui précede la relation Sp+1 = S . Ainsi, la suite

p

+oo
k k Zp
en Z( ) = G
k=p

#5 A retenir. Séries géométriques dérivées
Comme nous ’avons déja remarqué, pour p = 0, on retrouve la série géométrique. Pour p =1

et p = 2, I’égalité précédente donne :

fkk—l—; ot Zk I S
PR (1—2)%

Ces sommes sont particulierement utiles pour les calculs pratiques en probabilités discretes, au
programme de deuxieme année. On remarquera qu’on peut les retrouver & partir de I’égalité

+o00
> =
k=0
qui pourra étre justifié rigoureusement en deuxiéme année lorsque z € R). Ceci justifie qu’on
appelle séries géométries dérivées d’ordre 1 et d’ordre 2 les séries Z kzF1et Z k(k—1)2F2

si on s’autorise a dériver par rapport a z chacun des termes y apparaissant (ce

E>1 E>2
3n 3 3 n—1
3. Pour tout n > 1, " < I X n (4) . On reconnait ici le terme général d’une série
3 3"
géométrique dérivée d’ordre 1 de raison z = —, qui converge car |z| < 1. Ainsi, Z n—-—
4 n>1 4n+1
converge et :
+o0 +o0 -1
3" 3 3\" 3 1
d.n 1:Zn() T 3 =3
= At 16 = \4 16 (1 _ ;)
= = 1
. n(n—1) 1 n—2 , ,
De méme, pour tout n > 2, ————= = —n(n —1)( = est le terme général d’une série
on+1 8 2
1
géométrique dérivée d’ordre 2 de raison z = 5 Elle converge donc puisque |z| < 1, et :
ion(n—l) B 1+Z°:°n(n—1) 12,
— on+l T g — on—2 _8< _l)S_ :
n=2 n=2 1 3

Enfin pour tout n > 0 :

(nP+n+lem=[nn—-1)+2n+1e " = n(nf;l) (1)"_2 + Zn (i)n_l + (1>n

(& e e

On reconnait les termes généraux de séries géométriques et géométriques dérivées d’ordre 1 et

2, convergentes car toutes de raison z = — avec |z| < 1. Par combinaison linéaire, la série
e
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Z:(n2 +n+ 1)e™" converge et :
n>0

Jrf(nQ +n+1)e™" ! ion(n— 1) (i)TH 2 +OO” (i)n_l + io (1>n

tout C;nverge 62

n=0 n=0 en:() n=0 €
1 +oo 1 n—2 2+OO 1 n—1 +00 1\"
2 ) B
€ n=2 € en:l € n=0 €
12 21
T2 1\3 e 1)2 _1
(1-1" (-1 (-3)

2e 2e e
c—1F " (e—12 " (e—1)

Exercice 2 (Démonstration de la formule de Stirling)
1. Rappelons le développement limité usuel :

1 1
In(1 = z— -2+ =23 3.
n( —I-:B)x_mm 5% 137 + o(z”)
Par produit, il vient :

1 1 1 1
(1 + g) In(1+ z) = (ZL‘ — 5:132 + 3333) + (2:132 - 4333) + o(x?)

=0 12
soit finalement :
L 3 3
fa) =, 757"+ ola?)
Ce qui donne :
L 3

2. Par définition :
(n + 1)"+3/2

tntl = (n+ 1)lentl’
Et comme u,, > 0 pour tout n € N*, on peut écrire :
Upt1  (n+ 1)"+% nle™  (n+ 1)"+% n! e
= T X = — X X —
Un, (n+4 Dlentl = pnts nts (n+1)!  ent
(n+1)"2 1 ><1_(n+1)”+%><1 _(1+1)"+%1
ot n+1" e  pnts el n e

3. Par définition, v, = In(uyy1) — In(uy) = In (u"“). Des résultats précédents, on déduit donc

Un
que :
1 1
Uy = (n—i—)ln(l—i—) —1.
2 n
Comme lim 1 =0, Péquivalent f(x) ~ L3 donne f(l) ~
n—+o0 N ’ z—0 12 n) po+too 120%

Et comme v, = nf (%), on obtient donc :

1
v ~ — .
" n—too 12n2

La série Y. s est positive convergente (série de Riemann avec a = 2), et v, ~ 5.
12n n—+o0o 12n

D’apres le théoreme de comparaison, ‘Z Uy, converge.
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4. La série Y (In(up+1) — In(uy,)) converge, donc la suite de terme général In(u,,) converge. Notons
¢ sa limite.

1
n+3

Par continuité de exp sur R, il vient lim wu, = el e R* , C’est-a-dire lim = ¢l Ainsi,

n—+oo n—-+oo nlen

1 . .. ., _
nl ~ e fn"2e7", qui est 'équivalent souhaité avec A = e~ € R%.
n—-+o0o +

, . 1 .
De l'équivalent n! ~ An""2e~", on tire, d’'une part :

n—-+00

(2n)! o~ A(2n)2”+%6_2” = A2 tap2ntgemn,
n (0.9]

D’autre part, en multipliant par 2" et en élevant au carré :

(2nn!)2 ~ )\222nn2n+1€—2n‘
n—-+o00

Il vient alors :

(271)' )\22n+%n2n+% e—2n \/§
(27n!)? n—too A\222np2ntle=2n p (Yoo A/

soit enfin, en utilisant I’équivalent complet donné:

T s
M2n n—+oo \ 4n’

Ainsi, le quotient de ces deux expressions tend vers 1. Et c¢’est en fait une constante, car les n
se simplifient :

T [m _ o« XZ\/ﬁ_\/Qﬂ'
MWon S Vidn o A\W2n T VT A

ce qui donne finalement V2w |. Ceci permet de récrire la formule :

n\"
n!  ~ — 27n.
n—-+oo (6)

Exercice 3 (Matrices de Vandermonde et suites récurrentes linéaires)
Partie I. Matrices de Vandermonde.

1.

(a)

Supposons les complexes o, ...,z tous distincts. Soit i € [0, k]. La (i + 1)-éme ligne de
Iégalité matricielle V(xo, . ..x5)X = 0, s’écrit :

ao+(l1$i+"-+ak$§20.

Ainsi, le polynéme P admet k + 1 racines distinctes xg, . .., zx. Puisque deg(P) < k, P est
le polynome nul, et donc ag,...,ar = 0 et X = 0x4q11. Par I'une des caractérisations de

Pinversibilité obtenue en cours, ‘V(ZL’Q, ...xy) est inversible. ‘

On raisonne par contraposition en supposant qu’il existe ¢ < j dans [0, k] tels que x; = ;.
Les lignes Li;1 et Ljyq de V(xo,. .., xy) sont dans ce cas égales. Par I'opération élémentaire
Lj < Lj — L;, V(xog,...,x) est équivalente par ligne a une matrice possédant une ligne
nulle. Une telle matrice étant non inversible (vu en cours) et les opérations élémentaires
préservant 'inversibilité, V(xo, ..., xx) n’est pas inversible.

Ainsi, |si V(xg,...,z)) est inversible, alors xo, ..., z) sont distincts.‘
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#5 A retenir. Matrices de Vandermonde

On vient d’établir le résultat suivant, a connaitre et au programme de MP2I :

V(xog,...,zk) est inversible < xg,...,z) sont distincts.

Partie II. Suites récurrentes linéaires.

2. Montrons que E est un sous-espace vectoriel de CN :

3.

Ainsi, | E est un sous-espace vectoriel de CV.

o La suite nulle u = (0),¢cn appartient a E puisque pour tout n € N, agup1q + - -+ + agu, =
ag X 0+---4+agx0=0.

e Soient u,v € F et A\, u € C. Pour tout n € N :

ag( AN+ pv)pyqg + -+ ao(Au+ pv)y = ag(Mintqg + tonra) + - - + ao(Auy, + poy,)

= A (aqunyd + -+ + aotn) +p (aqgvntg + - + agvn) = 0.

=0 car ueF =0 car vEFE

Donc (Au + pwv) appartient & E, qui est stable par combinaisons linéaires.

(a) L’implication = est immédiate. Supposons réciproquement que deux suites u et v de E
satisfassent :

Vn € [0,d — 1], up = vp.
Montrons par récurrence multiple la propriété & (n) : « u, = v, » pour tout n € N.
Par hypothese, Z(0),..., Z(d — 1) sont vraies.
Soit n € N. Supposons Z(k) vraie pour k =n,n+1,...,n+d— 1. Alors :

agunig = — (@g—1Uptqg—1 + -+ + apuy,) car u € E
= —(ag—1Vp+d—1 + - -+ + agvy) par hyp. de réc.
= QqUn+q car v € E.

Puisque ag # 0, Uy 1q = Upaq et la propriété &(n + d) est vraie.

Par principe de récurrence, u, = v, pour tout n € N, et ‘les suites u et v sont égales.

(b) Soit v une suite appartenant & E. considérons w la suite définie par :

FE étant un sous-espace vectoriel, la suite w appartient a F en tant que combinaison linéaire
d’éléments de E. De plus, par définition de la famille (u(o), ... ,u(d_l)) :

Vk € [0,d —1], wg = vg.

Par la question précédente, les suites v et w sont égales. Ceci prouve que la famille
(u©, ... uld=D) est génératrice de E.

Montrons sa liberté. Soit pour cela (g, ..., aq-1) € C tel que :
aou(o) + -+ Oéd_lu(dil)) = OCN.

En regardant le terme d’indice k € [0,d — 1] dans cette égalité, on obtient immédiatement
ap = 0. D’ou la liberté de cette famille.

Ainsi, [ (w9, ... ul4=1) est une base de E.| En particulier, \E est de dimension ﬁnie\ et

dim(FE) = d.




4. (a)
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Soit r € C. La suite (r™) appartient a E si, et seulement si, pour tout n € N :

neN
agr™ e+ 4 a4 qer™ = 0.

Ce qui équivaut a :
agr® + -+ a1r +ag = 0.

Ainsi, |la suite (r"), oy appartient & E si, et seulement si, r est racine de P.

Supposons P a racines simples r1, ...,rqy € C. Par la question précédente, = ((r’f)neN Y

est une famille d’éléments de E.

Montrons que £ est libre. Soient pour cela aq,...,aq € C tels que :
a1 (] )nen + -+ - + aa(rg)nen = (0)nen-
En particulier, pour tout £k =0,...,d—1:
alrf—%‘--+—adr§::0,

ce qui se récrit matriciellement :

5]
T .
V(ry,...,rq) c | =041
Qq
ouV(ry,...,rq) désigne la matrice de Vandermonde associée aux scalaires rq, ..., rq. Ceux-
ci étant deux a deux distincts, cette matrice est inversible. Sa transposée I'est donc égale-
ment, de sorte que a1 = -+ = ag = 0. La famille &£ est donc libre.

Puisque Card(%) = d = dim(E) et que 2 est libre, | 2 est bien une base de E. |

Notons E I’ensemble des suites complexes u vérifiant la relation de récurrence :

Vn €N, upys = Tupt1 + 6uy.

Par ce qui précede, E est un sous-espace vectoriel de CN de dimension 3. Notons P =
X3 —7X — 6 le polynéme caractéristique associé a cette relation de récurrence. —1 et —2
sont racines évidentes de P. La derniére racine a de P peut s’obtenir a ’aide des relations
coefficients-racines :

Ainsi, o = 3 est la derniére racine de P.

Par les résultats obtenus précédemment, (((—1)"),cn s ((=2)"),en s (3™)pen ) €st une base
de E. Pour la suite u recherchée, il existe donc des scalaires A, u, v € C tels que :

u=A((=1)")pen + 1 ((=2)")pen + v (3")pen >
ce qui se récrit :
Vne N, wu, =A—=1)"+ pu(=2)" +v3".
D’apres les conditions initiales ug = 1, u; = ug = 0, les constantes A, i, v sont solutions du

systéme :

Adp+rv=1
() S =A=2u+3v=0
A+4p+9v =0

S

n

)neN)



MP2I

Résolvons celui-ci :

Atpu+rv=1 Adpu+rv=1 A=3/2
() Ly —pu+4v =1 L3<—2:3>+3L2 —n+dv=1 <&qp=-3/5
LaLz—L1 |3u+8v=—1 200 =2 v=1/10

L’expression explicite de la suite u € CN recherchée est donc :

1
VneN, u,= §(—1)" — é(—Q)" + E?)".

5. (a) Remarquons que (Ny, N1, No, ..., Np—1) est une famille de polynémes de C,,,—1[X] échelon-
née en degré. Par conséquent, elle est libre. Puisqu’elle est de cardinal m = dim(C,,—1[X]),
‘c’est une base de cet espace. ‘

(b) Puisque r est racine de multiplicité m de P :
P(r)=P'(r)=---=P™ (r)=0.
D’ou pour tout k € [0,m — 1] :

agd(d—1)...(d—k+1)r" %+ . fapk(k—1)...1=0
N——————
N (d) Ny (k)

qui se récrit :
ade(d)rd + -+ aka(k:)rk =0

ou encore, puisque N (i) = 0 pour tout ¢ € [0,k — 1] :

ade(d)’l“d—l- ~~-+a1Nk(1)r+aoNk(O) =0. (Ek)

Soit maintenant @@ € C,,—1[X]. Notons (fo,...,Bm—1) ses coordonnées dans la base
(NQ, ‘e >Nm—1) :
Q = BoNo+ -+ Bn-1Nm—1.

En effectuant So(Eo) + -+ + Bm—1(Em—1), on obtient :

m—1 m—1 m—1
ag <Z 5ka(d)> Td 4 dag <Z 6ka(1)> T+ ag (Z ﬁka(0)> = 0,
k=0 k=0

k=0

soit encore :

adQ(d)rd + - 4+ a1Q(1)r + apQ(0) = 0.

(¢) Soit k € [0,m —1]. La suite (n*r™),cn appartient & E si, et seulement si, pour tout n € N :
ag(n +d)*r"te 4 4 ay(n + )R 4 ogenfrt =0,
soit en simplifiant par r"™ # 0 :
ag(n +d)*r? + -+ ay(n + 1)*r + agn® = 0.
Si on note @, = (X +n)* € C,,_1][X], cette égalité se récrit :
agQn(d)r? + - - + a1Q(1)r 4 apQ(0) = 0.

Cette derniere égalité étant bien satisfaite par la  question précédente,

la suite (nkr”) . appartient & F pour tout k € [0, m — 1].
n




(d)

(b)
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Pour montrer qu’une famille est libre, il suffit de montrer que toutes ses sous-familles finies
sont libres. Exploitons ce résultat de cours ici en considérant N € N et (az) € CVF! telle

que :
N

k
3 o (") oy = Ohnen
k=0
En particulier, pour tout n € [0, N] :

N N
Z aknkr" = 0, soit encore Z aknk =0
k=0 k=0

puisque r™ # 0. Ces égalités se récrivent matriciellement sous la forme :

g
‘/(0,1,...,]V) : ::OAL+L0-
an
La matrice de Vandermonde V(0,1,..., N) étant inversible, on obtient ap = --- = any = 0.

Ainsi, |les suites (nkr”) N ou k décrit N, sont linéairement indépendantes.
ne

Pour p = 1, prenons @1 € C[X], et supposons que pour tout n € N :
Qi1(n)rf =0.

Puisque r1 # 0, n est racine de Q1. Ceci étant vrai pour tout entier naturel, (}1 admet une
infinité de racines : c¢’est le polynéme nul.

i. Soit n € N. Les égalités (E,) et (E,4+1) sont respectivement :

Qi(n)rf +---+ Qp+1(n)rg+1 =0

et :
Qun+ 1) + -+ Quri(n+ DrH =0,

En effectuant Qp41(n)(Ent1) — Qpr1(n + 1)7rpi1(Ey,) comme indiqué, on obtient :
Z [@p1()Qi(n + 1)rs — Qpia (n + 1)Qi(n)rpsa] 1 = 0.
=1

En posant S; = Qp+1(X)Qi(X + 1)ri — Qpr1(X + 1)Qi(X)rpt1 € C[X] pour tout
i € [1,p], 'égalité précédente se récrit plus simplement :

Ceci étant vrai pour tout n € N, on obtient que S; = O¢[x] pour tout i € [1,p] par
hypotheése de récurrence. Ainsi :

Vi€ [Lpl, QiX)Qpr1(X + Vrprr = Qi(X + 1)Qpr1 (X)ri

ii. Sil'un des polynomes Q1,...,Qp+1 est nul, on est ramené a la propriété au rang p qui
permet de conclure par hypothése de récurrence.

Supposons tous les polynémes Q1, ..., Qp+1 non nuls. D’apres la question précédente :

Q(X)Qpr1(X 4+ 1)rpy1 = Q1(X 4+ 1)Qpy1 (X))

Notons D le pged de Q1 et Qp41. Quitte a diviser 1'égalité ci-dessus par D(X)D(X +1),
on peut se ramener au cas ou (1 et (Qp4+1 sont premiers entre eux.
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7.

Si Q1 et Qp4+1 sont constants, on obtiendrait apres simplification r,41 = 71, ce qui est
faux. L’un de ces polynémes est donc non constant, par exemple @, +1. Notons alors a
une racine complexe de Qp+1 (qui existe bien par le théoreme de d’Alembert-Gauss).
Alors :

Q1(a)Qpy1(a+1)rpp1 = Q1(a+1)Qpr1(a)ry = 0.

Mais puisque Q1 et Qp41 sont premiers entre eux, 1(a) est non nul (sinon (X — a)
diviserait Q1 et Qp+1). Ainsi, a+1 est racine de Qp41. En itérant ce procédé, on obtient
que a + 2 est aussi racine de Qp1, et plus généralement a + k£ pour tout k € N. Le
polynoéme @11 est donc nul puisqu’il admet une infinité de racines, ce qui est supposé
faux.

Ainsi, tous les polynémes Q1,...,Qp+1 sont nuls, ce qui prouve la propriété au rang
p+ 1. On conclut par principe de récurrence.

p

D’apreés la question 5.(c), ( (njr?)neN )ie[[l plje[0.m; 1] €St une famille de Zmi = d éléments de
9. b T 2:1
E.
Montrons que cette famille est libre. Soit pour cela ai,..., Q1 m;—1,-- -, Qp ;- -+ Apm,—1 des
scalaires tels que :
p mp—1
Z Z Qg (nJT?>n€N = (0)nen-
i=1 j=0
m;—1 )
Pour tout i € [1, p], notons @Q; = Z a; ; X7. L’égalité précédente ce récrit alors :
j=0

p
Vn € N, ZQZ(n)rf =0.
i=1

Par la question 6, 1 = Q2 =+ = @p = O¢[x], et donc :
Vi € [[l,p]], Vj e [[O,mi — 1ﬂ, oy = 0.

La famille ( (nfr?) est donc libre, de cardinal d = dim(E) : ¢’est une base de

neN )iE[[Lp]]jE[[O,mi—l]]

E. Par conséquent, pour tout w = (up)pey € FE, il existe un unique d-uplet
d )
(041’0, ce s Oy =153 Op 0y -y ap,mp—l) c C? tel que :
p mi,l
VneN, wu,= Z a; nlry
i=1 j=0

Supposons d = 2, et récrivons P = aX?+bX + c avec a,b,c € C et a,c # 0. Grace a la question
précédente, nous sommes en mesure de décrire ’ensemble E des suites complexes u satisfaisant
la relation de récurrence linéaire a coefficients constants :

Vn €N, aupto + bunt1 + cuy = 0.
Deux cas sont a distinguer :
e Si P admet deux racines distinctes rq et r9, alors :
E = Vect ((r7)nen; (13 )nen)

et pour toute suite u appartenant a FE, il existe des constantes A, € C (uniques) telles
que :
Vn e N, wu, = A + ury.
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e Si P admet une racine r de multiplicité 2, alors :

E = Vect ((r")nen, (7" )nen)

et pour toute suite u appartenant a FE, il existe des constantes A, € C (uniques) telles
que :
VneN, wu, ="+ unr" = (A + un)r".

On retrouve ici le résultat énoncé en cours sur les suites récurrentes linéaires d’ordre 2 dont nous
n’avions pas donné de preuve. C’est a présent chose faite avec ce DM.

. Le polynéme caractéristique associé a cette relation de récurrence est :
P=X*"-5X34+9X% - 7X +2.

On remarque que 1 est racine évidente de P, d’ou en factorisant (par ’algorithme de Hérner par
exemple) :
P=(X-1)(X®>-4X?+5X —2).

1 est de nouveau racine de X3 —4X?2 +5X — 2, d’ou par factorisation :
P=(X-13*X?-3X+2)=(X-1)>*X —2).

Par la question 6, ((1")nen, (n X 1™)nen, (% X 1"),en, (27)nen) est une base de E. Et une suite
u appartient & F si, et seulement si, il existe des constantes «, 5,7,0 € C telles que :

VneN, wu,=a+ fn+yn?+ 62"

10



