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Correction du devoir maison

Exercice
Partie I. Principe de la méthode de Newton.

(Méthode de Newton)

1. La fonction\f est continue sur [a,b], strictement décroissante sur cet intervalle (car f’ < 0 sur
[a,b]), et satisfait 0 € ]f(b),f(a)]. Par le théoréeme de la bijection, 1’équation

‘f(x) =0 possé&e\une unique solution sur |a, b[‘ que ’on note a.

2. Rappelons que la tangente a ¢y au point d’abscisse o a pour équation y = f'(xo)(x—z0)+ f(z0).

Cherchons I’abscisse du point d’intersection entre I’axe des abscisses et cette tangente en ré-

solvant :

0= f'(z0)(x — z0) + f(0).

_ fl=o)
O F(xo)

Puisque f’(zg) # 0, cette équationnadmet pour unique solution |z = x

3. Exemple.

Partie II. Etude de la fonction g.

4. La fonction g est de classe € sur [a,b] comme différence et quotient de fonctions qui le'sont et
dont le dénominateur ne s’annule pas. Et pour tout = € [a,b] :

Sy =1 '@ = 1@ @) [ T )
fl(z)? )2
En particulier, | g(a) = a — ;/((Z)) =aet ¢(a)= ‘w =0.

d.

(a) Les fonctions |f| et |f”| sont continues sur le segment [a,b] en tant que composée de

fonctions continues. Par le théoreme des bornes atteintes, elles sont bornées et atteignent
leur bornes : il existe (c,d) € [a,b]? tel que pour tout = € [a,b] :

[F' ()] < | ()]

et

" ()

| < [f"(d)]
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avec |f'(c)] > 0 car f’ est strictement négative sur [a,b]. Posons m = |f'(c)| et M =
14 |f"(d)|. Ces réels sont bien strictement positifs et satisfont pour tout z € [a,b] :

[1f@[=m et |f"(x)] <M

(b) La fonction f étant de classe € sur [a,b], f’ est continue sur le segment [a, b]. Elle y est
donc bornée et atteint ses bornes : il existe 5 € [a, b] tel que :

vt e[a,b, |f' O < B

Posons L = |f'(B)| > 0. Par I'inégalité des accroissements finis, f est L-lipschitzienne sur
[a,b]. D’ol, pour tout t € [a,b] :

£ )] =1£(t) = f(a)] < LIt — a.]

(c) Soit x € [a, b] fixé. Remarquons que si z = «, 'inégalité demandée est trivialement vérifiée.
Supposons dans la suite  # «. Pour tout t strictement compris entre = et « :

f”(t)‘ < OIS @)]
2 1= )2

a laide des inégalités obtenues aux questions précédentes.

, t M M M
g (t)\z‘f(f,) < SO < 5Lt —al < 5Lz —af

Par I'inégalité des accroissements finis appliquée & g entre o et x (en notant bien que les
hypotheses associées & ce résultat ont toutes été vérifiées précédemment) :

o) — ol = lg(z) ~ g(a)] < Tg'lo — al x|z — o] 2 3 (& — a)?

ML

(d) 11 suffit de poser | K = — > 0.
m

Partie III. Etude de la suite (Tn)nen-

6. (a) La fonction g est de classe € sur [a, b] et pour tout x € [a,b] :

oy S @)
7=y

Puisque [’ est strictement négative, f est strictement décroissante sur [a, b]. Comme de plus
fla) =0, f(z) > 0 sur [a,af et f(x) < 0 sur ], b]. Comme on suppose ici f” strictement
positive, on obtient ¢'(z) > 0 sur [a,a[ et ¢'(z) < 0 sur Ja,b]. Ainsi, g est strictement
croissante sur [a, a] et strictement décroissante sur [« b].

(b) Puisque g est continue et strictement croissante sur [a, ] :

9([a; o) = [g(a), g(@)] = [g(a), al.

f(a)
f'(a)

[a, o] est stable par g et zg € [a, @]. On montre alors par récurrence (a rédiger si demandé)

Or, g(a) = a — > a car f(a) > 0et f'(a) < 0. Ainsi, g([a,a]) C [a,a]. L’intervalle

que | pour tout n € N, x,, est bien définie et appartient a U'intervalle [a, a]. ‘ Elle est en par-
ticulier majorée par a.

Montrons par récurrence la propriété « x, < x,4+1 » que pour tout n € N.
On a montré précédemment que 1 = g(a) > a = x9. D’ou la propriété au rang n = 0.
Soit n € N. Supposons que xp, < Tpi1.
Comme (7, Zn11) € [a,a]? et que g est croissante sur [a, o], il vient g(z,) < g(zni1),
soit encore x,4+1 < Tpyo. Ainsi, la propriété est vraie au rang n + 1.
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(a)

Par principe de récurrence, x,, < x,11 pour tout n € N, et ‘1& suite (zp)nen est croissante.

La suite (x,,)nen est croissante et majorée par « : elle converge d’apres le théoreme de la
limite monotone. Notons ¢ sa limite. Alors ¢ appartient & [a,«| (par passage a la limite
dans les inégalités). Et puisque g est continue sur [a, ], c’est nécessairement un point fixe
de g. Or :

_ f) _ _ _
g(ﬁ)-é@ﬁ—f,w)—E@f(ﬁ)—O & (= qa.

quest. 1

Ainsi,

la suite (x,) converge vers ¢ = . ‘

1
Puisque « € Ja, b], il existe n > 0 tel que [« —n, a+1n] C [a,b]. Le réel h = min ( )

TE+1
1 1
vérifie alors bien |h > 0, [« — h,a + h] C [a,b] et h < il <%

D’apres la question 5.,
Vo € [a,0], |g(x) —af < K|z —af®.
Pour tout # € I = [ — h,a+ h] C [a, )] :

lg(z) — a| < K|z —al®> < Kh? < h.

Ainsi, g(x) appartient & [« — h,a + h] = I, et l'intervalle ‘I est stable par g.

Si zg € I, on montre par récurrence (que je vous laisse rédiger) que x;, existe et appartient
a I pour tout n € N.

On procede par récurrence sur n € N.

. 1 20 1 sy .
Puisque ® (Klzg —a])” = e (Kl|zg — a|) = |zo — a, la propriété est vraie au rang
n=0.
1
Soit n € N. Supposons que |z, — a| < E(K\xo - a\)
Puisque I est stable par g, 41 = g(x,) appartient & I C [a,b], d’ou :

n

1 272
[2ns1 — al = lg(an) ~ g(@)] < Klow — af < K |2 (Kloo—al)" |
HR K

2n+1

< K x 3 (Klro—al)” " = 2 (Ko —al)

Ainsi, la propriété est vraie au rang n + 1.

Par principe de récurrence, pour tout n € N :

|z, —al < %(K\xo - a|)2n.

Puisque |zg — a| < h (car 2 € I), pour tout n € N :
Ty — —(K .
" - K

Puisque lim (Kh)?" = 0 car Kh € | —1,1], par le théoréme des gendarmes, la suite

n—-+o0o

‘ (Tn)nen converge vers . ‘

La fonction f est de classe €2 sur [1,3], et vérifie f(1) = 2 > 0, f(3) = —6 < 0 et
f(x) = =22 < 0 pour tout = € [1,3]. On est bien dans le cadre d’application des résultats
précédents.
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L’unique solution de I’équation f(x) = 0 sur [1, 3] est @ = /3. De plus, pour tout z € [1, 3] :
f'(z)| =2z €[2,6] et [f'(z)]=2.

ML 2x6

T
On remarque que 1.72 = 2.89 et 22 = 4. Ainsi, 1.72 < 3 < 4. Comme la racine carrée est
strictement croissante sur RT, on dispose de lencadrement 1.7 < v/3 < 2. Le réel h = 0.3
vérifie bien Kh =3 x 0.3 =0.9 < 1 et que [V3 — h,V/3 + h] C [1, 3].

(b) Par les questions précédentes, il suffit de vérifier si zyp appartient bien a I = [a — h, a + h],
soit en remplacant par les valeurs numériques, si 2 appartient a [v/3 — 0.3,v/3 + 0.3]. Mais
avec les inégalités obtenues a la question précédente :

V3-03<2-03<2 e V3+03>17+03=2.

Ainsi, m =2, L = 6 et M = 2 conviennent. Posons | K =

Donc 2 appartient bien a I. Par la question 7.(b), ‘ () est bien définie et a valeurs dans I. ‘

(c¢) Par la question 7.(c), pour tout n € N :

|z, — V3| < é(?, x |2 — \/§|)2n < %(3 x 0.3)2n = é(o.g)?.

d) Afin d’obtenir une approximation de v/3 & 10719 pres, il suffit de calculer =y, pour Ny € N
1
1
tel que §(0.9)2N1 <1079 Or:

1
§(0.9)2N1 <1070 = (092" <3x 10710 = 2M1n(0.9) < In(3 x 1071%)

In(3 x 107109)
— o> - J In(0.
> n(0.9) car In(0.9) <0

In(3 x 107109)

)

~ In (
— N@)>h (W) = M=z 11;1((3)9)
In(0.9)

In(2)

Ainsi, en effectuant Ny = + 1 = 12 itérations seulement, on obtient

une approximation de v/3 & 107190 pres.

(e) Par la méthode de dichotomie sur le segment [1,3], on construit deux suites (a,)nen et

(b )nen qui convergent vers v/3 et telles que pour tout n € N, |a, — v/3| <

on = on—1
(on a une inégalité analogue pour (b,)). Afin de calculer une valeur approchée de v/3 &

107190 pres, il suffit de déterminer ay, pour Ny € N tel que < 10719, Résolvons

9Nz—1
cette inéquation :
2N1_1 <1071 s —(Ny —1)In(2) < —1001n(10) <= (Ny — 1) > W
1001n(10)

En effectuant No = { + 1J + 1 = 334 itérations, on obtient une approximation

In(2)
de V3 4 10719 pres. La méthode de Newton est donc bien plus efficace que la méthode de
dichotomie pour approximer v/3.




