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Exercice 1 (Cours). [5 points]

1) Donner I’énoncé du Théoreme de “sortie des compacts”.

2) Soient @ < bet f :]a,b[ xRN — R une fonction continue localement lip-
schitzienne par rapport a sa deuxiéme variable (uniformément par rapport a la
premiére). Soient u une solution maximale du systeme v’ = (¢, u), et Imax =]c,d]
son intervalle maximal d’existence. Montrer que

(i) sid < balors lgTrg |lu(t)]] = +o00;

(i) sia < calors ltlin |u(t)|| = 400
C

otl || - || désigne une norme quelconque sur RY.

Exercice 2. [4points]
Soient v, 3,7 € R tels que a8y = 0. On considere le systeme différentiel

uh = u1 + aus + afet
ubh = ug + Bug + Bye'
uhy = u3 + yus + aye'

1) Calculer la résolvante du systéeme homogene associé.

(Indication : utiliser la formule e? = e*eB~M~ pour B € Z(RY) et A € R)

2) En déduire la solution u = (u1, ug, ug) de ce systeme vérifiant u(0) = (0,0, 0).

Exercice 3. [5 points]

Soient A € Z(R™), etk : R — R une fonction continue. On considére le systéme
homogene

1) Montrer que la résolvante R(t, %) de ce systeme est de la forme

eK(t,to)A

pour une fonction K que I’on déterminera.



2) Déterminer explicitement (en fonction de K) la résolvante dans le cas N = 2

avec
1 -1
().

(Indication : écrire le systeme sous forme d’équation complexe)

Exercice 4. [6 points]

Soit P un polyndme a coefficients dans R admettant au moins deux racines réelles
distinctes. On note A la plus petite des racines réelles de P, et A la plus grande.

1) Montrer que pour tout g € R, le probleme de Cauchy

admet une unique solution maximale.

2) Donner deux valeurs (distinctes) de x pour lesquelles la solution du probleme
de Cauchy est évidente.

3) Montrer que si A < xg < A alors la solution du probleme de Cauchy est globale.
(Indication : utiliser la question 2) de I’Exercice 1)

4) Dans le cas particulier ott P(x) = 22— 1, montrer que si x¢ > 1 alors la solution
u n’est pas globale
(Indication : montrer que la fonction v = u — 1 vérifie I’inéquation v’ > v?).



