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Résumé Depuis ces vingt derniéres années, deux généralisations de 'algébre de Hopf des
fonctions symétriques Sym sont apparues et ont montré leur importance : I'algébre de Hopf
des fonctions non commutatives symétriques NSym et l'algébre de Hopf des fonctions quasi-
symétriques @QSym (voir section 1). La compréhension de la version non commutative de cer-
taines structures de I'algébre Sym est devenue essentielle. Ainsi, les problémes de factorisations
de Lazard des monoides libres s’expriment grace & des fonctions non-commutatives symétriques,
généralisations naturelles des fonctions symétriques associées & la construction de ’anneau des
vecteurs de Witt W (A) (voir section 3). Mais, NSym et QSym ne sont pas les seules générali-
sations non commutatives de Sym que ’on peut considérer. Il existe notamment une algébre de
Hopf auto-duale qui généralise ces deux algébres de Hopf : 'algébre de Hopf des permutations
introduite par Malvenuto, Poirier et Reutenauer (MPR), qui s’interpréte naturellement comme
une algebre de Hopf d’endomorphismes. Ce point de vue suggére d’ailleurs d’autres générali-
sations, nombreuses, et nous améne & considérer les algébres de Hopf d’endomorphismes et les
algebres de Hopf de mots (voir section 2).
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1 Exemples fondamentaux d’algébres de Hopf

1.1 Algébre de Hopf de concaténation et de de battage

Dans cette section ainsi que dans toute la suite, on appelera composition tout mot en les
entiers naturels non-nuls. Si @ = [ay, ag, ..., a;y] est une composition, on appelera lg(a) = m la

longueur de «, wt(a) = Y"1, a; son poids, ht(a) = max{ay,az,...,an} sa hauteur, supp(a) =
{a1,a2,...,an} le support de «, i.e. 'ensemble des différentes lettres apparaissant dans «, et
msupp(a) = {a1,a,...,an} le multi-support, i.e. les différentes lettres qui apparaissent dans le

mot « avec leurs multiplicités.

1.1.1 Algébre de Hopf de concaténation LieHopf

On définit LieHopf comme algébre associative libre sur Z en une infinité dénombrable
d’indéterminées {Uy, Us, ...}, soit :

LieHopf = Z(U1,Us, . . .) (1)

Munie du coproduit A, uniquement déterminé par la formule A(U,,) = U, ®14+1®U, et le fait que
A soit un morphisme d’algébres, et de la counité € qui envoie chaque Uy, sur 0 (et 1 sur 1), LieHopf
est une bigébre cocommutative. Elle est de plus graduée connexe, en posant U, homogéne de
degré n. C’est donc une algébre de Hopf, l'antipode S étant donnée par S(U,) = —U,. On
I’appelle I'algébre de Hopf de concaténation. Sa série formelle est donnée par :

1—h
Friettop(h) = 155 (2)
Si a = [a1,az,...,an] est une composition, U, désigne 1’élement :



Us = Ui Usy . Ua,, et Uy =1

le degré du monéme U, étant le poids de la composition . L’ensemble des monémes U, forme
une base du groupe abélien libre LieHopf, la multiplication étant simplement donnée par la
concaténation .

On dira que [ est un sous-mot de «, et on notera  C «, s’il est de la forme 5 = [a;,, a4y, . . ., a;,]
avec 11 < i9 < ... < i, . En particulier, le mot vide et « lui-méme sont des sous-mots de a. 3¢
désigne dans la suite le sous-mot complémentaire de 3. Par exemple, si a = [3,2,2,1,4,5,2,1,4]
et B = [2,1,4] est le sous-mot de a formé de la seconde lettre, la quatriéme et la derniére,
B¢ =13,2,4,5,2,1]. a a 2" sous-mots. Avec ces notations, le coproduit de LieHopf peut étre
décrit de maniére plus explicite.

Proposition 1 Soit a = [a1,ag, ..., an] une composition, on a :
A(Us) =) Uz ® Uge (3)
BCa

Démonstration : Par récurrence sur m = lg(a). C’est immédiat si m = 1. Supposons le
résultat vrai au rang m — 1.

AUy) = AU, ...Us, ,)AU,,,)

= > Us @ Uge | (Ua, @1 +100U,,)

ﬁg[al,GQ,...,(l7n71]

- > Ul @Use+ Y. Up®Usla,

BCla1,a2,...,0m—1] BCla1,a2,....am—1]
= Z Ug &® Ugc
B

Exemple

AUpa) =1@Up13 + 200 @ Up g+ Uiy @ Uy + Upn gy @ Upg) + 203y @ Upyp + U @ 1

Par définition de A, les indéterminées U,, sont des éléments primitifs de LieHopf. On a de
plus le résultat suivant :

Proposition 2 (i) La sous-algébre de Lie de LieHopf engendrée par Uy,Us, ... est l'algébre
de Lie libre L sur Uy,Uo, . ..
(ii) L’algébre enveloppante de l’algébre de Lie L est LieHopf.
(i4) Notons LieHopfy = Q ®z LieHopf, Lo = Q®z L. On a : Prim(LieHopfy) = L.

1.1.2 Algébre de battage Shuffle

On étudie a présent Shuffle, le dual gradué de LieHopf. LieHopf étant non commutative
et cocommutative, Shuffle est commutative et non cocommutative. Nous allons en donner une
description.



Comme dual gradué de LieHopf, Shuffle est le groupe abélien libre de base I’ensemble des
compositions. Il est muni de la graduation donnée par deg(a) = wt(«) pour toute composition
a. Le crochet de dualité entre LieHopf et Shuffle est donné par :

LieHopf x Shuffle — Z, (Uw, B) = 0.8 (4)
On définit le produit et le coproduit sur Shuffle par dualité :

(Ua @ Uw s Asn(8)) = (mra(Ua @ Uw), B) (5)
(Ua,msn(B® ) = (A(Ua), @ ) (6)

ot le crochet de dualité est défini naturellement sur (LieHopf® LieHopf) x (Shuffle ® Shuffle)
comme suit :

(LieHopf® LieHopf) x (Shuffle ® Shuffle) — Z, Uy @ Uy, B R B') = 80,500 5

On explicite le produit et le coproduit dans Shuffie :

<Ua®Uoz’aASh(ﬂ)> = <mLH(Uoc ®Ua’)aﬁ> = <Ua*a’7ﬁ>
s 0 silg(a) +1g(a’) # 1g(B)
= axa!,f — 5517~--,b19(a)]6

[b/lg(oz)+l7---7blg(a)+lg(o/)] sinon
avec 3 = [by,...,bygs]- Dans tous les cas :

0%

lg(8)
(Ua @ Uy, Asn(B3)) = <Ua D Uar, > B, ® 5[i+1,...,zg(ﬁ)]>
=0

Le coproduit dans Shuffle est donc le coproduit de déconcatenation. Pour le produit mgy, :

Uarmsn(B© ) = (AUL),B00) = (Ust @ Une, & B) = bor g6ure pr

a/

{ 0 silg(a) # 1g9(B) +1g(B')

Z St B0ate

o’ \lg(a’)=lg(B)

Ainsi, par exemple :

(Ungpmsn((l]®2])) = (Un@Upg, 1] @ 2]) + (Ug @ Up, 1@ [2]) =1
(Ugapmsn((1]®[2])) = (Ug@Upnp,[1]® [2]) + (Upy @ U, 1@ [2]) = 1

donc mgp([1] ® [2]) = [1,2] + [2,1]. Autre exemple :

(Un2z,msn([1,2]@[3])) = (Ung ® Uy, [1,2] @ [3]) + (Up g © Upg, [1,2] @ [3])
+<U[3,1] ® U[Q]a [17 2] ® [3]>
= 1 = (Upgaz,msn([1,2]® [3])) = (Ups1,2;, msa([l,2] @ [3]))

et (Ua, msn([1,2] ®[3])) = 0 pour toute autre composition o. Donc mgp,([1,2] ® [3]) = [1,2,3] +
[1,3,2] + [3,1,2).

De facon générale, on a ainsi montré que :



msp(B®B') =6 xgn 3 (7)

oll Xgyp, désigne le produit de battage de deux mots, que 1'on décrit briévement. Le produit de

battage de deux mots a = [aj,a2,...,an] et § = [b1,ba,...,by] est la somme de toutes les
permutations de [a1,ag, ..., am,b1,ba,...,by], avec multiplicité, pour lesquelles les lettres de «
et celles de B apparaissent dans leur ordre initial. Par exemple, [3] xgp, [1,2,4] = [3,1,2,4] +

[1,3,2,4] +[1,2,3,4] + [1,2,4,3] et [1] x5 [1,2] = 2[1,1,2] + [1,2,1].

Remarque 3 On peut aussi définir X g de maniére récursive, de la facon suivante : 1 Xgp o =
a Xgnp 1 = a pour tout mot a, et si v =[a]xa’ et B =[b]*x (' (ot a,b € N* et o/ et ' sont des
mots) :

[a] x o/ xgp [b] x 8" = [a] * (o xsp [b] x B') + [b] x ([a] x &' x 51 )

Cette équation exprime qu’une certaine application est une dérivation de Shuffle. En effet, fizons
une lettre a et définissons Uapplication linéaire D : o — a ‘o avec a ™ la = o si a = [a] x o/,
-1

a ta =0 si a ne commence pas par la lettre a. Alors, D est une dérivation de ’algébre Shuffle :

D(a xgp, 8) = D(a0) x5, 8+ a x5, D()

Théoréme-définition 4 Le dual gradué de ’algébre de Hopf LieHopf est donné par l’algébre de
Hopf graduée conneze Shuffle commutative et non-cocommutative. Le produit et le coproduit sont

donnés, pour toutes compositions & = [a1, ..., am|, & = [am+1, ..., Gminl, B = [b1,...,bn], par :
mSh(oz & a') = Xgp O/ = Z [a071(1), .. ,a(,71(m), a071(m+1), .. 7ba*1(m+n)] (8)
o€bat(m,n)
As(B)= >, B op 9)
BxB=p

ot dans (8), bat(m,n) désigne l’ensemble des (m,n)-battages, i.e. des bijections o € Sy4p crois-
santes sur {1,...,m} et sur {m +1,...,m +n}, et ou dans (9), la somme est prise sur toutes
les coupes de 3, i.e. sur l’ensemble des paires (', 8") dont la concatenation 3'x 3" est égale a 3.
L’unité est le mot vide 1, et la counité envoie tout mot non-vide sur 0. L’antipode est donné par
S(la1,ag,...,am]) = (=1)"[am, @m—1,- .., a1]. (Shuffle,mgn, Agn) est appelée l’algébre de Hopf
de battage, ou algébre de Hopf cotensorielle. Sa série formelle est :

1—-h

FShuﬁ‘le(h) = 1—92h

Remarque 5 On peut munir le groupe abélien libre de base l’ensemble des compositions d’une
autre structure d’algébre de Hopf en prenant comme produit le produit de concaténation %, et
comme coproduit A pour lequel tous les mots de longueur un sont primitifs. Bien entendu, cette
algébre de Hopf est isomorphe o (LieHopf,mprm, Arm). Le crochet de dualité s’identifie alors
avec le produit scalaire (.,.)" pour lequel les compositions forment une base orthonormale. En
particulier, (.,.)" définit un crochet de Hopf sur LieHopf x Shuffle, i.e. :

(a®d, Agp(d”)) = (axd,d") (10)
(Arg(a),d @d”) = (a,d xg,a") (11)



1.2 Algébres de Hopf des fonctions symétriques, non commutatives symé-
triques, quasi-symétriques

1.2.1 L’algébre des fonctions symétriques

Soit (Xy,)n>1 une famille d'indéterminées. On munit 1’algébre des polynomes en les indéter-

minées (X,)p>1 sur Z, A = Z[¥,...,%,,...], d'un coproduit défini comme suit : pour tout
n>=1:
A(Zn) = ) %i®%;, avec Ty =1 (12)
i+j=n
Par propriété universelle de Z[%1, ..., %,,...], A se prolonge en un unique morphisme d’algébres

de A dans A ® A. De plus, A est clairement coassociatif. La counité est donnée par £(3,) = 0
pour tout n > 1. A est ainsi munie d’une structure de bigébre. On définit une graduation en
mettant Y, homogéne de degré n pour tout n > 1. Cette graduation est connexe. A posséde
donc un antipode. L’algébre de Hopf ainsi obtenue s’appelle Sym, algébre de Hopf des fonctions
symétriques. Notons que Sym est commutative et cocommutative. Sa série formelle est :

[o.¢]
1
F h) = 13
) =[] 1= (13
n=1
Si a = [a1,a9,...,ay] est une composition, on note encore X, I'élement ¥, = X4, %, ... 2q,,
et E[ =1L On dira que « est une partition si a; > ag > ... > ap,. Alors (3,), ol a parcourt

I’ensemble des partitions, est une base du groupe abélien libre Sym.

Pour décrire 'antipode, on aura besoin des notations supplémentaires suivantes : on dit
qu’'une composition S = [b1,be,...,b,] est un raffinement de « s'il existe des entiers 1 < j; <
Jo < ... <jm=ntels que a; = bj,_, 11+ ...+ bj, ot jo=20.On le notera dans la suite 3 = .
On peut le représenter de la maniére suivante :

[bla---7bj17bj1+1>--->bj247---7bjn,1+17---abn]

ail a2 Am

Par exemple, les raffinements de [3,1] sont [3,1], [2,1,1], [1,2,1], et [1,1,1,1].

Proposition 6 S est l'unique morphisme d’algébres de Sym tel que pour tout n > 1 :

S(En):i ()", . Ba, = Y (—1)F@x,
k=1

ag, ..., ap > 1 wt(a)=n
a;+...+ap=n

On a de plus la formule explicite suivante pour ’antipode :

5(Za) = ) (-1)"%, (14)

Bra

Démonstration : Par récurrence sur n. Sin = 1, 3 étant primitif, S(3;) = —%;. Soit n > 2,
et supposons la propriété vraie pour tout £k <n —1:

n—1
mo (S®Id)oA(S,) = S(Zn) + Y S(Ti)Sp i+ Tn =0
=1

Donc :



S(%,) = Z Z (—1)*S0, ... B0, T

(—D)Fy, 8,2

I
i“
]
N

Ak+1
k>1 at,...,ap,apqpr =1
a;+...+ap +apy; =n

= > > (—1)F%,, ... 2,

Pour le second point, grace au résultat précédent, et puisque S est un morphisme d’algébres
(Sym est commutative), on obtient :

SEa) = Y (-DEOIE, LY (1B,

wt(B1)=a1 wt(Bn)=an

= Z (—1)l9(ﬂ1)+"'+l9(ﬁ”)251 .2,
wt(B1)=a1,...,wt(Bn)=a

— Z (_1)19(/5)26

Bra

Il y a de nombreuses raisons de s’intéresser a 1’algébre de Hopf des fonctions symétriques. En
effet, elle apparait dans des domaines trés variés des mathématiques : par exemple lors de I’étude
des représentations des groupes symétriques, ou encore dans la théorie des vecteurs de Witt!.

Pour les résultats suivants, il est nécessaire de travailler sur Q, et non sur Z comme précé-
dement. On notera donc Symg = Q ®z Sym 'algébre correspondante sur Q. Par le théoréme
de Cartier-Quillen-Minor-Moore, Symq étant graduée connexe commutative et cocommutative,
Symg = U(Prim(Symq)) = S(Prim(Symg)). On souhaite avoir ici une base de Prim(Symg).
Notons py, la dimension de Prim(Symg)n. La série formelle de Poincaré-Hilbert de Symg est :

[e.e] o0 1

Par récurrence, on obtient p, = 1 pour tout n > 1. On définit alors des éléments I'), par leur
série génératrice dans Symg|[[t]] (¢ est une nouvelle indéterminée centrale) en posant :

D Tt =log(1+ Sit + Tot® +...) (15)
i1

Montrons que les I'; sont des éléments primitifs :

Lyvoir la section 3 pour des précisions sur ce point.



STAT)E = log [ DY AE ] =log [ Y ) TP @ Syt

i>1 n>0 n>0 p+q=n

= log [ D Sptf@1] [1@) %t
p=0 q=0

= log Zzptp(@ 1| +log 1®Zeqq
p=0 q=0

= log | Y SptP | @1+1®@log | Y Syt
p=0 q=0

= > iel+1aT)
i>1

ou la quatriéme égalité est vraie puisque log(ab) = log(a) + log(b) si a et b commutent. En
développant (15), on obtient :

n (_1)k+1

Tp=>_ > Say - Zap = Y

k=1 af, ..., ap =1 wt(a):n

(_1)lg(a)+1

by 16
o) 1o
I',, est donc un élément homogéne de degré n, non-nul puisque le coefficient de I',, en X, est
non-nul. Par suite, {I',} est une base de Prim(Symg), puisque cet espace est de dimension un.
En conséquence :

Proposition 7 (i) La famille (I';)n>1 est une base de Prim(Symg).

(i) Symg est isomorphe a l'algebre de Hopf Q[I'1,T2,...] = S(Prim(Symg)). En particulier,
Symgq est auto-duale, i.e. est isomorphe a son dual gradué.

Exemples
rh = X
1o

FQ - 22 - 521

1 1
[y = 23—5(2122+2221)+§2§

1
= Y3 -1+ gzi’

Bases de ’algebre Sym :

Soit X = {x1,x9,...} un ensemble infini dénombrable, totalement ordonné, de variables qui
commutent, et Z[[X]| l'algébre commutative des séries formelles en ces variables sur Z. On va
interpréter l'algebre Sym comme une sous-algébre de Z[[X]]. Pour cela, on dira qu'un élément
F = F(z) de degré fini de Z[[X]] est une fonction symétrique si quelque soit y1, ..., Yk, 21, - - - 2k
dans X, les y; étant pris deux a deux distincts, tout comme les z;, et pour tout choix d’entiers
positifs ay, ..., a, les mondmes yi* ... yp* et 21" ... zF apparaissent avec les mémes coefficients
dans F. On note Sym = Sym(x) Pensemble des fonctions symétriques. C’est clairement une sous-
algebre de Z[[X]].



L’algebre Sym est un Z-module libre de base (my) indexée par les partitions o = [a; > ... >
ax], avec my, défini par :

Mo = Zx?ll R (17)
ol la somme est prise sur les variables dans X, en supposant les indices i; deux a deux distincts.
On définit une graduation sur I’algeébre des fonctions symétriques en posant deg(mq) = wt(«).

Pour tout n > 1, la fonction symétrique élémentaire d’indice n, notée X, est la somme de
tous les produits de n variables distinctes de X, soit ¥y =1 et pour n > 1 :

X, = Z Tijy .. Tj, = Mn) (18)

11 <...<ip

Elle est homogéne de degré n (en particulier, cette graduation coincide avec celle qu’on a pu
mettre en place auparavant). La série génératrice des ¥,, est :

o(t) =Y Sat" = [[(1 + xit) (19)

n>0 i>1

Théoréme 8 On a :

Sym = Z[El, 22, .. ]

et les X2y, sont algébriquement indépendants sur 7.

Démonstration : Soit F' une fonction symétrique de degré fini n. Considérons I 1'idéal de
Z[[X]] engendré par Tpi1,Tpi2,..., et notons m : Z[[X]] — Z[[X]]/I la surjection canonique.
Clairement, Z[[X]]/I ~ Z[z1, ..., zy]. De plus, m(X;) = X, si 1 < k < n, avec Xy, ,, la fonction
symétrique élémentaire d’ordre k & n indéterminées, et m(Xg) = 0 pour k > n. Alors, w(F) €
Lz, ..., xp|™ = ZE1 0, ..., Lnp). En particulier, il existe Q € Z[xy,. .., z,) tel que n(F) =
QZim, . Xnn) =m(Q(X1,...,%,)). Or, Fet Q(X1,...,%,) appartiennent a Sym,,, Z-module
constitué des fonctions symétriques de degré < n. Et 7 restreinte & Sym,, est un isomorphisme

de Z-modules de Sym,, sur Z[zy,...,z,]n’" : elle transforme la base (M4 )yt(a)<n €0 une base
du Z-module Z[x1,...,z,)7". Finalement, F = Q(X1,...,%,) et les fonctions symétriques

élémentaires engendrent ’algébre des fonctions symétriques.
Reste & montrer que les fonctions symétriques élémentaires sont algébriquement indépendantes :

pour cela il suffit de voir que pour tout n > 1, P(¥4,...,%,) = 0 si et seulement si P = 0. Soit
donc n > 1, et P un polynome tel que P(Xq,...,%,) = 0. Soit I l'idéal de Z[[X]] engendré par
Tptl, Tnt2s - - - et w2 Z[[X]] — Z[[X]])/I la surjection canonique. On a :

0=7(P(X1,...,5,)) =PEin,....Znn)
toujours avec les mémes notations. Or, on sait que les polynémes symétriques élémentaires 3; ,,
sont algébriquement indépendants. Ainsi, P est le polynéme nul. Ce qui termine la démonstration.

0

On définit & présent d’autres fonctions symétriques, les fonctions symétriques homogénes
complétes S,,, comme suit :

Sp= > ma (20)

wit(a)=n
Sy, est donc la somme des tous les monomes de degré total n en les variables x1,z9,... En
particulier, Sy = 1, 57 = X1, et S, est homogéne de degré n. La série génératrice des S, est
donnée par :



s(t) =Y Spt" =@ —ait)”" (21)

n=0 i1

Etant donné (19) et (21), on a :

s(t)o(—t) =1 (22)

soit de facon équivalente, pour tout n > 1 :

n

> (-1)FSSn_k =0 (23)

k=0

Cette égalité est appelée la formule de Wronski. Puisque les ¥, sont algébriquement indépen-
dants, on peut définir le morphisme d’algébres homogéne :

w: Sym — Sym, w(X,) =S, pour tout n > 0 (24)

Proposition 9 (i) w est une involution, i.e. w? = Id.

(ii) Sym = Z[S1, S, .. ], et les Sy, sont algébriquement indépendants sur Z.

Démonstration : (i) résulte de la symétrie dans (23). Quant & (i¢), c’est une conséquence
directe du premier point et du théoréme 8.

Pour toute partition & = [a1 > ... > a;,], on note :

S = Sa..-%a
So = Sa...Sa

m

m

On dispose alors de trois bases du groupe abélien libre Sym, indexées par les partitions : les my,
les ¥ et les S, I'involution w faisant correspondre la deuxiéme et la troisiéme base. Si 'on
pose fo = w(my) pour toute partition «, les f, forment une quatriéme base du groupe abélien
libre Sym. On les appelle les fonctions symétriques "oublies", elles n’ont pas particuliérement de
descriptions directes simples.

On définit enfin les fonctions symétriques sommes de puissances P, par :

P, = Zx? = My, (25)

i>1

pour n > 1. P, est homogéne de degré n. La série génératrice des P, est :

PO = YR = S St = 3 = 3 g (1)

n>1 i1 n>1 i>1

10



p(t) = %ZOQ H(l —ait) = ilog s(t) = s'(1)

dt t

izl s®) (26)

(=) = —Liog oty = 20

PO =739 7 = 5

On en déduit les égalités suivantes, pour tout n > 1 :
TLSn = ZPkSn_k (27)
k=1

nSy = Y (- RSk (28)

k=1

L’équation (28) est due a Isaac Newton, et connue sous le nom de formule de Newton. Etant donné
(27), il est clair que S,, € Q[Py, ..., P,| et P, € Z[S1,...,Sy],dou Q[Py,..., P, = Q[S1,. .., Shl.

Puisque les S, sont algébriquement indépendants sur Z, et donc également sur Q, il suit :

Proposition 10 On a :

Symg = Q @z Sym = Q[P1, Py, .. ]

Les P, sont de plus algébriquement indépendants sur Q.

On note encore P, = P,, ... P,,, pour toute partition a = [a1 > ... > ay,]. Ces éléments forment

une Q-base de Symg, mais pas une Z-base de Sym : par exemple, Sy = %(Pl2 + P,) n’appartient
pas & Z[P1, Py, ...]. Enfin, puisque l'involution w interchange o(t) et s(t), on a donc avec (27) et
(28) :

w(Pp) = (*1)n_lpn

pour tout n > 1, et pour toute partition « :

w(Py) = (—1)wH@)~lol) p, (29)

Remarque 11 - En comparant les séries formelles (26) et (15) définissant les éléments P,

(=D"

n
fonctions symétriques. On obtient également que les fonctions P, sont primitives pour la
structure de cogébre mise en place sur Sym.

et I'y, respectivement, on obtient ', = P,.. On a ainsi identifié les éléments I';, comme

- On a vu que les Xy, sont algébriquement indépendants. Ainsi, toute série formelle f(t) =
143,51 ant™ peut étre considérée comme la spécialisation de la série o(t) pour un ensemble
d’arguments A. Les spécialisations des autres familles de fonctions symétriques associées a
f(t) sont alors définies par (22) et (26)2.

On a muni Sym d’un coproduit défini par (12) au début de ce paragraphe. Regardons son
action sur les bases (Sy)n>1 et (Pn)n>1 de lalgébre des fonctions symétriques :

Proposition 12 Pour toutn > 1, on a :

ASy) =) Si®%, A(P)=P,®1+10P, (30)
i+j=n

2yoir la section 3 pour des exemples d’utilisations.
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Démonstration : Pour la base des fonctions symétriques sommes de puissances, cela résulte
du calcul fait pour les I',,. Pour la base (Sp)n>1, on procéde par récurrence sur n. Pour n = 1,
c’est immédiat puisque S7 = X1. Supposons la propriété pour tout k < n — 1. Aurang n :

n—1 n—1 k
k=0 k=0 i=0
n—1ln—1
1=0 k=i
n—1 n—1
=0 k=i
n—1
= [(n—)Sn_; ® S; +S®(n—z)SnZ—nZS ® Sni
1=0 =0

On conclut par principe de récurrence.

D’autres propriétés de 'algébre de Hopf des fonctions symétriques seront données dans la
suite. On s’intéresse a présent & deux généralisations de I’algébre de Hopf Sym qui ont montré leur
importance : 'algébre de Hopf des fonctions symétriques non commutatives NSym et 'algébre
de Hopf des fonctions quasi-symétriques QSym.

1.2.2 Algébre des fonctions symétriques non commutatives

Comme algébre, NSym est simplement ’algébre associative libre en une infinité dénombrable
d’indéterminées sur Z :

NSym = Z(¥1, %2, ...) (31)
Le coproduit est déterminé par :
A(E,) = Z ¥, ® %5, avec Y =1 (32)
i+j=n

NSym étant une algébre associative libre, A se prolonge de maniére unique en un morphisme
d’algébres. Clairement, A est coassociatif, la counité est donnée par €(1) = 1 et €(X,) = 0 si
n=1,2,... Donc NSym est une bigébre. Une base de NSym comme groupe abélien est donnée
par 'ensemble des mondémes :

Yo =24, 2ay---2q,, €t ZH =

am

ol « est une composition. NSym est graduée connexe en donnant a ¥, le degré wit(a). Cest
donc une algébre de Hopf. Elle est non-commutative et cocommutative. Sa série formelle est :

1—h
1—-2h
La aussi, les Y, peuvent étre vu formellement comme des fonctions symétriques élémentaires
en un ensemble d’indéterminées donné. Pour décrire l'antipode, on aura besoin de la nota-
tion suivante : si @ = [aj,ag,...,a,] est une composition, a! désignera la composition ol =

[@m, - .. a2,a1].

FNSym(h> = (33)

12



Proposition 13 S est l'unique anti-morphisme d’algébres de NSym dans NSym, tel que pour
toutn >1 :

On a de plus :
S(Za) = Y (1), (34)
Brat

Démonstration : La démonstration est semblable au cas de I'algébre Sym.

Soit ¢ une indéterminée supplémentaire, qui commute avec tous les 3,.

Définition 14 Les fonctions symétriques élémentaires sont les X, eux-mémes, et leur série gé-
nératrice est :

o(t) =) Spt" =1+ Tt (35)

n=0 n>1

Les fonctions symétriques homogénes complétes Sy, sont définies par :

s(t) =) Spt" =o(—t)"" (36)

n>0

Les fonctions symétriques sommes de puissances Py, sont définies par :

pt) = > Put"!
; n>1 (37)
25 = stp(t)

Remarque 15 On aurait pu définir une autre famille de fonctions symétriques sommes de puis-
sances en remplacant (37) par :

2 s(t) = p(0)s(1)

mais on obtient essentiellement les mémes fonctions. En effet, NSym est munie de plusieurs
mvolutions naturelles, et parmis elles l'anti-automorphisme qui laisse invariant les X,. On note
cette involution 6 : NSym — NSym. Il suit de (36) que 0(S,) = Sy, et avec (37) :

(1) = 060501

avee O(p(t)) = 3,51 O(P)t" .

Proposition 16 On a :



Démonstration : En multipliant (37) & gauche et a droite par o(—t), on obtient :

Or, on a:

dt dat’ Tt
O
Ces identités entre séries formelles fournissent les relations suivantes :
Proposition 17 Pour toutn > 1, on a :
n n
D (D)"ES S = Y (1) Sk = 0 (39)
k=0 k=0
n—1 n—1
Z S Pp_i = nShy, Z(—m—’f—lpn_kzk =nY, (40)
k=0 k=0

Démonstration : La relation (39) est obtenue en considérant le coefficient de t" dans o(—t)s(t) =
s(t)o(—t) = 1. Les autres identités se démontrent de fagon similaire grace a (37) et a (38).

0

Il résulte de (39) et (40) que 'algébre NSym est librement engendrée par les familles (3,,) et
(Sn), et que NSymg = Q ®z NSym est librement engendrée par (F,). Ainsi, comme dans le cas
commutatif, (X,) et (S,) forment des bases de la Z-algébre NSym, tandis que (P,,) est une base
de la Q-algebre NSymg

Définition 18 Soit o = [a1,a2,...,ay] une composition. On définit le produit des fonctions
symétriques élémentaires :
Yo=%0%ay -2

. A

De facon similaire, on a le produit des fonctions symétriques homogénes complétes :
Sa = Sa;5 - -Sa,,

et le produit des fonctions symétriques sommes de puissances :
P,=PF, P,...P,,

Les familles (34) et (Sa) forment des Z-bases du groupe abélien libre NSym.

Pour la graduation définie sur NSym, les éléments S, et P, sont homogénes de degré n, pour
tout n > 1 (voir les formules (39) et (40)).

Proposition 19 Pour toutn > 1, on a :

A(Sa)= Y Si®Sjet A(P) =P, 01+10 P, (41)
i+j=n

14



Démonstration : On démontre la propriété pour les fonctions symétriques sommes de puis-
sances, l’assertion concernant la base (Sy)n,>1 en résulte par une démonstration analogue a la
proposition 12. On procéde par récurrence sur n. Pour n = 1, ¢’est immédiat puisque P = 1.
Supposons n > 2, et la propriété pour tout £k <n — 1. Aurang n :

n—1
nA(S,) = A( (—1)"‘k_1Pn_kEk>

n—1 k
= (=) PN (P S O+ 2 ® Pyp X)) + (A(P) — P ®1—1® P,)
k=0 =0
n—1 n—1 n—1
= [(Z(—l)"—k—an_kEk_i> R +%® (Z(—l)”"“‘an_kEk_z»)]
=0 k=1 k=1
+(A(P,) - P, ®1 -1 B,)
n—1
= (n—0)X—i @5 +5,®(n—0)X ]+ (AP) —P,®1—-1Q P,)
=0

= n) 5%, i +(AP) -Po1l-11F,)
1=0

D’oa A(P,) = P, ® 1+ 1® P,. On conclut alors par principe de récurrence.

O
Corollaire 20 On a :
NSymq = LieHopfy (42)
l’isomorphisme homogeéne d’algébres de Hopf étant donné par P, — U, pour tout n > 0.
On définit un anti-automorphisme w de NSym en posant pour tout n > 0 :
w(Sy) = Xp (43)
Les formules (39) et (40) montrent que :
w(Xn) = Sp et w(Py) = (-1)""'P,
En particulier, on voit que w est une involution.
Proposition 21 L’antipode de NSym est l’anti-automorphisme défini par :
5(Sp) = (=1)"Sp, n >0 (44)

Démonstration : Soit w l’anti-automorphisme défini par @w(S,) = (—=1)"%,, n > 0. On a
w(l) =1, et pour tout n > 1 :

n

mo (w® Id)o A(Sy) = 3 @(Si)Sui = S (-1, 20
k=0 k=0

w est donc l'inverse & gauche de Id pour le produit de convolution, qui est associatif. Donc
w=2_5.
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Remarque 22 On avait également obtenu la formule suivante pour ’antipode :

S(Sa) = > (-1)9A) s,

Brat
Corollaire 23 On a :
S, = Z (—1)" @)y,
Se = %zj)wua)—m(mgﬁ (45)
BFa

Notons également qu’en appliquant w a (45), on obtient :

Ea = Z(_l)wt(a)_lg(ﬁ)sﬁ (46)
Bra
Démonstration : NSym étant cocommutative, S est une involution, d’ou :
S =8%(S,) = (-1)"S(Zp) = Y (—-1)"HPs,
wt(B)=n

Les deux autres points s’en déduisent immédiatement.
O

Proposition 24 Pour o = [ay, ..., an]| une composition, on note m(a) = ai(a; + az) ... (a1 +

A am). St B = a, avec B = [p,. .., m] ot wt(B;) = a;, on note ©(5,a) = H;n 17(B5). On

1
Sn = > —=Pp
wiigren ")

1
s = YL p,
2 7(5.a)
En appliquant w, on obtient :

(a)—lg(B)

g (8, at) R e ¢

1
Démonstration : Montrons par récurrence sur n que S, = Z WP@ La propriété est
wt(B=n "
vraie au rang n = 1, puisque S; = P;. Supposons n > 2, et la propriété vraie pour tout

1<k<n-—1. Alors:

n—1 n—1
(40) 1 1 1
Sn = —Sk Pk = Z — Z ——Ps | Pk
=0 " k=0 " \wi(B)=k (8)
n—1 1 n—1 1 1
= — Pk = Z Z 7 EBn—k] = Z —— s
k=0 wt(8)=k n7(B) k=0 wt(8)=k (B [n —kl) wt(B)=n ()

D’ou le résultat au rang n. On conclut par principe de récurrence. Les deux autres points s’en
déduisent alors directement.
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O

On termine ce paragraphe en introduisant une derniére base du groupe abélien libre NSym,
constituée des fonctions de Schur :

R, = Z (_1)19(0)*19(5) Sp (47)

azf

On obtient bien une base du groupe abélien libre NSym : en effet, dans la somme (47), il y
a un unique mondme indexé par une composition de longueur lg(«), cette composition étant
précisément . Comme de plus, (S,) est une base du groupe abélien libre NSym, il en est de
méme pour la famille (R,). Notons que S, = Ry, et que Rjn) = Z[ln]kﬁ(—l)”_lg(ﬁ)s/g =
Zﬁk[n](—l)”*lg(ﬁ)Sg = ¥,. R, est homogene de degré wt(a). On a de plus la formule suivante

pour le produit des fonctions de Schur®

Proposition 25 Soient o = [a1,...,am] et = [b1,...,by] deux compositions. Alors :

Ria..amlBiorbn] = Rlar,am brrbn] T Blar,...am-+br,.sbn] (48)

En particulier, le produit d’une fonction élémentaire par une fonction compléte est donné par :

ZmSn = R[lm,n] + R[17"71,n+1}

On a également pour tout n > 1 :

i
L

Po=> (-)"Rpyr, g
0

il

En effet, I'identité J(—t)%s(t) = p(t) implique :

n—1 n—1

Pn = Z(—l)k(n - k)ZkSn_k = an + Z(—l)k(n - ]f) |:R[1k,n—k‘] + R[lkfl,n—k+1]i|
k=0 k=1
= nR + Z Tl — R[lk n—k] + Z k+1(n —k— 1)R[1k,nfk]
k=0
n—2
= ’I’LRn + (—l)n_lR[ln—lJ] — (n — 1)Rn =+ Z(_l)kR[lk,n—k‘]
k=1
n—1
= > (D" Rye,y
k=0

1.2.3 Algeébre des fonctions quasi-symétriques

Soit X = {x; < z2 < z3 < ...} un ensemble infini totalement ordonné de variables qui
commutent, et Z[[X]] 'anneau commutatif des séries formelles en ces variables sur Z. Rappelons
qu'un élement F = F(z) de degré fini de Z[[X]] est une fonction symétrique si quelque soit
Yls-o s Yks 21, - -+, 2, dans X, les y; étant pris deux a deux distincts, tout comme les z;, et pour
tout choix d’entiers positifs non-nuls ay, .. ., aj, les mondmes y{* ... yZ’“ et 21t ... zZ’“ apparaissent

3voir [1] pour une démonstration
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avec les mémes coefficients dans F'. Un élement F' = F(x) de degré fini de Z[[X]] est une fonction

quasi-symétrique si F' satisfait la condition plus faible suivante : quelque soit y; < ... < yp et
z1 < ... < z dans X, et pour tout choix d’entiers positifs non-nuls aq,...,ag, les monoémes
yit ooyt et 27t ... 2% apparaissent avec les mémes coefficients dans F.

On note QSym = QSym(x) 'ensemble des fonctions quasi-symétriques. C’est une sous-algebre de
Z[[X]], et Sym est une sous-algébre de QSym. Sym et QSym héritent de la graduation naturelle
de lalgebre Z[[X]].

L’algébre @QSym est un Z-module libre, de base la famille (M,,) indexée par les compositions,
ou les M, sont définis par :

M, = Z Yty (49)

Y1<...<Yg

Une autre base de QSym, introduite par Gessel, jouera un role intéressant dans la suite. Elle est
constituée des fonctions :

Fo=>" Mg (50)

Bra
Par exemple, Fiy 1 1) = M 1,1), Fig) = Mig) + Mo 1) + My 9) + My 11y, Fug) = M) + M)

On souhaite décrire de maniére plus explicite le produit dans @Sym. Pour cela, il nous faut
définir le produit de quasi-battage (ou quasi-shuffle) de deux compositions o = [a1, a2, ..., )
et = [b1,be,...,b,] : Pour tout k& < min(m,n), prenons un mot ayant m + n — k entrées vides.
Parmis celles-ci, on en choisit m ot I'on y place les lettres composant le mot o dans leur ordre
initial. On choisit & présent k entrées parmis les m qu’on vient de remplir. Avec les n — k entrées
encore vides, on a donc n entrées, dans lesquelles on va placer les lettres composant # dans leur
ordre initial. Enfin, pour les k entrées qui contiennent une lettre du mot « et une du mot 3, on
additionne ces deux lettres. Le produit de quasi-battage de o et 3, a X 45, 3, est la somme de
toutes les compositions que l'on peut ainsi obtenir. Quelques exemples ne seront pas de trop :

2] Xgsn [1,5,3] = [2,1,5,3] + [1,2,5,3] + [1,5,2,3] + [1,5,3,2] + [3,5,3] + [1, 7, 3] + [1,5, 5]
(2] Xgsn [2,2,3] = 3[2,2,2,3] + [2,2,3,2] + [4,2,3] + [2,4,3] + [2,2, 5]
[17 1} Xgsh [17 1] = 6[17 L1, 1] + 2[17 172] + 2[1327 1] + 2[27 1, 1] + [272]

Par définition de X4, le produit de quasi-battage est commutatif.

On décrit a présent le produit dans QSym :

m(Mq @ Mg) = My (x)Mg(z) = ( Z yy! ...yf,{”) ( Z P zfl")

Y1<...<Ym 21<...<2n
D’ot, si par exemple m < n :

a b b
m(My ® Mg) = g Yty
a1l am—-1 _b1_ a by b
+ E Y1 Ymq 21 Y 2y 20"
Y1 <. <Ym—-1<21<Ym <...<2n
+...+ E Yot ylmThr o be
Y1<...<ym=21<...<2n
b
+...+ E Yl yamtom | bn

Y1=21<...<Ym=2m<...<Yn

18



Ainsi :

m(Ma ® Mﬁ) = Maxqshﬁ (51)

avec la convention My4g = M, + Mpg. En particulier, ()Sym est une algébre commutative.

Si Y est un autre ensemble infini dénombrable totalement ordonné de variables qui com-
mutent, on identifiera QSym(z) et QSym(y), Sym(z) et Sym(y). En effet, application qui envoie
M, (z) sur M,(y) pour toute composition «, est un isomorphisme d’algébres.

Deés lors, il est possible de définir pour toute fonction quasi-symétrique F', la fonction quasi-
symétrique F'(x,y) en lensemble des variables X UY, X UY étant totalement ordonné par
I’ordre sur X et sur Y et par :

r<ysize X,yeY

Ainsi, on peut écrire :

= _F@)Gily) (52)

ce qui définit le coproduit :

A QSym — QSym ® QSym

53
F oo AF) =Y, FeG, (53)
Ce coproduit est coassociatif : en effet, si a = [ay, ..., an] est une composition :
Mo(w,y) = D wfiooaim+ ) alloanlyin bk Yy
il<---<i7n i1<---<im71,jm ]1< <.7’m
m
= ZM[al,...,ai](x)M[ai+1,...7am](y)
avec la convention M| = 1. D’ou :
m
A(Ma) = Z M[al,l..,ai] b2y M[ai+1,...,am] = Z Ma’ ® Ma” (54)
=0 a=a'xa!

On reconnait ici le coproduit de déconcaténation. Ainsi A est coassociatif, et la counité est don-
née de facon immédiate par €(F') = le terme constant de F'.

On montrera dans la section suivante que le Z-module libre @QSym, muni du produit et du
coproduit qu’on vient de définir, est une bigébre. Elle est de plus graduée connexe, avec M, et
F,, homogénes de degré wt(«), les composantes homogénes étant de rang fini. C’est donc une
algébre de Hopf graduée connexe, commutative et non cocommutative. On donnera également
d’autres propriétés de QSym.

1.2.4 Liens entre les algébres de Hopf Sym, NSym et QSym

On détermine maintenant les différents liens existant entre les algébres de Hopf Sym, NSym
et QSym. En particulier, nous avions motivé la définition de NSym et QSym en expliquant que
ces algébres généralisent ’algébre de Hopf des fonctions symétriques. On précise tout ceci dans
cette section.
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Dual gradué des algebres de Hopf NSym et QSym :

On a défini sur QSym une structure d’algébre graduée connexe commutative, ainsi qu'un copro-
duit coassociatif A. Son dual gradué QSym™* est donc muni d’une structure de cogébre graduée
connexe cocommutative, et d’une structure d’algébre associative. On note (M) la base duale de

(Ma).

Proposition 26 Comme algébre associative, QSym®* est librement engendrée par les éléments
Mrn>1.

Démonstration : C’est une conséquence directe de 'identité :

MZ — M;/M;// (55)

pour toutes compositions a, o/, o telles que o = o’ x @, le produit étant la concaténation des
mots. Par dualité, (55) est équivalente a :

A(Ma) = Z Moy & Moy
a=a'*a'!
Or, c’est précisément 'expression du coproduit (54). Ce qui prouve (55). Comme de plus (M)
est une base du Z-module libre QSym™, les éléments M, n > 1, engendrent librement QSym™.

O

On définit alors 'isomorphisme d’algébres :

v QSym* — NSym, M) — S, (56)

Par la proposition précédente, ¢ est bien définie. Elle est de plus homogéne de degré 0.

Théoréme 27 1. ¢: (QSym*, m*QSym) — (NSym, Ansym) est un isomorphisme de cogébres
homogeéne de degré 0.

2. QSym est une algebre de Hopf graduée connexe, commutative et non cocommutative. Son
dual gradué QSym* est isomorphe a lalgébre de Hopf NSym.

Démonstration : Commengons par montrer que ¢ est un isomorphisme de cogébres. 11 suffit
pour cela d’établir :

AMY) = > Mje M
k+l=n
pour tout n > 1. Par dualité, il est équivalent de montrer que, dans le produit M, M, écrit
dans la base (M,), Pélément M,, apparait si et seulement si o/ = [k], o/ =[], et n =k + 1, et
dans ce cas avec pour coefficient 1. Or, on a vu que :

Moy Mo = My, o

Mais étant donné la description faite du produit o/ x4, @” de deux compositions, il est clair que
le mot [n] apparait dans ce produit si et seulement si o' = [k], & = [I], et n = k + [, avec de
plus un coefficient égal a 1.

Finalement, ¢ est un isomorphisme d’algébres et de cogébres entre QSym* et NSym. Comme
ANsym et €Nsym sont des morphismes d’algebres, il en est de méme de Aggym* et €ggym*. Ainsi,
QSym* et son dual gradué QSym sont des bigébres graduées connexes, donc des algébres de Hopf.
Enfin, ¢ : QSym™ — NSym est un isomorphisme d’algébres de Hopf.

20



On définit alors la forme bilinéaire (.,.) : QSym x NSym — Z par :

(Ma, Sp) = ¢~ (S5)(Ma) (57)

pour toutes compositions a et 3.

Théoréme 28 Ainsi défini, (.,.) est un crochet de Hopf entre QSym et NSym, i.e. (57) est une
forme bilinéaire non dégénérée, qui satisfait :

- Siwt(a) # wt(B), (Ma, Sg) = 0.
- <mQ3ym(M0c ® M), Sﬁ) = (Mo ® My, ANSym(SB»-
- (Agsym(Ma), Sg ® Sgr) = (Ma, mnsym(Sg ® Spr)).

De plus, on a :

(Mo, Sﬁ) = 5a,ﬁ (58)

pour toutes compositions « et 3.

Démonstration : 11 suffit de démontrer (58), puisque les autres propriétés découlent directe-
ment du fait que ¢ : QSym* — NSym soit un isomorphisme d’algébres de Hopf homogéne de
degré 0. Soient donc « et 8 = [by,. .., b,] deux compositions :

(Ma,Sp) = ¢ (Sp)(Ma) = (M, ... My, )(Ma)

* * n—1
= (M @@ M) (MG (Ma))

= (M} ®...9 M) ( > My ®.. Man>

Kk KOy,
_ 1 sif=a«a
N 0 sinon
O
Proposition 29 Pour ce crochet, les fonctions F,, et les fonctions de Schur Rg sont duales :
(Fas Rg) = a8 (59)
Démonstration : Considérons o = [a1,ag,...,an] et = [b1,ba,...,b,] deux compositions.

On a:

(FayRg) = > > (=100 (N, Sg)

o'a B

= Z Z lg(ﬁ) lg(B )5a,ﬂ,

o'=a B0

Si 8 n’est pas un raffinement de «, alors (F,, Rg) = 0. Supposons & présent que [ = «. On

note k = lg(B) — lg(a). Si k=0, alors B =a et 3, Zﬁkﬁ,(—l)lg(ﬁ)_lg(ﬁl)éa/ﬂ/ = 0q,3 = 1.
Montrons par récurrence que pour tout k > 1, (Fy, Rg) =0 :

- Sik =1, alors (3 est de la forme 3 = [a1,...,a;—1,b;,bi+1,Ait1, - .., am], avec b; +bit1 = a;.
Dans ce cas : (Fy, Rg) = (—=1)90)~-90B)5,5 5 4 (—1)l9B)-lgla)g, =1 -1=0.
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- Supposons la propriété au rang k — 1 > 1. Au rang k :

(Fa, Rg) = > > D (Ma,Spr)

BB, 1g(8)=m~1 \a'=a B'=B"

= Y. (FaRg) =0

B=A, lg(B")=m—1 =0 par H.R.

d’ou la propriété au rang k. On conclut par principe de récurrence.

O
En particulier, on déduit des résultats précédents la série formelle de QSym :
1-h
F h) = 60

On donne & présent plusieurs corollaires de ces résultats.

Corollaire 30 [l existe une base de la Q-algebre commutative QSymg contenant un sous-ensemble
qui engendre librement Symg. En particulier, QSymg est une algébre commutative libre, et un

module libre sur Symg.

Démonstration : Rappelons que si Q(T') désigne la Q-algebre associative libre engendrée par
T un ensemble totalement ordonné, avec pour coproduit A(t) = t®1+1®¢t, alors son dual gradué
est une algébre commutative libre. Une base de cette algébre est obtenue comme suit : Soit M (T')
la base de Q(T') (en tant qu’espace vectoriel) formée de I’ensemble des mots en 'alphabet T
Notons L(T') 'ensemble des mots de Lyndon en T', et L(T)* le sous-ensemble de la base duale
M(T)* correspondant & L(T). Alors L(T)* engendre librement le dual de Q(T)*.
Dans ce qui suit, on prend naturellement 7' = {P,,,n > 1}. On a l'isomorphisme d’algébres de
Hopf NSymg = LieHopfy (corollaire 20). De plus, M(T) = {P,,a} est une base de NSymg,.
On note {P;,a} la base duale correspondante de QSymg, définie par (P, Pg) = 64,5. Soit L
I’ensemble des compositions de Lyndon, alors { P¥, o« € L} engendre librement 1’algébre QSymgy.
Or rappelons que :

1
1= 2 S

s
aF=p

Par dualité, on obtient :

. 1
Pa=2 cam™

azp
En effet, si on note P} = E:coéﬁM/g7 on a:
B
1
* 1 * — sia = /8
cap = (Ps,55) = (PiP) =4 w(a.pf)
7T(77/3> O ]
- sinon

En particulier, pour le mot de Lyndon o = [n], on obtient :

1 1
Pr=—-M,=— g x
n n 4
i>1
Or, on a vu que les fonctions sommes de puissances engendrent librement Symg, ce qui termine
la démonstration.

“voir [11] Théoréme 6.1 p125.
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Corollaire 31 L’antipode dans QSym est donné par la formule :

Sasym(Ma) = > (=1)!9) Mg (61)
axf

Démonstration : Rappelons que ’on avait montré :

SNsym(Sat) = Z(—l)lg(ﬂ)Sﬁ

Bra

Le résultat s’en déduit par dualité.

Remarque 32 On peut également montrer® que :

SQSym(FOé) = (_1)lg(a)Fw(a)

ot w(a) est défini comme suit : Si o = [a1, a2, ..., an] est une composition, on note I(a) le sous-
ensemble de {1,... ,wt(a)—1} défini par : () = {a1,a1+aqg,...,a1+a2+...+am—1}. De fagcon
similaire, on définit I'(a) = I(a?) = {ag + ...+ amy- -y Gm—1 + am,am} C {1, ..., wt(a) — 1}.
w(a) est alors l'unique composition de méme poids que « et telle que I(a) et I*(w(a)) soient
des sous-ensembles complémentaires de {1,...,wt(a) — 1}. Par ezemple : si a = [2,1,3,2,1],
alors I(a) = {2,3,6,8} C {1,2,...,8}, I'(w(a)) ={7,5,4,1} et w(a) =[2,2,1,3,1]. On note w
Uapplication linéaire de QSym définie par w(Fo) = F(q)-

Corollaire 33 L’application w est un automorphisme de l’algebre QSym, qui prolonge la conju-
gaison usuelle des fonctions symétriques (24).

Démonstration : On a w(Fy) = (—1)""*)Sggym(Fys), donc w est un automorphisme d’al-
gébres. De plus, w(FM) = Fjn), soit avec les notations qu'on a pu introduire dans la section
1.2.1 : w(Sy) = X, ce qui prouve la seconde assertion.

U
Injection d’algébres de Hopf Sym — QSym :

On a défini QSym = @QSym(z) comme la sous-algébre de Z[[X]] formée des fonctions quasi-
symétriques. L’ensemble des fonctions symétriques Sym est une sous-algébre de ()Sym. De plus,
on a pu observer que F},) =Sy, et Fjyjn) = M[jn) = ¥y, fonction symétrique élémentaire d’ordre n.

Proposition 34 Sym est une sous-algébre de Hopf graduée de QSym.

Démonstration : Sym étant engendrée par des éléments homogénes, c’est un sous-espace
gradué de QSym. On montre que c’est une sous-algebre de Hopf :

n n
(54)
AQsym(En) = Agsym (Min) =" Miyx) @ Mpjn-s) = 3 S ® Sy
k=0 k=0
De plus e@sym(X,) = 0 pour n > 1. Reste a montrer Sggym(Sym) C Sym. On peut le regar-
der directement, mais cela résulte aussi du premier point du lemme suivant, ce qui termine la
démonstration.

Svoir [9] corollaire 2-3.
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Lemme 35 (i) Soient A et B deux algébres de Hopf, A C B. On suppose de plus que A est
une sous-bigébre de B. Alors A est une sous-algébre de Hopf de B, soit Sﬁ = G4

(ii) Soit I un biidéal gradué (idéal et coidéal) d’une algébre de Hopf graduée connexe A. Alors,
I est un idéal de Hopf, i.e. SAI) C I.

Démonstration : Pour (i), considérons i : A < B l'injection canonique. Puisque A est une
sous-bigébre de B, i est un morphisme de bigébres, donc d’algébres de Hopf. En particulier,
SA =8B oy,

Pour (i7), on utilise un argument similaire : considérons p : A — A/I la surjection canonique.
A/I étant une bigebre graduée connexe, c’est une algébre de Hopf. Et p est un morphisme de
bigebres, donc d’algébres de Hopf. En particulier, S4// op =po §4 et SA(I) C I.

Surjections d’algébres de Hopf NSym —» Sym :

Lemme 36 Soit H une algébre de Hopf graduée, I l’idéal engendré par les commutateurs [x,y] =
xy —yx, x,y € H. I est un idéal de Hopf gradué, et Hy, = H/I est une algébre de Hopf graduée
commutative, appelée abéliannisée de H.

Démonstration : Montrons que I est un idéal de Hopf. Pour tout x,y € H :

Az, ) = Aley —yx) = A2)A(y) — Aly)A(x)
r Yy

= ZZ(x(l)y(l) — Wy g 2@y @ WD) g 2y (2),(2)
T Y
clIH+H®I

Notons V' l'espace vectoriel engendré par les commutateurs. Alors I = HV H, et pour tout
h,h' € H, pour tout v € V, A(hvh') = A(h)A(W)AW) e (HOH)(IQH+HKRI)(H® H) C
IoH+H®I.

Comme de plus e([z,y]) =0 et S([z,y]) = [S(y),S(z)] € I, on a donc e(L) = (0) et S(I) C I. I
est donc un idéal de Hopf. Par bilinéarité, I est engendré par les éléments [z, y] ou z,y sont des
éléments homogenes de V. Un tel élément est homogeéne de degré deg(x) + deg(y). Comme I est
engendré par des éléments homogénes, il est gradué. H,, hérite donc d’une structure d’algébre
de Hopf graduée, clairement commutative.

g

Théoréme 37 NSym,, = Sym. Ainsi, on dispose d’une surjection d’algébres de Hopf NSym —»
Sym, homogéne de degré 0.

Démonstration : Soit (3;);>1 une famille d’indéterminées, et V' le Z-module libre en les 3;.
Comme algébres, NSym = T'(V') et Sym = S(V'). Or, S(V') est définie comme le quotient de T'(V)
par I'idéal engendré par les commutateurs. D’ott immédiatement le résultat, puisque le coproduit
et la counité dans NSymy, et dans Sym = S(V') coincident sur les indéterminées %;.
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On dispose de 'injection Sym <— @QSym. Par passage au dual, on obtient donc un morphisme
d’algebres de Hopf homogene (de degré 0) surjectif ¢ : NSym — Sym™*. Sym™ étant commutative,
ce morphisme se factorise comme suit :

NSym v Sym”*

A
|
I
I
I

(62)
P

|
NSymg, = Sym

ol ¢ est un morphisme d’algébres de Hopf surjectif, homogéne de degré 0. Comme de plus les
séries de Poincaré-Hilbert de Sym et Sym™* sont égales, ¢ est un isomorphisme. D’ou le :

Théoréme 38 L’algébre de Hopf Sym est autoduale.

Question : Expliciter ¢, que I'on a défini comme dual de I'injection i : Sym — QSym, Sy, — Fj,).

2 Algébres de Hopf d’endomorphismes d’algébres de Hopf

2.1 Algébres de Hopf des permutations et endomorphismes d’algébres de
Hopf

2.1.1 Algébre de Hopf des permutations

On définit 1'algébre de Hopf des permutations MPR, introduite et étudiée par Malvenuto,
Poirier et Reutenauer. MPR est le groupe abélien libre de base la permutation vide et toutes les
permutations & n lettres, n = 1,2,... Ainsi :

o
MPR=7Z® P 1ZS, (63)

n=1
ou S, est le groupe symétrique & n lettres. ZS,, est le sous-module des éléments homogénes de
degré n, la permutation vide étant homogéne de degré 0.
Les permutations de m lettres seront notées ainsi : & un mot o = [ay, ag,...,ay] en Palphabet
{1,2,...,m} sans répétition, on lui associe la permutation o : i +— a;, i = 1,...,m. La permu-
tation vide est associée au mot vide | |.

Multiplication dans MPR : On décrit le produit dans MPR. La permutation vide sert d’ unité,
et si a = [a1,a9,...,an] et B = [b1,ba,...,by] sont deux permutations, leur produit est donné
par :

m(a® B) = [a1,a2,...,am] Xsn [m+bi,m+ by, ...,m+ byl (64)

ol Xgp désigne le produit de battage introduit & la section précédente. Rappelons que le pro-
duit de battage de deux compositions [c1, c2, ..., ¢p] Xgp [d1,da, ..., dg] est la somme de toutes
les permutations de [c1,...,¢p,d1,...,dy], avec multiplicité, pour lesquelles les lettres de cha-
cune des deux compositions apparaissent dans leur ordre initial. Par exemple, [3] xgp [1,2,4] =
3,1,2,4] +[1,3,2,4] +[1,2,3,4] + [1,2,4,3] et [1] x5 [1,2] = 2[1,1,2] + [1, 2, 1]. De part I'ajout
de m a chaque lettre de la deuxiéme composition dans (64), on notera que m(a ® [3) est une
somme de permutations sans multiplicité.
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Coproduit dans MPR : Pour décrire le coproduit dans MPR, il est nécessaire d’introduire la
notion de standardisation. Soit a = [a1, ag, ..., an] une composition sans répétition, i.e. telle que
chaque entier naturel non-nul apparait au plus une fois dans le mot a. Sa standardisation est don-
née par la permutation st(a) = [¢(a1), p(az),...,o(am)], ot ¢ : {ai,a2,...,an} — {1,...,m}
est 'unique application qui préserve 'ordre entre les deux ensembles ordonnés {aj,as,...,an}
et {1,...,m}. Par exemple, st([5,2,1,8]) = [3,2,1,4].

Le coproduit dans MPR peut maintenant étre défini par :

Ala)= Y st(a/)®st(") (65)

a'*xa''=a

ou la somme est prise sur toutes les coupes de a, i.e. 'ensemble des paires (o, a”) dont la
concaténation o’ x o’ est égale a a.

Théoréme 39 Avec 1 =[] comme unité, et la counité € définie par e(ZSy) = (0) et ([ ]) =1,
MPR est une algébre de Hopf graduée connexe, non commutative et non cocommutative.

Démonstration : Pour démontrer ce résultat, il nous faut introduire et rappeler certaines
notations. On continue de noter mgy et Agp les produits et coproduits dans 1’algébre de Hopf
Shuffle. Rappelons qu’ils sont donnés par :

msp(B®B) =B xsn 3
Asn(B)= Y, B op
BxB7=p

On peut réécrire (64) et (65) de la fagon suivante :

m(a® ) = axgsp 3 (66)

A= (St & St) oAgp, (67)

otl 3 est la composition obtenue & partir de 3 en remplacant chaque lettre i par i + lg(a), et ou
st est étendue par linéarité. Il est clair que A est coassociatif, de counité ¢. Il faut donc montrer
que A est un morphisme d’algébres.

Commengons par noter que si a et 8 sont deux compositions sans répétition, et si toutes les
lettres de « sont strictement inférieures a celles de (3, alors :

m(st(a) @ st(8)) = st(a xsn B) (68)
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Puisque Agy, est un morphisme pour Xgp, on a pour toutes permutations « et 3 :

A(a@ﬂ) = A(a XShE) = (St@St)OASh(Oz XShB)
= (St ® St)(ASh(Oé) X Sh Agh(g))

= (st®st) Y. (@ xanB) @ (@ xsnB")

’

e

(/j;' * g:'
) S m(st(a!) @ st(') @ m(st(a”) @ st(8"))
= Y muprenrr((st(d) ® st(a”)) ® (st(3') @ st(8")))

(st @ st) ( > a®a)

a'xa'=a

® | (st @ st) Z g ep
ﬂl*ﬁll

= MMPR®MPR

=  murrompR ([(st @ st) o Agp(a)] @ [(st @ st) o Agp(B)])
=  muprromPr(A(a) @ A(B))

Ce qui montre que A est un morphisme d’algébres. Ainsi, MPR est une bigébre graduée connexe.
C’est donc une algébre de Hopf.

0

Il est intéressant d’étudier des généralisations possibles de I'algébre MPR : tout d’abord parce
que c’est une algébre de Hopf importante et intéressante par elle-méme, mais aussi parce que MPR
généralise les algeébres de Hopf QSym et NSymS®. Par exemple, on a une généralisation naturelle
de (64) pour des compositions quelconques : pour o = [ay, ag, . .., amn] et B = [b1,ba, ..., by] deux
compositions, on définit leur produit par :

mwaala® B) = [a1,a2,...,am] Xsn [t(a) + b1, ht(a) + b, ..., ht(a) + by,] (69)

Notons que si « et 3 sont des permutations, ce produit coincide avec celui défini par (64). Reste
& savoir g’il existe un coproduit sur le groupe abélien libre de base 1’ensemble des compositions
qui généralise (65), et qui le munit d’une structure d’algébre de Hopf (le produit étant donné
par (69)). La réponse est positive, l’algébre de Hopf ainsi obtenue est appelée 'algébre de Hopf
des mots (WHA). Il n’est pas simple d’obtenir une formule générale pour le coproduit, mais on
verra par la suite la fagon dont il est construit. Voici tout de méme des exemples de coproduits :

a=1[3,2,7,2,4,Ala) =1®a+[1]®[2,6,2,3] +[3,2,6,2] ® [1] + a® 1
a=17,3,2,2,4,A) =1®a+[3]®[3,2,2,4] + [4,1] ® [2,2,3] +[6,3,2,2] ® 1] + a ® 1

D’autres généralisations de 1'algébre de Hopf MPR seront présentées dans la suite, notamment
dWHA, T'algébre de Hopf des doubles mots.
2.1.2 Endomorphismes d’algébre de Hopf de rang fini

Dans cette section, H désigne une algébre de Hopf de rang fini sur Z (i.e. H est libre de
rang fini comme groupe abélien). On notera End(H) le groupe abélien des endomorphismes du
groupe abélien H.

Rappelons que pour tout groupe abélien H, on dispose des applications naturelles suivantes :

Svoir la section 2.4.
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HeH* — End(H)

wef o (pive fo) (70)
End(H)® End(H) — End(H ® H) (71)
fog = (v f(u) ®g(v))

De plus, si H est libre de rang fini (ce qui est notre cas ici), ces deux applications sont des
isomorphismes de groupes.

Comme produit tensoriel de deux algebres de Hopf, H® H* hérite d’une structure d’algébre de
Hopf. On étudie a présent la fagon dont cette structure se traduit en termes d’endomorphismes,
i.e. dans End(H).

Convolution : On traduit le produit dans 'algébre H ® H* en termes d’endomorphismes.
Pour cela, il nous faut déterminer I’application réciproque de (70). Fixons une base (e;); de H,
et soit (e); la base duale. On définit le morphisme de groupes :

Y f € End(H Zfez e

dont on vérifie qu’il est 'inverse de . Soit f,g € End(H), on a dans H @ H* :

(Z flei) @ ) > glej)@e Zf eig(e;) ® ;¢ (72)
@ J
L’élément correspondant dans End(H) est donné par, Vv € H :
L(v) = ) flegle)efe;(v)
1,J
= > > e @wM)es ) fleigles)
tj v

- Zf(Ze (™) )Q Ze;f(v(@
J
= Zf (®) = f*g(v)

Ainsi, si f et g sont deux éléments de End(H ), leur produit est donné par le produit de convo-
lution, i.e. par la composée :

H2 HeoH® HoH ™ H (73)

Coconvolution : On explicite le coproduit dans End(H). Soit f € End(H), ¥ (f) =), f(e:)®
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ef.On a:

AggH+ (Zf(ei)@)ef) = Z(Id@T@M)O(AH®AH*)(f(€i)®€f)
= Z(Id@T@Id)(AH(f(ei))®AH*(€f))

= Y (IdeT@Id)(Ay(f(e:) ®ef omu)

i

= Z(Id@T@Id z:feZ )@ ®Z/\]ke ® ey
flei)
= Y Y S N fle)V e e fle)? @e;
i gk f(e;)
en notant Ag(f Z fe) (e:)?) et Ag-(e: Zx\ k€ ® ep. L'élément corres-
f(e’b) ]’k

pondant dans End(H) est donné par, Vo @ w € H ® H :

Lwow) = 33> Nuej©)f(e)h) @ ei(w)f(e)®

i gk f(ei)
= XN OmAne)
— ZeiomH(’U@w)AH(f(ei))

i

= Ay (Z e; omp (v ®w)f(€i)>

i
= Apofompy

Le coproduit d’un élément f de End(H) est donc donné par :

HoH™ g . g2 o (74)

Bien entendu, (74) définit un élément de End(H ® H). Mais avec 'isomorphisme (71), on obtient
bien un élément de End(H) ® End(H).

Unité : Elle est donnée par endomorphisme H — Z 1, H, avec n:7— H k— klg.
Counité : La counité de End(H) envoie f € End(H) sur le nombre € o f on(1).
Antipode : Enfin, 'antipode de End(H) est donnée par f+ So foS.

L’algébre de Hopf End(H) est de plus auto-duale. En effet, End(H) ~ H ® H* qui est
isomorphe & son dual :

~

(HoH S H'@H* <~ H*®9H -~ H® H*

La forme bilinéaire non-dégénérée (mais qui n’est pas définie positive) correspondant au crochet
de dualité dans H ® H* est donnée par :

(HH )X (HH") — Z,(u® f,o®g) = f(v)g(u)

Le pendant de ce crochet dans End(H) est donné par :
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End(H)® End(H) — Z,{f,g) =Tr(f o g) (75)

En effet, si (e;); désigne une base de H, (e}); la base duale, on note (a; ;); ; et (b; ;); j les matrices
de f et g dans (e;);. On a :

(f.9) = (fles)) @€}, gle;) @ ef) = Zef(g(ej))€§(f(ei)) = bijaj; =Tr(fog)

1,J 1,

Les éléments de End(H) sont des endomorphismes. On dispose donc d’une seconde multipli-
cation donnée par la composition. Seulement, la composition n’a pas a priori de compatibilité
particuliére avec la structure d’algébre de Hopf qu’on a mis en place sur End(H). Il peut tout
de méme étre interessant d’obtenir ainsi un nouvel élément a partir de deux autres’. De facon
duale, on obtient également un second coproduit sur End(H).

Notons que pratiquement l'intégralité de ce qui vient d’étre énoncé reste vrai pour des algébres
de Hopf graduées H (en remplagant le dual par le dual gradué). Seul le coproduit ne peut étre
défini dans ce cadre. De plus, bien que H ® H* soit encore une algébre de Hopf, c’est une toute
petite partie du groupe abélien formé des endomorphismes homogénes de H. En effet, on a la :

Proposition 40 Soit H une algébre de Hopf graduée. Un endomorphisme homogéne de H est
dans (I'image de) H @ H* (dans End(H)) si et seulement si son image est de rang fini.

Démonstration : Soit donc f un endomorphisme homogeéne (de degré 0) de H de rang fini.
Comme f est homogéne, Im(f) est un sous-espace gradué de H, de rang fini par hypothése. En
particulier, Im(f) C @)_, Hy pour un certain entier n. Considérons alors (e;)1<i<r une base de
Im(f) formée d’éléments homogénes, qu’on compléte en une base (e;)i1<j<s de @j_y Hp. Pour

tout 1 < j < s, on note :
fles) =" Aijei
i

On vérifie alors facilement que Z Aijei @ e est Pantécédent de f par (70).
i7j
La réciproque est triviale, puisque si ¢ est égale a (I'image de) Z up ® fr, (par (70)), Im(p) est

k
un sous-module du Z-module libre engendré par les ug.

g

Nous allons voir que les éléments de MPR s’interprétent naturellement comme des endo-
morphismes homogénes de 1'algébre de Hopf Shuffle. Cependant, mis & part les multiples de la
permutation vide, aucun de ces endomorphismes n’appartient & H @ H*.

2.1.3 Interprétation de MPR comme algébre de Hopf d’endomorphismes

Commengons par interpréter les éléments de MPR comme des endomorphismes homogénes

du groupe abélien Shuffle. Soit donc o = [s1, Sa, . .., Sy, une permutation, et o une composition.
Alors o envoie « sur zéro si lg(o) # lg(a), et si a = [a1, ag, ..., an] est de longueur m, alors :
0’(0[) = [aa(l), QO-(Q), ey ag(m)] = [asl,asz, ce ,asm] (76)

Notons que excepté si o est la permutation vide (qui envoie | | sur | | et tout autre mot sur 0),
o n'est jamais dans Shuffle ® Shuffle* (puisque pour tout n > 1, il y a une infinité de mots de

Tvoir également la section 2.3.5 sur ce sujet.
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longueur n).

Conwvolution : Il est maintenant possible de faire le produit de convolution de deux permu-
tations en interprétant les permutations comme des endomorphismes de Shuffle. Etant donné
o = [s1,82,...,8m] et T = [t1,t2,...,t,] deux permutations, leur produit de convolution est
donné par :

Shuffle 254 Shuffle @ Shuffle 725 Shuffle @ Shuffle ™" Shuffle

Puisque Agy, est le coproduit de déconcatenation (voir la formule (65)), le morphisme o ® 7 est
nul sur tous les termes de la somme Agy (o) pour tout mot « de longueur non-égale & m+n. Et si
a=[a1,...,0m,Gnt1s- - Gmtn), 0T est nul sur tous les termes de la somme Agy () excepté le
terme [ay, . .., m|®Am+1, - - -, Amtn], qQui est envoyé sur [as,, . . ., s, |@[@mitty s - - - » Gmett, - Alsi,
le produit de convolution de o et 7 envoie le mot « sur le produit de battage [as,, ..., as,,| Xsh
[@mttys- - Gmtt, |- Ce qui montre que le produit de convolution de o et 7 est égal a la somme
de permutations [s1,. .., Sm]| Xgp [m + t1,...,m +t,], i.e. au produit de o et 7 dans MPR (voir
la formule (64)).

Coconvolution : Le coproduit d’un élément f de End(Shuf fle) est donné par :

HoH™ gl g2 goH

On définit ainsi un morphisme de groupes abéliens :

MPR C End(Shuffle) ““" End(Shuffle ® Shuffle) (77)

Pour obtenir un coproduit sur l'algébre MPR, il est donc nécessaire d’avoir une "projection" de
I'image de coconv (contenue dans End(Shuffle ® Shuffle)) dans MPR ® MPR C End(Shuffle) ®

End(Shuffle). On commence par traiter un exemple ou cela peut étre réalisé.

Prenons o = [3,1,4,5, 2], et voyons quelle est I'image dans Shuffle ® Shuffle d’'un élément de
la forme [a1, ag] ® [bs, ba, bs] par coconv(o) :
[al, az] X [bg, b4, 55] Sp [al, ao,bs, by, 55] + [al, b3, as, by, 55} + [a1, b3, b4, as, 55] + [a1, b3, by, bs, ag]
+ [b3, a1, a2, by, bs] + [b3, a1, by, az, bs| + [bs, a1, ba, bs, az] + [b3, ba, a1, az, bs]
+ [b3, b4, a1, bs, az] + [b3, by, b5, a1, as]
v [b3, a1, by, bs, as] + [az, a1, by, by, b3] + ... + [bs, bs, a1, as, by]

Il reste alors & appliquer le coproduit de déconcaténation sur les dix derniers termes. Mais nous
sommes a la recherche d’'un endomorphisme appartenant & MPR ® MPR. Les seules coupes qui
peuvent y contribuer sont celles pour lesquelles les a; sont tous a gauche, et les b; tous a droite.
Ce n’est possible uniquement que pour le second terme parmis les dix. Et une seule coupe le
permet (& savoir [ag, a1] ® [bs, bs, b3]). De plus :

[a’Qval] ® [b4vb5’b3] = (St([?” 1]) ® St([47572]))([a17a2] ® [b37b47b5])

Par ce procédé un peu artificiel, on a donc montré que la composante (lg = 2) ® (lg = 3) du
coproduit (défini par coconvolution) de [3,1,4,5,2] est égale a st([3,1]) ® st([4,5,2]). Or, c’est
exactement la composante (lg = 2) ® (lg = 3) du coproduit défini en (65). En fait, ce travail
peut étre fait en toute généralité, et on retrouve exactement la formule (65) pour le coproduit.

On peut généraliser de fagon naturelle 'action d’une permutation sur Shuffle pour une compo-

sition quelconque. En effet, si o = [s1, s2, ..., $,] est un mot arbitraire de hauteur m = ht(o) =
maz{s1,$2,...,Sn}, alors o agit par zéro pour tout mot a de Shuffle de longueur # m et si
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a = [ay,ag,...,ap], o(a) = [as,,asy, - - -, as,]. On peut appliquer la procédure utilisée aupara-
vant pour MPR. On définit ainsi un produit (qui coincide avec celui donné par la formule par
(69)) et un coproduit, mais on peut montrer que ce coproduit n’est pas un morphisme d’algébres,
et WHA n’hérite pas d’une structure d’algébre de Hopf par ce procédé. Cependant, nous verrons
qu’il existe une autre maniére de définir une action d’un mot arbitraire sur le groupe abélien
Shuffle, pour laquelle on obtient une structure d’algébre de Hopf, et ou Iartifice qu’on a utilisé
précédement dans le cas de MPR s’applique.

Quelles hypothéses doit-on faire afin d’obtenir une structure d’algébre de Hopf sur un module
d’endomorphismes donné avec une projection adéquate End(H @ H) —— End(H) @ End(H)
(ot End(H)® End(H) est vu comme un sous-module de End(H ® H) de fagon naturelle). Nous
étudions quelles sont les projections qui peuvent convenir dans la section suivante.

2.1.4 Algébres de Hopf d’endomorphismes - Le probléme général

Soit donc E(H) C End(H) un sous-module clot par convolution, i.e. si f,g € E(H), alors
mo (f®g)oA € E(H). Comme on a pu le remarquer, coconv : f — Ao fom est a valeur dans
End(H ® H) et pas nécessairement dans E(H) ® E(H).

Supposons H de rang infini. Alors End(H) ® End(H) n’est qu'une petite partie de End(H ®
H). En effet, soit (e;)jcr une base de H. Alors (e; ® €;); jer est une base de H ® H. Un endo-
morphisme f de H ® H est donné par la suite de coefficients (c:j) telle que :

<00

flei®ej) =) cilie, ®es

N .. . 5 B . .8 .
ot pour tout couple (7, j), il n’y a qu'un nombre fini de (r, s) pour lesquels ¢;’; est non nul. Mais
sans hypothése de finitude, ce nombre ne peut étre majoré indépendamment du couple (i, 7), ce

. . . . 7,8
qui signifie que la matrice (Ci, .

. ) . s .
) dont les colonnes sont indexées par les paires j et les lignes
par les paires (z) est a priori de rang infini. Soit maintenant g, h; des endomorphismes du

groupe abélien H donnés par les coefficients (a;,k) et (bj,k)’ avec k =1,...,t, tels que l'on ait :

gr(ei) = Za;keﬂ hi(ej) = ij%kes

Alors, pour que I'égalité f = 22:1 gr ® hy, soit vérifiée, on doit avoir I'identité matricielle :

s
j)]‘
S .
J,2 7,8
N 27.]

S
b5

Or, il n’est pas possible de résoudre une telle identité, puisque en général la matrice de droite
dans I’égalité est de rang infini, alors que le produit de gauche est de rang au plus t.

Etudions le cas ott H est graduée. On ne considére que des endomorphismes homogénes.
Dans ce cas, la somme f = 22:1 gi ® hy, restreinte a (H ® H),, est nécessairement de la forme
diagonale par blocs, correspondant & la décomposition (H® H),, = @, H; ® H,—;. Or, ce n’est
évidemment pas le cas pour un endomorphisme homogéne arbitraire de H ® H.
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Quelles hypothéses doit-on faire pour que la coconvolution End(H) — End(H ® H) induise
un coproduit via une projection adéquate End(H ® H) —— E(H)® E(H), le coproduit sur E(H)
étant alors défini par :

E(H) "B p(H) e E(H) 8)
f — mwoAgofomyg

Ce coproduit doit étre coassociatif, ce qui n’est pas automatique, et impose certaines conditions
sur 7. Cependant, et comme souvent, le principal probléme est de garantir que le coproduit
soit un morphisme d’algébres (ou de fagon équivalente, que le produit soit un morphisme de
cogebres). Ce qui impose la commutativité du diagramme suivant :

E(H)®222 Y Bnd(H®?) @ End(H®?) ~2% E(H)® (79)
conv - ld®T®Id
E(H) End(H®*) E(H)®4
coconv (67 conv®?
End(H®?) End(H®*) E(H)®?
Id conv (@ Id
End(H®?) —%— End(H®?) u B(H)®?

Dans ce diagramme, « désigne la conjugaison par Id ® 7 ® Id, i.e. :

a(f)=IdeT®Id)o fo(ld®T® Id)

On définit ainsi le bon "entrelacement" & utiliser dans End(H®?), dans le sens oti le diagramme
suivant est commutatif :

End(H®%) = End(H)®*
o Id@TEnd(H)®Id
End(H®%) 2 > End(H)®*

En effet :

(Id@T@Id)(fl R fr® fs® f4)([d®7’® Id)(a1 ® az ® as ®a4)
= {Id®T1®Id)(f1(a1) ® fa(as) @ f3(az2) @ fa(aq))
= fi(a1) ® f3(a2) ® fa(az) ® fa(as)

alors que :

(Id @ TEpa(ry @ 1d)(f1 ® f2 ® f3® f4)(a1 ® az ® a3 @ as)
=([1® f3® f2® fa)(a1 ® a2 ® a3 ® aa)
= fi(a1) ® f3(az) @ fa(as) ® fa(aq)

Le morphisme noté conv(?) dans le diagramme (79) est donné par, Vg € End(H®*) :
conv'?(g) = (myg @ mp)ogo (Ay @ Ag)
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Le demi diagramme de gauche de (79) est toujours commutatif. Cela provient de la structure
d’algebre de Hopf dont est munie la collection des modules End(H®™), n = 1,2,..., définie par
la convolution et la coconvolution. Ici, la convolution est vue comme le morphisme :

End(H®?) — End(H), f — mgo fo Ay (80)

et la coconvolution est donnée par le morphisme :

End(H) — End(H®?),f + Ag o fompy (81)
Plus généralement, on dispose des n morphismes, avec ¢t =1,2,...,n :
End(H®nt1) End(H®™)
f — (Id® .. @IldeomyId®...@Id)ofo(ld®.. @ [d®Ay @ Id® ...® Id)
— — —r —
i—1 fois n—i fois i—1 fois n—i fois
et des n morphismes, avect=1,2,...,n :
End(H®™) 770 End(H®"+1)
f — (Id®.. dRAFRId®...QId)ofo(ld® ... Id@my @ Id® ...® Id)
——— — —— —
i—1 fois n—i fois i—1 fois n—i fois

Le produit et le coproduit ainsi définis sont associatif et coassociatif, dans le sens ou :

conv o convy o = conv o conva g : End(H®®) — End(H)

coconvy 2 o coconv = coconva 3 o coconv : End(H) — End(H®3)

Cela résulte directement de ’associativité de my et de la coassociativité de Ag. On a de plus la
propriété de Hopf, a savoir que coconv est un morphisme d’algébres, avec la commutativité du

diagramme suivant :

End(H®?) —2?  prg(H®4) (82)
End(H) End(H®*)
End(H®?) = End(H®?)

ott coconv® est donné par, Vf € End(H®?) :

coconv® (f) = (Ag ® Ag) o f o (my @ my)

On a en particulier : conv(?) = convy 2 o convz 4 et coconv(?) = coconvs 4 © coconvi 2. La commu-
tativité du diagramme (82) provient de la structure d’algébre de Hopf sur H (Apy morphisme
d’algébres, ou de maniére équivalente mpy morphisme de cogébres), comme le montre le dia-
gramme commutatif suivant, Vf € End(H®?) :
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H®? H®?
A®2J/ m
H® H
Id®T®IdJ/ A
H®4 m®? H®?
!
ez A% e
m lld®7®ld
H H®*
A %m
H®2 - H®?2

Reste un probléme de taille : savoir quelles sont les hypothéses & faire sur la projection = pour
que le demi-diagramme de droite dans (79) soit commutatif.
2.1.5 Autre structure d’algébre de Hopf sur MPR

On a défini a la section 2.1.1 une structure d’algébre de Hopf sur MPR donnée par les for-
mules (64) et (65). On peut la munir d’une seconde structure d’algébre de Hopf, que 'on décrit
maintenant.

Produit : Soient o = [s1,S2,...,Sm] et T = [t1,t2,...,t,] deux permutations, on définit leur
produit par :

m’(o@ﬂzZu*v (83)

ot la somme est prise sur 'ensemble des paires de mots (u,v) telles que supp(u) U supp(v) =
{1,2,...,m+n}, st(u) = o, st(v) = 7, et ot u*v désigne le produit de concaténation des mots
u et v. L'unité est donnée par la permutation vide.

Exemple m/([1,2]®[1,2]) = [1,2,3,4]+[1,3,2,4+[1,4,2,3]+[2,3,1,4]+[2,4, 1, 3]+[3,4, 1, 2]
Coproduit : Soient o une permutation de longueur n et I C {1,...,n}, oy désigne le mot

obtenu en ne gardant que les lettres appartenant a I. Par exemple, si 0 = [4,1,5, 3, 2], o(12) =
[1,2], 011230 = [1,3,2], 0y34,5) = [4,5, 3] Le coproduit est alors donné par :

AN(o) = o,y @ sto(is1,..n}) (84)
=0
On vérifie facilement qu’on définit une counité ¢ en posant £(ZS,) = (0) et £([ ]) = 1.

Exemple A'([4,1,5,3,2]) = 1® [4,1,5,3,2] + [1] ® [3,4,2,1] + [1,2] @ [2,3,1] + [1,3,2] ®
[1,2] +[4,1,3,2] @ [1] + [4,1,5,3,2] @ 1.

Rappel Considérons le Z-module libre M de base I’ensemble des compositions, gradué en

posant deg(a) = wt(a) pour toute composition . On I’a muni des deux structures d’algebres de
Hopf graduées connexes suivantes :
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1. L’algébre de Hopf notée Shuffle avec pour produit mgy, et pour coproduit Agy donnés par
(8) et (9). On notera dans la suite xg;, le produit de convolution dans End(Shuffle).

2. L’algébre de Hopf notée LieHopf avec pour produit le produit de concaténation x et
pour coproduit Ar;eropr donné par (3). On notera *rz le produit de convolution dans
End(LieHopf).

De plus, on définit un crochet de Hopf en considérant le produit scalaire (.,.) pour lequel les com-

positions forment une base orthonormale. En effet, on avait montré que pour toutes compositions
/ 1

a, o a’

(a®d, Agp(a”)) = (axad’,a")

(ALicHops(@), @ @ o) = (a,mgn(a’ @ o))

A la section 2.1.3, on a interprété les éléments de MPR comme des endomorphismes homo-
génes de M, en posant pour o = [s1, S2,...,Sy,] une permutation et pour o = [ay, ag, ..., ay,)
une composition :

() = (A0 (1), Qr(2)s - - - » Ao(m)] = [As15 Asys -+ -5 0s,,]  sin=m
0 sinon

On a vu que la convolution de deux permutations dans Shuffle correspond au produit de permu-
tations défini par (64).

Considérons a présent le produit de convolution de deux permutations o = [s1,S2,..., S| et
T = [t1,t2,...,ty], cette fois-ci dans LieHopf. 11 est donné par :

LieHopf MLieHopf

A oXT B . .
LieHopf ~ “I% LieHopf® LieHopf 225 LieHopf® LieHopf — ~<%"" LieHopf

Remarque 41 Rappelons qu’un élément f € End(M) est dans MPR si et seulement si f com-
mute avec tous les morphismes homogénes de l’algebre de Hopf LieHopf (dualité de Schur Weil).
On vérifie alors trivialement que le produit de convolution mpietops © (0 @ T) © ALicHopr de deux
permutations est un élément de MPR. Il définit donc bien une multiplication dans MPR. Reste
a la déterminer.

Si = [a1,...,ap| est une composition, on a :

p
ALieHopf(O[) = Z B® ﬂc = Z Z [au(1)7 s az/(r)] ® [ay(r—l—l)a s aau(p)]
BCa r=0 veESy
v(l) <...<v(r)
vir+1) <...<v(p)

Ainsi, 0 ® 7 est nul sur tous les termes de la somme si p #m +n. Sip=m+n, 0 ® T est nul
sur tous les termes de la somme sauf si 7 = m, et 'image par 0 ® 7 de AricHopf() est alors :

E a([al,(l), .. ,a,j(m)]) & T([a,,(m+1), ce a,,(p)])
v E Smin
)< ... <v(m)
)< ...<v(m+n)

v(1l
v(im+1

Or, il est facile de montrer que cette égalité se réécrit de la fagon suivante :

Zu([al, cosam]) @ U([@mt1s -+ Gmtnl)
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ol la somme est prise sur les couples (u,v) tels que supp(u) U supp(v) = {1,2,...,m + n},
st(u) = o, st(v) = 7. Reste alors & appliquer le produit de concaténation pour obtenir le produit
de convolution dans LieHopf de o et 7. Ainsi, le produit de convolution de o et 7 correspond au
(second) produit de o et 7 dans MPR (voir la formule (83)).

En procédant de méme qu’a la section 2.1.3, on peut effectuer le calcul du coproduit d’une
permutation. On montre alors que ce coproduit est exactement celui donné par la formule (84).

Théoréme 42 1. (MPR,m/,A") est une algébre de Hopf graduée conneze, non commutative
et mon cocommutative.
2. 0 : (MPR,m,A) — (MPR,m/,A"), §(c) = o~ est un isomorphisme d’algébres de Hopf
homogéne.

Démonstration : On va montrer que la structure d’algébre de Hopf (MPR, m, A) définie par
les formules (64) et (65) est conjuguée de celle de (MPR,m’, A’) par 0, ce qui démontrera les
deux assertions. On doit donc démontrer, pour toutes permutations o et 7 :

m'(c®71) = O(m(fo®07))
Ao) = (B®0)oAob(o)

Notons pour commencer que 1’adjoint pour le produit scalaire (.,.) de 'endomorphisme o : a
o(a) est donné par a — o~ !(a). En effet, pour toutes compositions «, 3 :

<O—(O‘)7ﬂ> = 50(04)7[3 = 5&,0*1(,6) = <Oé,0_1(ﬁ)>

En considérant MPR comme un sous-module de End(M), 6(c) est adjoint de o. Mais, comme
on 'a rappelé, les structures définissant Shuffle et LieHopf sont duales 'une de 'autre. Ainsi,
pour tout f,g € End(M), Vadjoint de f *rg g := ALieriopf © (f @ 9) © MLierops €St AShuf fie ©
(f* ®g*) o mshuffie =: f* *sn g*, ot f* est I'adjoint de f. Deés lors, 'adjoint de o *xp g 7 est
0(0) *gp 0(7). D’ont la premicre égalité.

Pour la seconde égalité, commengons par remarquer que si I = {iy < ... < i} C {1,...,n} et
sioc € Sp,ona:

O(st(og)) = st([o" (1), ..., 0  (ix)]) (85)

alors :

=0
= (st ® st) ( Z u®v> = (st®st)o Agp(o™ 1)
_ A i 0(0-) UXV=0

ce qui prouve la seconde égalité, et termine la démonstration.
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2.2 L’algébre de Hopf des doubles mots dWHA
2.2.1 Définitions et principales propriétés de dWHA

Soit x = {x1,x2,...} un alphabet auxiliaire. Une base du groupe abélien libre dWHA est
donnée par les couples de mots en I'alphabet y dont les supports sont égaux :

p= (g) , supp(p) = supp(o) (86)

Ici, les symboles qui apparaissent n’ont pas d’importance, seul leur ordre dans p et ¢ importe.
Par exemple :

<[$1,$2,931,:E3,133,$1,564]> <[$7,$6,$7,$2,I2,$7,xs]> ([y3724,y3,962,562,y3,$1]> (87)
(T2, 23, T2, T4, 1] [x6, T2, T6, T5, T7] (24, T2, 24, 21, Y3]

désignent tous le méme élément de base de dWHA. On appellera ces éléments des substitutions.

Les substitutions p peuvent s’interpréter comme des endomorphismes de Shuffle, de la maniére
suivante : p agit par zéro sur toutes les compositions dont ’ordre relatif des lettres n’est pas le
méme que pour p, et si P'ordre relatif est le méme, il lui fait correspondre la composition dont
Pordre relatif des lettres est identique a celui de o. Par exemple, si p est la substitution (87) et
a=lal,...,am:

[ag, a3, a2,a4,a1] silg(a) =m =7Tet ag =as=ag, a4 = as
pla) = 0 i
inon

Ces endomorphismes satisfont a une propriété d’homogénéité : ils agissent de la méme fagon
"n’importe ou". Plus précisément, si ® : N* — N* est une application injective et ®, 'applica-
tion correspondante sur les mots, ®,(a) = [®(a1),...,P(ap)], on a :

b, op=pod,

On décrit maintenant la structure d’algébre de Hopf graduée sur dWHA.

Structure de groupe abélien : dWHA est le groupe abélien libre de base I’ensemble des substi-
tutions p. Notons que ce n’est pas une base du produit tensoriel LieHopf® Shuffle, puisque dWHA
en est un quotient, obtenu en annulant les couples de mots ne satisfaisant pas la condition de
supports, et en identifiant les substitutions dont les ordres relatifs des lettres qui les composent

sont identiques. dWHA contient notamment la substitution vide G D, qui agit sur Shuffle en

envoyant le mot vide sur lui-méme et toute autre composition sur zéro.

Graduation : La graduation sur dWHA est donnée par deg(p) = #supp(p). Par exemple, le
degré de I’élément de base (87) est 4. Le degré de la substitution vide est zéro, et c’est la seule
substitution de degré zéro. Le groupe abélien dWHA est donc gradué connexe. Notons de plus
que le rang de chacun des sous-espaces homogénes de degré non-nul est infini.

/
Produit : Soient p = (5 > 0 = <§ ,> deux substitutions. Si nécessaire, réécrivons la deuxiéme

substitution (ou la premiére, ou les deux) de sorte que supp(p) N supp(p’) = . Le produit des
deux substitutions p et p’ est donné par la somme des substitutions :

mawga(p @p') = ( prr ) (88)

(o} XShO‘/
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oul p* p' désigne la concaténation des mots p et p/, Xgp, est le produit de battage, et si u =
01+ ...+ o, est une somme de mots avec supp(o1) = ... = supp(o,) = supp(p) :

(2 =)+ (2)

Unité : L’élément unité e est donné par la substitution vide.

I1 est facile de voir que le produit ainsi défini est associatif, et respecte la graduation. (dWHA, m, e)
est donc une algébre graduée connexe.

Coproduit : Pour définir le coproduit dans dWHA, il est nécessaire d’introduire de nouvelles
notions. Soit a = [ay,...,ay] un mot en lalphabet y. Une bonne coupe de « est une coupe
a = [a1,...,a;] % [ap41,...,am] telle que supp(lai,...,ar]) N supp([artt,...,am]) = @. Les
deux coupes triviales sont toujours de bonnes coupes. Autres exemples, les bonnes coupes du
mot [xa, X3, T2, Tq,x1] sont | | @ [xe, x3, X2, T4, x1|, [T2, T3, T2] @ [24, 1], [T2, 3, T2, T4] ® [21] €t
[x2, x3, 22, x4, 21] ® [ ]. On appelle enfin sous-mot de o un mot de la forme [a;,,...,a; | avec
1< .o..<1p.

Le coproduit dans dWHA est défini, pour toute substitution p = <§ >, par :

Agwralp) = ) (p _:,(101)> ® <p _;(202)> (89)

O1*%02=0

ol la somme est prise sur toutes les bonnes coupes o1 x 09 = ¢ du mot o. Dans cette formule,
p~Y(0;) est 'unique sous-mot maximal de p dont le support est le méme que celui de o;. Cette
définition respecte la graduation et la condition de support des substitutions.

. o x1,T9, 21,3, L3, L1, T4, T1,T
Exemple Calculons le coproduit de la substitution p = <[ 152y 1,23, 3, 2Ly Py Bl 4]>'

(X2, 3, T2, X4, 1]

[x27 xs, $3]) ® ([xla x1,T1,T4,T1, $4])

Aawnalp) = 1@p+ <[x2,x3,x2] (24, 21]

n <[$2,Z3,$3,$47w4]> ® <[I1,$1,$1,fv1]

+p®1
[1‘2, r3, T2, .1‘4] [33‘1] ) P

Counité : La counité est donnée par ¢(p) = 0 si deg(p) > 0 et ¢ prend la valeur 1 en la
substitution vide.

On vérifie alors facilement que (dWHA, Agw g a,€) est une cogébre graduée connexe.

Théoréme 43 (dWHA, mgwmga, e, Aawma,e) est une algébre de Hopf graduée connezxe, non
commutative et non cocommutative.

Démonstration : On veut donc démontrer la commutativité du diagramme suivant :

dWHA®? dWHA®4
mJ/ l1d®7®ld
dWHA dWHA®4
Al lmm
dWHA®? = dWHA®?
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/
Soient pour cela p = <§ >, p = (g,) deux substitutions. Leur produit est donné par :

/ prp
m(p@p) = (U . U,>

Considérons une coupe v = 1 7y d’un battage v de o et ¢’. Si ¢’est une bonne coupe, elle induit
de bonnes coupes de o et o', notées o = 01 x 09 et 0’ = o} * o) puisque supp(o) N supp(c’) = @.
Plus particuliérement, o1 est le préfixe de o composé de toutes les lettres de o qui apparaissent
dans le préfixe 1 de v (notons que ces lettres sont reconnaissables grace a la condition sur les
supports, et qu’elles forment un préfixe (et pas seulement un sous-mot) puisque dans un battage,
les lettres de chacun des deux facteurs apparaissent dans leur ordre initial). De méme, o9 est le
suffixe de o composé de toutes les lettres de o apparaissant dans 7,. De plus, 1 est un battage
de o1 et o, et 2 un battage o9 et o).

Inversement, soient o = o1 * 03 et 0/ = o * o deux bonnes coupes, soit v un battage de oy et
o}, et 2 un battage de o2 et of. Alors 1 * 2 est un battage de o et o/, et tous les battages de
o et o’ sont obtenus de cette facon.

* /
Notons enfin que si ¢ = (p fyp >, ol 7y est un battage de o et o', et si v = 71 x 2 est une bonne

coupe, avec 7y, un battage de o1, o7, 72 un battage o2, o}, alors (toujours pour des conditions
de supports) :

g () =p o) * oY), ¢ () = (o2) x P (oY)

Finalement, I'image de p ® p’ par A om est donnée par :

Z p~Ho1) xp~ (01) ® P (o2) *p~ (o))
01 XSh 0'/1 092 XSh Ué
ou la somme est faite sur 'ensemble des bonnes coupes o = o1 x 09, 0/ = o} * 0. Or, c’est

précisément ce qu’on obtient en appliquant (m®@ m)o (Id®@ 7 ® Id) o (A ® A) a p® p'. Ce qui
prouve le théoréme (modulo des vérifications triviales pour la counité).

/

0

On dispose d’une forme bilinéaire non dégérée (non positive) sur dIWHA définie par :

((0).(8)) =1} so=ei=e "

ou les deux substitutions doivent étre écrites de telle sorte que supp(p) = supp(c) = supp(p’) =
supp(c’). De fagon plus précise, on définit (90) par :

() ()=

si et seulement si il existe une substitution de variables ® telle que ®.(p) = o', p/ = P.(0), et
zéro sinon. Ce crochet est homogéne, dans le sens ol le crochet de deux substitutions de degrés
différents est nul.

Théoréme 44 L’algébre de Hopf dAWHA est auto-duale, i.e. dWHA est munie d’un crochet de
Hopf non-dégénéré donné par (90).

/
Démonstration : On doit donc montrer, pour toutes substitutions p = <g >, p = (g ,) et

p//
p = <0”>’ I’égalité suivante :
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(@) (@) z () (7)) = (el ()

1"— 1 1"
=07 *0'2

ou l'on a supposé, par définition du produit dans dWHA, que supp(p) N supp(p’) = @.

* / /! ) )
Supposons que <( pxp ,> , (p,,>> soit non-nul. Alors nécessairement o’ = p* o, et
0 Xgh O g

puisque supp(p) N supp(p’) = &, c’est une bonne coupe. De plus, p” doit étre un battage de o et

/ /!
o’. Si toutes ces conditions sont vérifiées, alors pxp e p,, =1, et zéro sinon.
o Xgp O o

/ n—1( 1 7nN—1/ 1
N p g p o
De méme, dans <<§> & (g,) , E < Ué 1)) & < 05’ 2)>>, au plus une bonne

o''=clxcl
coupe peut donner un terme non-nul, celle pour laquelle on aurait p = of et p’ = of. Et dans ce
cas, p” est un battage des mots p” (o) et p"~1(a%).

/ /—1 1 /—1 "
N 3 P o P o . ,
A présent, pour que <<§> ® <§,> 3 > ) < J,f, 1)> ® < Ug, 2) >> ait un terme égal

o''=o{x0}
a un (il ne peut y avoir au plus qu'un terme non-nul), il faut que p = of et p’ = ol pour
une bonne coupe o’ = of x off, d’ott 0’ = pxp’ (et il y a au plus une bonne coupe de cette

fagon). Il faut de plus que o = p"~ (o) et o/ = p"~1(aY), et alors p” est un battage de o et

/ 7—1 7 7"—1 1
o’. On a ainsi montré que, si <(§> ® (gl) ’ Z <p 0/5,01)) ® <p 02,02)>> = 1, alors

U/l:Ul/*O'/I
pxp p// '
() (o)) =

/ /!
Inversement, supposons que << pxp ,> , (p,,)> = 1. Alors 0" = pxp’ et p” est un battage
T Xsp O o

de o et 0’. Soit o] le sous-mot maximal de ¢” ayant le méme support que o, vu comme sous-mot de
p". Comme supp(o?) = supp(co) = supp(p), 0" = pxp’ et supp(p)Nsupp(p’) = &, on a donc o =
/ /1—1 7 11—1 1
, . p p P o P o
p, préfixe de o”’. Ce qui montre que <<0> ® <0’> , Z ( O_,f, 1)) ® < aé’ 2)>> =1.
O-//:o./l/*o,//

D’ou finalement le théoréme.

0

Autre structure d’algébre de Hopf : On dispose d’une seconde structure d’algébre de Hopf sur
le groupe abélien libre de base les substitutions, obtenue par une sorte d’imitation de celle de
Shuffle ® LieHopf (de la méme fagon que la structure définie précédement sur dWHA est une
imitation de celle de LieHopf® Shuffle). Elle est définie par :

(e @) = ()

AéWHA((D) = 2 (p(p/jl))(@(l?(p/i)) .

p1¥p2=p

ot la somme dans la deuxiéme égalité est prise sur les bonnes coupes, et ot p(p;) désigne le
sous-mot maximal de ¢ ayant le méme support que p;.
Cette algébre de Hopf est isomorphe & la précédente, I'isomorphisme étant donné par :
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(o) () e

On définit le produit scalaire (.,.)" sur dWHA pour lequel les substitutions forment une base
orthonormale. On a alors la :

Proposition 45 Pour (.,.)', m et Al ;4 sont duales Uune de Uautre, de méme pour m' et
AdWHA~ Ainsi :

PP, Aawna@”))’ (m'(p@p),p") (93)
p.m@ @p") = (Ayyap).p @p")

Démonstration : Puisque 6 est un isomorphisme d’algébres de Hopf :

m' =0omo (0 ®0), ALyga=(0®0)0Aywgaol

Notons de plus que pour toutes substitutions p, p’, on a :

(p,0") = (p,0(p")) = (0(p),p")

La proposition en résulte directement. En effet :

(m'(pep).p’) = (fomo(@@0)(pap).p") =(mo(@e0)(pap)p")
= ((020)(@p), Aawra®@)) = (p@ 1, Aawra@”))’

(Aypap),p @p") = ((0®6)0 AdWHA o 0(p),p @p") = (Aawwaob(p).p @p")
< //)> — <p,m(p/ ®p//)>/

2.2.2 Interprétation de dWHA comme algébre de Hopf d’endomorphismes

Nous avons vu que les substitutions p peuvent s’interpréter comme des endomorphismes de
Shuffle, de la maniére suivante : p agit par zéro sur toutes les compositions « dont I’ordre relatif
de ses lettres n’est pas le méme que pour p, et si 'ordre relatif est le méme, il lui fait correspondre
la composition o, dont I'ordre relatif de ces lettres est identique a celui de o. Plus précisément, si
® : N* — N* est une application telle que ®,(p) = a, alors o, = ®.(0). On peut donc considérer
la convolution et la coconvolution de substitutions. On définit ainsi un produit et un coproduit
sur dWHA, dont on va voir qu’ils coincident avec le produit et le coproduit définis par (88) et (89).

/
Conwvolution : Soit donc p = (g >7 p = <§ ,) deux substitutions qu’on suppose écrites pour

que supp(p) N supp(p’) = &, et notons m = lg(p), n = lg(p'). Leur produit de convolution dans
Shuffle est donné par :

Shuﬁ‘le S Shuffle ® Shuffle ™ PSP, Shuﬁ‘le @ Shuffle =55 Shuffle

Puisque Agy, est le coproduit de déconcatenation (voir la formule (9)), le morphisme p ® p' est
nul sur tous les termes de la somme Agp(a) pour tout mot o de longueur non-égale a m + n. Et
st =[at,...,am,Qmi1,- -, min), alors (p @ p') o Agp(a) = 0, sauf 8’1l existe une application
¢ : N* — N* telle que P, (p) = [a1, ..., am] et Pu(p) = [am+1,- -+ @man]. Et dans ce cas :
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mgp O (p ®p’) o Agh(a> = mgh(q)*(a) (=) (I)*(O'l)) = (I)*(O' X Sh O'/)
On a ainsi montré que le produit de convolution des substitutions p et p’ correspond a la somme

pxp

de substitutions ,
0 Xgh O

Jle. amagwralp®p).

On peut également considérer le produit de convolution de deux substitutions dans LieHopf.
On montre alors, comme précédement, qu’il correspond au produit m’ défini par (91). Il est
possible d’obtenir aussi ce résultat comme suit : on munit le groupe abélien libre M de base
les compositions du produit scalaire (.,.) pour lequel elles forment une famille orthonormale.
L’adjoint de I’endomorphisme p = g € End(M) pour ce produit scalaire est donné par

I’endomorphisme 6(p) = (;) . en effet, soient « et B deux compositions. On peut supposer que

supp(a) = supp(F) (sinon (p(a),5) =0 = (,0(p)(3))). On a alors deux cas :

);
- p(a) = 0, alors (p(a),8) = 0, et il n’existe pas d’application ® : N* — N* telle que
«(p) = a. Or, si 6(p)(B) # 0, il existe & : N* — N* telle que @.(0) = [, et alors :

(a,0(p)(B)) = da,@,(p) = 0.
- p(a) # 0, il existe une application ® : N* — N* telle que ®.(p) = a. Alors :

re*

= § L0

On a ainsi montré que, pour que (p(«a),) = 1, il faut et il suffit qu'il existe une application
¢ : N* — N* telle que @.(p) = a et ®,(0) = 8. De méme, on montre que (o, 0(p)(5)) =1 si et
seulement si il existe une application ® : N* — N* telle que @, (o) = [ et ®.(p) = a. D’on le fait
que 0(p) est 'adjoint de ’endomorphisme p.

Rappelons enfin que (.,.) : LieHopf x Shuffle — 7Z est un crochet de Hopf. Ainsi, I'adjoint de
msp o (p@p') o Agp = m(p@p') est donné par mry o (6(p) @ 0(p')) o Apg =0om(p@yp'), don
le résultat.

Coconvolution : On tente d’adapter ici le procédé utilisé & la section 2.1.3, qui a permis de
définir un coproduit sur MPR. Par commodité, on va étudier la coconvolution coconv(p) d'une
substitution p € End(LieHopf) plutdt que dans End(Shuffle) (on obtiendra le coproduit qui
résulte de la coconvolution dans Shuffle par dualité). Elle est donnée par :

LieHopf® LieHopf ™% LieHopf -~ LieHopfAﬂ{ LieHopf® LieHopf

Pour obtenir un coproduit sur l'algébre dWHA, il est nécessaire d’avoir une "projection" de
I'image de coconv (contenue dans End(LieHopf® LieHopf)) dans iWHAQdWHA C End(LieHopf)®
End(LieHopf). On commence par traiter un exemple.

[x2, T3, T2, T4, 1]
L1,L2,T1, L3, L3, L1, T4
élément de la forme [aq, as] & [bs, by, bs| par coconv(p) :

Prenons p = <[ ]>, et voyons l'image dans LieHopf ® LieHopf d'un

[(11,(12] ® [b37b4ab5] 'i) [CLl,CLQ,bg,b4,b5]

A [b5,a1,bs,a2,a2,b5,bs]  sia; = b3
0 sinon

Reste alors & appliquer Ay . Mais nous sommes 4 la recherche d’un endomorphisme appartenant
a dWHARdWHA. Ce qui est exclu dans ce cas, du fait de la condition a; = b3. Ainsi, le coproduit
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de p recherché agit par zéro sur tout mot de la forme [a1, as] ® [bs, by, b5]. Traitons du cas d'un
mot de la forme [a1, a2, as] @ [by, bs] :

[a17a27a3] ® [b47b5] 'i) [(11,(12,0,3,[)4,()5}

KA (b5, a1, b5, a2, a2,b5,bs]  sia; = a3
0 sinon

ArLH

= 1l® [b5,a1,b5,a2,a2,b5,b4] + ...+ [CLl,CLQ,CLg] &® [b5,b5,b5,b4] + ...
..+ [b5,a1,b5,a2,a2,b5,b4] @1

Il y a un unique terme pour lequel les a; sont tous a gauche, et les b; tous a droite : le terme
[a17 az, CZQ] & [b57 b57 b5a b4] De phlS :

a1, a2, a2] ® [bs, b5, b5, ba] = <({x2’x3’xg]> ® <[ @4, 21) ]>> (la1, a2,a1] @ [ba, bs])

[1‘2,1'3,1'3] T1,T1,T1,T4

Or, c’est exactement la fagon dont agit le coproduit A’(p) sur [a1,ag,a1] ® [ba, bs]. En effet, on
a:

Ap)=10p+ <[352,903,902]) 2 < [z4, 21] ) n <[$2,$3,$2,934]) 2 ( [21] > tp®1
(w2, w3, 23] (21, 21, @1, 4] (w2, w3, ¥3, 24 [x1, 1, 21]

En procédant ainsi plus généralement, on peut montrer qu’on retrouve exactement la formule
(91) pour le coproduit A’ d’une substitution. Par passage a I’adjoint dans End(M), on obtient
le coproduit A, qui résulte lui de la coconvolution des substitutions dans End(Shuffle). En
particulier, la convolution et la coconvolution des substitutions dans End(Shuffle) (ou de maniére

équivalente dans End(LieHopf)) munissent le groupe abélien libre de base les substitutions d’une
structure d’algeébre de Hopf, précisément celle définie & la section précédente.

2.2.3 L’algébre de Hopf des mots WHA

Considérons le sous-groupe de dWHA de base les substitutions de la forme suivante :

tati
p= <§>’ p:[Evl,xl,...,xl,xg,...,xg,...,xm,...,x@] notEien (1, ...,z (94)

r1 fois ro fois rm fois

Ce sont les substitutions p telles que, outre la condition de supports, le mot du haut satisfait a
la proprété : si deux lettres sont égales, alors toutes les lettres entre elles-deux leur sont aussi
égales. Il est immeédiat de voir que le produit de deux substitutions de la forme (94) est une
somme de telles substitutions, et que le coproduit d’une substitution de cette forme est la somme
de produits tensoriels de telles substitutions. On définit ainsi une sous-algébre de Hopf de dWHA.

Une substitution de la forme (94) peut étre codée par une composition de la fagon suivante.
Soit av = [a1,ag,...,an] une composition, on note {a,...,al,} = supp(a), aj < ... < al,. Alors
la substitution associée & a peut s’écrire :

p(a) = <[ma}l,...,aja’,;]> (95)

[1.(117 e 7wam]

oury=adj,...,ri=da,—a,_4,...,r, = a, —al,_,. Inversement, si p = (g) est une substitution

de la forme (94) (attention & la numérotation : quitte a réécrire p dans un nouvel alphabet, on
peut supposer que p est exactement de la forme décrite en (94), on dira alors que p est écrite de
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fagon canonique), alors la composition « associée est obtenue comme suit : si 0 = [z, ..., %],
alors a(p) = [a1,...,a] avec aj = r1 + ... + 71y,

2 3
Exemple : Si a = [3,2,7,2,4], alors p(a) = ([x[xz 30352%13;37731 ])
3y L2, LT, L2, L4

Inversement, si p est la substitution précédente, on la réécrit de facon canonique :

p:< (23, x2, T3, 2} >

[x2, 21, 74,71, 73]

Alors iy =2, r9o=1,r3=1,ry =3¢t i1 =2,i90=1,i3=4,i4=1,i5 =3. Et 'on a :
a(p) =[r1 +ra,m1,m1 +re F 13+ g, v, F o+ 73] = [3,2,7,2,4]

On a défini précédement une bijection entre les compositions et les substitutions de la forme
(94). Par propriété universelle des groupes libres, on dispose donc d’un isomorphisme de groupes
p, du groupe abélien libre engendré par les compositions sur le groupe abélien libre de base
les substitutions de la forme (94). Or, ce dernier posséde de plus une structure d’algébre de
Hopf (c’est, on I'a vu, une sous-algébre de Hopf de dWHA). Le groupe abélien libre de base
les compositions hérite donc d’'une structure d’algebre de Hopf (WHA, mwga, Awpga) définie
comme suit :

mwaa(e® ) = ¢ Ymawra(p(a)®p(B))) (96)
AWHA(OK) = SO_I(AdWHA(p(a)))

Par définition de la structure d’algébre de Hopf sur WHA :

o (WHA, mwpua, Awga) — (AWHA, mawma, Aawra), @ — p(a) defini par (95)

est un monomorphisme homogéne d’algébres de Hopf graduées connexes, WHA étant munie de
la graduation définie par deg(a) = supp(«) pour toute composition «.

Vérifions que le produit my g4 coincide avec celui défini par (69) :
Pour cela, il nous faut généraliser la notion de standardisation & des compositions quelconques.
On note ct(«) = tsupp(a) le contenu d’une composition c. On définit alors :

stdg : supp(a) — {1,...,ct(a)} (97)

comme 'unique application strictement croissante entre ces sous-ensembles ordonnés de N.

I g
Soient & présent o = [a1, a2, . .., an] et § = [b1, ba, ..., by deux compositions, p(a) = <[[ @ “"D
Tays- - Ta,,
[z, .. 2]
et p(B) = [ b17 " Y ) les substitutions associées. Quitte & les réécrire, on peut supposer que
Lbyy- -5 Thy,
t
(a) = ( [z, ..., 2] ) () = [x;1+1,...,x,f+q]
p - ) p - .
[:Estda (a1)s -+« Lstdy (am)] [xn+std5 (b1)r - -+ 7xn+stdlg(bp)]
Alors :
[:U?,...,x;",m;’ff,...,ngq] )
maw g A(p(a) ® = 1
v (p( ) p(ﬂ)) ([xstda(al)’ <. 7-Tstda(am)] X Sh [xn—l—stdﬁ(bl)v s ’xn—i-stdg(bp)]

avec 1; = s; pour 1 < i < n, 11y =t; pour 1 <4 < ¢. On a alors deux cas :
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1. Soit i; = stds(ax), et alors le coefficient correspondant dans la composition est donné par
r+...+ Tstdy (ay) = Q-

2. Soit i; = n + stdg(b;), et alors le coefficient correspondant dans la composition est donné
PAr 11+ - P Tt o Prgstag () = S1F - SnH oty ) = ht(a) +bi

Finalement, la somme de compositions associée est bien :
[a1, a2, ..., am] xgp [ht(@) + b1, ht(a) + b, ..., hi(@) + bp] = mwrua(a ® B)

Il n’est pas simple d’expliciter une formule pour Ay g 4. Donnons tout de méme un exemple
de calcul d’un coproduit dans WHA : pour le cas de « et p de I'exemple précédent, on a :

_ (2] (23, 23, 23] (2%, x2, ] [3]
Aawnalp) =1®p+ (w) ® <[x1,3:4,m1,i:3]> + ([xg,lxl,m,il]) ® <[x3]> +rel
d’ou :
a=032724, Aa)=1®a+[1]®[2,6,2,3 +[3,2,6,2]®[1] +a®1

Nous verrons dans la section suivante que la structure d’algébre de Hopf que nous avons ainsi
pu mettre en place sur WHA généralise bien I’algébre de Hopf (MPR, m, A).

Via la bijection entre compositions et substitutions de la forme (94), on peut faire agir une
composition sur l'algébre de Hopf Shuffle, via la substitution qui lui correspond. Cette action
est différente de celle qui a été mentionnée & la section 2.1.3. Par exemple, pour p et o donnés
précédement, ht(a) = 7, a agit par zéro sur tout mot de longueur différente de 7, et pour un
mot de longueur 7 de la forme [x1, 21, %2, X3, T4, T4, 24], @ agit de la méme maniére que dans la
section 2.1.3, i.e. en prélevant la troisiéme, la seconde, la septiéme, la seconde et la quatriéme
lettre. Mais « agit ici par zéro sur tous les mots de Shuffle de longueur 7 qui ne sont pas de la
forme [z1, z1, 22, T3, T4, T4, 4], & la différence de 'action qu’on a pu définir auparavant.

11 est alors possible de considérer le produit de convolution de compositions dans End(Shuffle),
et la coconvolution de compositions. Par I'analyse effectuée a la section 2.2.2, la multiplication
et la comultiplication ainsi obtenues sur WHA C dWHA sont données par mgwga et DgwHA-
Le produit et le coproduit qu’on obtient de cette maniére sont donc les mémes que ceux qu’on
vient de définir sur WHA.

2.2.4 MPR est une sous-algébre de Hopf de dWHA

Soit 7 = [t1,...,t,] une permutation de longueur n. Notons qu'une permutation est précisé-
ment une composition dont la hauteur est égale a la longueur, et qui n’a pas de multiplicité. On
associe a 7 une substitution de la maniére suivante :

@7 =[t,... . tp) — p(T) = (Hxl’”"x”] > € dWHA (98)

xtl,...,xtn]

Il est facile de caractériser les substitutions obtenues de cette fagon : ce sont précisément celles
pour lesquelles le mot du haut et le mot du bas sont sans multiplicité.

Plus généralement, si 7 = [t1,...,t,] est une composition sans multiplicité, il y a aussi une
substitution de la forme (98) qui lui est associée. En effet, si on note {aq,...,a,} le support de
T, avec a1 < ... < an, la substitution associée a 7 est :

(SR BT

[l’tl,...,l'tn
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ou st est la standardisation, et ou p(st(7)) est définie comme en (98).

Etant donné notre définition, p(7) € WHA C dWHA. Mais a ce stade, il est préférable de
voir MPR comme une sous-algébre de Hopf de dWHA. En effet, on a la :

Proposition 46 L’application ¢ définie par :

0T =[t,... ] € MPR— p(r) = ([th’i:]]
1y sty

> € dWHA (99)
est un monomorphisme homogéne d’algébres de Hopf graduées connexes MPR — dWHA.

Ici, MPR est munie de la structure d’algébre de Hopf définie par les formules (64) et (65), et
dWHA est munie de la structure d’algébre de Hopf définie par les formules (88) et (89).

[]

Démonstration : Immédiatement, ¢ est homogeéne, ¢([ ]) = <[ ]>, et EqWHA© Y = ENMPR.

Soit o = [$1,...,8m] et T = [t1,...,t,] deux permutations. Le produit dans dWHA des deux
substitutions associées 4 o et T est :

< [T1y ooy Ty YLy - -+ s Yn) ):< [T1, . oy Ty Tt 1s -« - s Tnetn) >

[msu o ,ZESm] X Sh [ytla cee 7ytn} ['17517 s ,I’Sm] X Sh [xm+t17 s ,mertn]

Or, c’est précisément la somme des substitutions correspondant a [s1, ..., Spm] X gp[m~+t1,...,m+
tn]. Ainsi, ¢ respecte le produit.

Soit 7 = [t1,...,t,] une permutation, p(7) = <§> la substitution associée. On a :
~1 ~1
Aawralp(r) = > (p(T)Ul (0'1)> ® (P(T)U2(02)> (100)

bonnes coupes

Comme o est sans multiplicité, toutes les coupes sont de bonnes coupes, et toujours parce qu’il
n’y a pas de multiplicité, o1 est une permutation en l'alphabet formé par les lettres apparaissant
dans p(7)"1(o1), qui est lui méme un sous-mot de [z1,...,x,]. Ainsi, quitte & réécrire les sub-
stitutions qui apparaissent dans (100) de fagon canonique (94), la somme des produits tensoriels
de substitutions (100) correspond & :

Zst [t1, .. ti]) @ st([tit1,- - tn))

=0

ce qui montre que ¢ préserve le coproduit.
O

Remarque 47 De facon immédiate, @ est la restriction ¢ MPR du morphisme d’algébres de
Hopf WHA — dWHA défini par (95). Ainsi, (MPR, m,A) est une sous-algébre de Hopf de
WHA (ce qui justifie que WHA soit une généralisation de MPR comme on avait pu lindiquer).

Rappelons que 'on dispose sur MPR d’une seconde structure d’algébre de Hopf graduée
connexe (MPR,m’,A’) donnée par les formules (83) et (84). On avait d’ailleur montré que
0 : (MPR,m,A) — (MPR,m/,A"),0(c) = 0! est un isomorphisme d’algébres de Hopf. On
précise ces résultats ici, en faisant le lien avec les structures d’algébres de Hopf qu’on a pu mettre
en place sur dWHA.
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Proposition 48 L’application ¢ définie par (98) est (aussi) un monomorphisme homogéne
d’algebres de Hopf (MPR,m/ A" — (dWHA,m',A"). L’isomorphisme (dWHA, m,A) LN
(AWHA,m', A") induit un isomorphisme (MPR, m,A) —s (MPR,m', A") donné par T — 77 1.

Démonstration : Il n’est pas difficile de prouver directement le premier point, en s’inspirant
de la démonstration de la proposition précédente. Donnons ici un argument plus rapide a mettre
en oeuvre, en commencant par démontrer le deuxiéme point. Le premier point s’en déduit alors
aussitot, grace a I'isomorphisme 7 +— 771 entre (MPR, m, A) et (MPR,m', A").

Soit T = [t1,...,t,] une permutation. La substitution associée est :

piry = (o)

En lui appliquant 'isomorphisme 6, on obtient :

()

Puisque les compositions du haut et du bas sont sans multiplicité, cette substitution provient
d’une permutation. Pour déterminer cette permutation, il faut réécrire notre substitution de
maniére canonique, i.e. avec les lettres formant la composition du haut dans le "bon ordre". On
obtient :

p(1) = ([xT_l[i; :ij]—l(n)]>

ott 77! est la permutation inverse de 7, soit 77! : t; — i. Ce qui prouve le deuxiéme point, et
termine la démonstration.

On munit MPR de la forme bilinéaire non dégénérée suivante :

(0,7) = { 1 sit=0"1 (101)

0 sinon

Avec ce qui vient d’étre dit, ce n’est rien d’autre que la restriction & MPR de la forme bilinéaire
non dégénérée définie par (90). Il en découle alors immédiatement le résultat suivant :

Proposition 49 1. Les algebres de Hopf (MPR,m,A) et (MPR, m', A") sont auto-duales, et
respectent le crochet défini par (101).

2. Muni du produit scalaire {.,.)" pour lequel les permutations forment une base orthonormale,
(MPR,m,A) est duale de (MPR,m', A").

On a associé & une permutation 7 une substitution p(7) définie par (98). On obtient ainsi une
action de MPR sur Shuffle par I'intermédiaire de (99). En fait, cette action coincide avec celle
qu’on a pu définir par (76). On retrouve en particulier que la multiplication et la comultiplication
de permutations dans End(Shuffle) correspondent au produit et au coproduit dans ’algébre de
Hopf (MPR,m, A).
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2.2.5 Autres exemples de sous-algébres de Hopf de dWHA et de WHA

On donne ici quelques exemples de sous-algébres de Hopf naturelles de WHA et de dWHA

Compositions injectives : Une composition 7 = [t1,...,t,] est dite injective si elle n’a pas de
répétition (pas de multiplicité), i.e. si le cardinal du support de 7 est égal a la longueur de 7.

Pour la substitution associée p(7) = (g) dans dW H A, cela revient a demander que o soit sans

multiplicité (voir (95)). De telles substitutions sont dites injectives (bien siir, cela n’a rien a voir
avec 'injectivité de I'endomorphisme correspondant de Shuffle, qui lui n’est jamais injectif par
définition). Clairement, le produit de deux substitutions injectives est une somme de substitu-
tions injectives, et le coproduit d’une substitution injective est une somme de produits tensoriels
de substitutions injectives.

Le groupe abélien engendré par les compositions injectives est donc une sous-algébre de Hopf de
WHA — dWHA, notée WHA;,;.

Compositions surjectives : Une composition 7 = [t1,...,t,] est dite surjective si elle n’a
pas de "trou", i.e. si ct(17) = fsupp(r) est égal a ht(r) = maxz{ti,...,t,}. En particulier,
min{ty,...,t,} = 1. Etant donné la définition de p(7) = g , il est équivalent de deman-

der que p soit sans multiplicité. De méme, il est immédiat que le produit de deux substitutions
surjectives est une somme de substitutions surjectives, et que le coproduit d’une substitution
surjective est une somme de produits tensoriels de substitutions surjectives.

Le groupe abélien engendré par les compositions surjectives est donc une sous-algébre de Hopf
de WHA — dWHA, notée WHAgy,;. De plus, on a clairement WHA;,; N WHAg,,; = MPR.

Multisupport : Rappelons que le multisupport d’une composition 7 = [t1,...,t,] est l'en-
semble noté msupp(7) des différentes lettres qui apparaissent dans la composition 7 avec leur
multiplicité. Plus précisément, c’est un couple (7),¢) avec T' un ensemble, ¢ : 7" — N* une
application qui associe & chaque élément de T' sa multiplicité. Si T = {t1,...,t,} et o(t;) =
r; la multiplicité de t;, on notera plus simplement msupp(r) = {ti*,...,t;*}. Par exemple,
msupp([6,5,7,2,5,6,1,1,5]) = {12,2,53,62, 7}.

Considérons a présent les substitutions telles que la composition du haut p et celle du bas o
satisfont :

msupp(p) = msupp(o)

I1 est facile de montrer que ces substitutions définissent une sous-algébre de Hopf de dWHA. On
la note dWHAsupp-

Multiplicité bornée : Fixons un entier naturel non-nul b € N*. Considérons les substitutions
pour lesquelles la multiplicité de chacune des lettres qui y apparaissent (dans p et o) est < b.
Elles engendrent également une sous-algébre de Hopf, notée dWHA(b). De nombreuses variantes
peuvent étre proposées, par exemple en ne considérant que les substitutions pour lesquelles la
multiplicité de chacune des lettres (dans p et o), est précisément b.

On peut également définir des généralisations de ’algébre de Hopf dWHA. Par exemple,
considérons les paires de compositions p = <§ telles que supp(p) C supp(o). Le produit et

le coproduit définis dans dWHA s’étendent naturellement, en définissant dans la formule du
coproduit p~!(o;) comme le sous-mot maximal de p dont le support est inclu dans supp(o;),
i = 1,2. De fagon duale, on peut définir une généralisation de (dWHA, m’, A") en inversant le
sens des inclusions dans les conditions de supports.
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Toutes ces algébres de Hopf ont bien stir de nombreuses relations d’inclusions. Elles ont égale-
ment des projections naturelles. On en explicite deux maintenant.

Projection d{WHA — MPR : Dans dWHA, considérons I’ensemble des substitutions p = <g

telles que au moins une lettre apparait dans p ou ¢ ou les deux, avec une multiplicité > 1. On
note Jyuie le groupe abélien engendré par ces substitutions.

Proposition 50 1. Jpunr est un idéal de Hopf de dWHA.
2. L’application ¢ définie par

w:dWHA—>MPR,p»—>{p si p€ MPRC dWHA (102)

0 st pE Jmult
est une rétraction d’algébres de Hopf pour l'inclusion MPR C dWHA.

Démonstration : Montrons que J,,,;; est un idéal de Hopf de dWHA. Si p € Ju, et sip’ est
une substitution quelconque de dWHA, il est clair que leur produit appartient a Jy,., puisque
si p contient un élément de multiplicité > 1, il en est de méme de la concaténation p* p/, et si o
contient un élément de multiplicité > 1, il en est de méme pour un battage de o et ¢’. Pour le
coproduit, si o contient un élément de multiplicité > 1, il en est de méme pour o; ou o3 ou les
deux, puisqu’on somme sur les bonnes coupes de o. Et si p contient un élément de multiplicité
> 1, il en est de méme pour p~'(oy1) ou p~!(02) ou les deux, puisque ce sont deux sous-mots de
p de supports disjoints. Comme enfin, &(Jpu¢) = (0), et S(Jpmue) € Jmur (par le lemme 35),
Jmuit est bien un idéal de Hopf.

Notons que si une substitution p € dWHA n’appartient pas & J,.¢, alors p est associée a une
permutation, i.e. p € MPR. Ainsi ¢ est bien définie. De plus, comme J,,,;; est un idéal de Hopf,
c’est un morphisme d’algébres de Hopf. ¢ est l'identité sur la sous-algébre de Hopf MPR de
dWHA. C’est donc bien une rétraction d’algébres de Hopf pour I'inclusion MPR C dWHA.

O

Standardisation surjective : Rappelons que 'on avait généralisé la notion de standardisation
a des compositions quelconques, en posant pour toute composition a = [aq, ..., an] :

stdg @ supp(a) — {1,..., ct(a)}

comme étant I'unique application strictement croissante entre ces sous-ensembles ordonnés de N,
avec ct(a) = fsupp(a) le contenu de o. On définit alors :

Stsurj : WHA — WHAgyurj, o — [stda(a1), . . ., stdo(am)] (103)
Proposition 51 Le morphisme de groupes abéliens (103) est une rétraction d’algébres de Hopf
pour linclusion WHAg,-; C WHA, et induit une rétraction d’algebre de Hopf pour l’inclusion

MPR C WHA;y;.

Notons que cette rétraction est différente de celle qu’on peut obtenir grace a (102) restreinte a
WHAmj C dWHA.

Démonstration : Cela résulte presque directement de ce qui a déja été fait. En effet, on a

pu observer que, si a est une composition, si <p> est la substitution associée écrite de facon
o
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canonique, les indices des lettres composant ¢ sont précisément donnés par la standardisation
surjective de 0. De plus, la substitution associée & stgurj(a) a le méme mot du bas o, et pour
mot du haut le mot obtenu a partir de p en enlevant toute multiplicité (i.e. en prenant r; = 1
pour tout 7). Ainsi, I'application stds,,; agit sur les substitutions simplement en retirant toute
multiplicité pour le mot du haut dans la substitution. Il est alors facile de constater que stdy,; est
un morphisme d’algebres de Hopf a valeur dans WHA,,,;. C’est de plus I'identité sur WHA,,;,
ce qui fournit une rétraction d’algébres de Hopf pour I'inclusion WHAy,,; C WHA. Si enfin on
restreint cette application & WHA;,;, 'image est clairement contenue dans MPR. On obtient
donc par restriction une rétraction d’algébres de Hopf pour MPR C WHA;;;.

0

Une autre standardisation : On peut associer une permutation & toute composition de la
maniére suivante : soit 7 = [t1,...,t,] une composition, msupp(7) = {t7},..., "} son multisup-
port, avec t; < ... < t,. Pour tout ¢, remplagons les r; entrées dans 7 qui sont égales a t; par les
entiers 1 +...+r;i_1+1,...,7 + ...+ r; dans cet ordre, en posant ryp = 0. On obtient par ce
procédé une permutation qu’on note st(7). Par exemple, st([4,3,3,7,4,8,4]) = [3,1,2,6,4,7,5].
Soit st : WHA — MPR le morphisme de groupes abéliens libres correspondant. On vérifie
facilement que st est un morphisme d’algébres, mais pas de cogébres (reprendre les exemples de
coproduits calculés a la section 2.1.1). On définit ainsi une rétraction d’algébres pour I'inclusion
MPR C WHA, mais ce n’est pas une rétraction d’algébres de Hopf.

Autre graduation : Pour l'algébre de Hopf dWHA, le mot du haut et le mot du bas sont
considérés de maniére similaire. Mais pour la plupart des autres algebres de doubles mots, le
mot de bas joue un role plus "important", et il peut étre intéressant alors de définir une nouvelle
graduation en prenant pour degré la longueur du mot du bas dans la substitution. On obtient
toujours des algébres de Hopf graduées connexes. Mais 4 la différence de la graduation considérée
jusque maintenant, ici les composantes homogénes sont de rang fini.

2.2.6 Composition et cocomposition, secondes multiplications et comultiplications
dans les algébres de Hopf de mots

Toutes les sous-algébres de Hopf de dWHA sont des modules d’endomorphismes de Shuffle
(ou de fagon duale de LieHopf), et la composition des endomorphismes définit une seconde
multiplication pour ces algébres de Hopf de mots. Mais cette loi n’a pas spécialement de propriétés
de distributivité. Par exemple, elle n’est pas nécessairement distributive par rapport au premier
produit au sens des algébres de Hopf : pour que la seconde multiplication my de l'algébre de
Hopf (H, my, Ay) soit distributive a gauche, le diagramme suivant doit commuter :

Id®my

g®3 H®2 (104)
Ayx ®Id®IdJ/ lmn
H® H
Id®T®Id\L Tmz
o4 m@mi H®2

soit, avec les notations de Sweedler, pour tout z,y,z € H :

x X (y Xy 2) = Z(x(l) xmry) xx (2@ xq 2)

T
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Il peut toutefois arriver que la composition induise une seconde multiplication qui soit distri-
butive par rapport & la premiére. Prenons par exemple le cas de 'algébre de Hopf des fonctions
non commutatives symétriques, dont on verra dans la suite qu’elle est une sous-algébre de Hopf
de MPR C dWHA. Ici, la composition (dans MPR, i.e. la composition de permutations) induit
une seconde multiplication dans NSym qui est distributive & gauche par rapport a la premiére
(mais pas distributive a droite)®. Et méme si d’en d’autres cas, il n’y a pas de propriété de distri-
butivité, ou d’autres propriétés intéressantes, il peut étre utile de disposer d’une autre maniére
de produire un nouvel élément a partir de deux autres.

Prenons a présent le cas de dWHA et de ces diverses sous-algébres de Hopf, et voyons comment

p
o

(en tant qu’endomorphismes de Shuffle) est non-nul si et seulement si il existe une surjection
® : supp(p) — supp(c’) telle que @, envoie p sur o’. Et dans ce cas, la composée de ces deux
substitutions (second produit) est donnée par :

/
se composent des substitutions. Soit donc p = < > p = (g,) deux substitutions. Leur composée

mu(p@p)=pop = ((pﬁlo_)) (105)

ot @, (o) est le mot obtenu en appliquant le changement de variables ® au mot o, qui a bien le
méme support que p. Il est facile de voir que toutes les sous-algébres de Hopf WHA, WHA;,;,
WHAgurj, MPR, dWHA(b), dWHAppsupp sont stables par cette seconde multiplication.

Dualement, et sous réserve d’avoir un sens, on obtient un coproduit. Il est donné par la

' ()20

ol la somme est prise sur I’ensemble des éléments 7 de méme support que p et o, et pour lesquels
chacun des deux facteurs dans (106) appartient & une sous-algébre de Hopf appropriée. Montrons
(106) sous réserve d’existence de Ay : on considére ici (.,.)" le produit scalaire sur dWHA pour
lequel les substitutions forment une base orthonormale, H C dWHA une sous-algébre de Hopf,
et p,p/,p” € H des substitutions, alors :

- (An(p),p’ @ ") = (p,mn(p’ @ p”)) = 0 ¢’il n'existe pas de surjection ® : supp(p’) —
supp(c”) telle que @, envoie p’ sur o”.

- S’il existe une surjection @ : supp(p’) — supp(c”) telle que @, envoie p’ sur o”, alors :

y / 1 s 30 supp(p”) — supp(p) : Y (p") = p,
p(s" 0 )) = U, 0®.(0)) =0
D, (a") 0 si

sinon

/

) . . . // q)* / Z
Ainsi, (Apn(p),p’ @ p’) =1 si et seulement si p’ @ p” = <§,> ® (p,,> = <<I>*ég’§> ® <§,,) =

(m*wo*g( L/)) ® <$§§Z§> _ <\If*go”)> ® (\p*fa,,)). D'ott la formule (106) pour Arr.

Notons que dans le cas de dWHA et WHA, il existe une infinité d’éléments 7 vérifiant ces
conditions, et le coproduit n’est alors pas défini. Dans le cas des sous-algébres de Hopf WHA;,;,
WHAgj, MPR, dWHA(b), dWHA psupp, ces éléments sont en nombre fini, et le coproduit ainsi
défini a bien un sens.

8voir la section 2.3.1 sur ce point.
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2.3 Liens entre les algébres de Hopf Sym, NSym, QSym et MPR

On s’intéresse a présent aux liens existant entre les algébres de Hopf Sym, NSym, QSym et
MPR, résumés par le diagramme suivant :

(MPR,m', A") Sym (107)
NSym - T R QSym

Sym/ (MPR, m,A)

ou l'on a indiqué par des pointillés les algébres en dualité. Les morphismes d’algébres de Hopf
7 et ' sont surjectifs, et les morphismes d’algébres de Hopf 4,4’ sont injectifs. De plus, les mor-
phismes 7 et ¢ sont duaux 1'un de I'autre, tout comme 7’ et ¢’. Les parties du diagramme qui ne
concernent pas 'algebre de Hopf MPR ont déja été discutées auparavant (voir section 1.2.4). 11
reste donc & étudier les parties du diagramme qui concernent I'une ou 'autre des deux structures
d’algebre de Hopf sur MPR (qui sont isomorphes).

Notons par ailleurs que 1'on peut changer la paire (MPR,m/,A’) et (MPR,m,A) dans le
diagramme (107), mise en dualité via le crochet de Hopf (.,.)" pour lequel les permutations
forment une base orthonormale, par 'algébre de Hopf auto-duale (MPR,m,A), le crochet de
Hopf étant alors donné par (101). Un diagramme similaire s’en déduit, en remplacant i par
(0 +— o~ 1) oi, et 'algébre de Hopf (MPR,m’/,A’) par (MPR,m,A) (ou en remplacant 7 par
7o (o o 1), et I'algébre de Hopf (MPR, m,A) par (MPR,m', A")).

2.3.1 L’injection d’algébres de Hopf i : NSym — MPR

Soit o = [s1,82,...,Sn] une permutation. On appelle ensemble des descentes de o, et on
note desc(o), le sous-ensemble de {1,2,...,m — 1} constitué de tous les i € {1,2,...,m — 1}
tels que s; > s;41. Il est important de noter qu'un ensemble de descentes n’est pas seulement
un ensemble, mais un sous-ensemble d’un ensemble spécifique {1,...,n}. Ainsi, {1} C {1,2}, est
tres différent de {1} € {1,2,3,4}.

Exemples

- dese([3,2,5,7,1,4,6]) = {1,4} € {1,2,...,6}.

- Sidesc(o) =2 C{l,....m—1}, 0 =1[1,...,m].

- Sidesc(o) ={i} C {1,...,m — 1}, o est un (i, m — i)-battage.

Considérons un ensemble de descentes D = {d; < ... < d,} C {1,2,...,m — 1}. On lui
associe une composition de poids m en posant comp(D) = [dy,de — dy,...,dy — dp—1,m — d,].
Inversement, si a = [a1,aq,...,a,] est une composition de poids wt(«) = m, on lui associe un
ensemble de descentes desc(a) = {a1,a1 + az,...,a1 + ...+ ar—1} C {1,...,m — 1}. Les deux

applications ainsi définies sont inverses I'une de l'autre. Il est important de noter que desc(o)
pour ¢ une permutation, et desc(a)) pour o une composition, sont deux notions différentes.

L’injection i : NSym — MPR :

Considérons le morphisme d’algébres ¢ défini par :
Sp - [1,2,...,n] (108)
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i.e. on associe a la fonction symétrique homogéne compléte non commutative S, la permutation
identité & n lettres. Comme ’on sait que les S, engendrent librement ’algébre associative NSym,
(108) définit bien un morphisme d’algébres. I est homogeéne (de degré 0), puisque les S, sont
homogeénes de degré n. C’est de plus un morphisme d’algébres de Hopf. Pour voir cela, il suffit
de regarder sur les générateurs S,. Or, on a vu :

Angym(Sn) = > Si® S,
i+j=n

ou Sgp = 1. Comme de plus, on a :

wpr(L,2,.n]) = D L2, nlg g @12, 0l 0)

(108) est bien un morphisme d’algébres de Hopf.

Montrons que ce morphisme est injectif. Pour cela, une étude plus approfondie est nécessaire.
Rappelons que, pour toutes permutations o = [s1,82,...,8m] et 7 = [t1,t2,...,t,], le produit
m/y pr(c @ T) est donné par la formule :

myprloc@T1) = Zu*v

ot la somme est prise sur ’ensemble des paires de mots (u,v) telles que supp(u) U supp(v) =
{1,2,...,m+n}, st(u) =0, st(v) =T, et ot uxv désigne le produit de concaténation des mots
u et v.

On étudie les ensembles de descentes de chacun des termes de cette somme. L’ensemble de des-
centes d'un terme u x v de cette somme est égal a desc(o) Um + dese(t) C {1,...,m + n} si
la derniére lettre de la composition u est plus petite que la premiére lettre de v, et & desc(o) U
{m} Um + desc(t) C {1,...,m + n} si la derniére lettre de la composition u est plus grande
que la premiére lettre de v. De plus, ces deux ensembles de descentes possibles sont bien obtenus
pour certains termes de la somme : par exemple, le premier ensemble de descentes est obtenu
pour u = [S1,82,...,8m|, v = [m+ti,m+ta,...,m+t,], et le deuxiéme ensemble de descentes
est obtenu pour u = [n + s1,n + S2,...,n+ Sy, v = [t1,t2, ..., 1]

Par ce qu’on vient de faire et en utilisant ’associativité du produit, on a donc montré que le plus
grand ensemble de descentes (i.e. de cardinal maximal) parmis ceux des termes du produit itéré
des permutations identités suivant :

mirpr V(L a] @[] @@ (L )

est donné par {ai,a1 + ag,...,a1 + ... + am—1}. Et cet ensemble de descentes correspond par
exemple au terme suivant du produit itéré :

m—a+1,n—ar+2,...,n;n—a; —as+1,n—a; —ay+2,...,n—ay;...

nm—a;—ay—...—apm+1l=1,....n—a;1—az— ... — Qp_1 = ap)]

en notant n = wt(a) = a1 + ... + a;,. Puisque ces ensembles de descentes sont tous différents
et sont uniquement déterminés par ai,as,...,ay, les mondmes en les permutations identités
forment une famille libre dans MPR. Ce qui montre que le morphisme défini par (108) est injectif.
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On va donner une forme plus explicite du morphisme (108). Soit pour cela D C {1,...,m—1}.
Une classe de descentes dans MPR est I’ensemble des permutations (de méme longueur) ayant le
méme ensemble de descentes. La somme de la classe de descentes correspondante a D est définie
par :

dp= >  o€MPR (109)
desc(o)=D

ol la somme est prise sur la classe de descentes correspondante a D, i.e. sur I’ensemble des
permutations de {1,...,m} dont ’ensemble de descentes est D. Soit D' C {1,...,n — 1} un
autre sous-ensemble, notons D1 = DUm+ D’ C {1,2,....,m+n—1}, Do = DU{m}Um+ D’ C
{1,2,...,m+n—1}

Lemme 52 On a [’égalité suivante :
mypr(Up ® Ipr) = Ip, +Ip, (110)

Démonstration : Commengons par noter qu’il n’y a pas de multiplicité dans le produit
mhyypr(Up ® Ipr) : en effet, si uxv = o xv' et si u et v/ sont de méme longueur (égale a
m), alors u = u' et v = v'. De plus, on déduit de ce qui a été fait précédement que les termes
de la somme de gauche dans (110), obtenus en faisant le produit de ¥p et de ¥, apparaissent
tous dans la somme de droite (& une multiplicité un). Inversement, soit 7 une permutation de
{1,2,...,m + n} d’ensemble de descentes D; ou Djy. Si 7 = u* v est une coupe de 7 avec u de
longueur m, v de longueur n, alors D = desc(st(u)) et D' = desc(st(v)). Ainsi, 7 est 'un des
termes de la somme de gauche dans (110). Ce qui prouve cette égalité.

O

On a introduit la base des fonctions de Schur R, dans NSym. Rappelons la formule (48) du
produit de deux fonctions de Schur :

Riay.....am)Bor,..bn] = Blag,am brrbn] T Rlay,am+b1,..60]

D’autre part, si D C {1,...,m — 1} est un ensemble de descentes associé a la composition
[a1,a9,...,a,] de poids m, et D" C {1,---,n — 1} est un ensemble de descentes associé a la
composition [by,bs, ..., bs] de poids n, alors :

desc([a1,az,...,ar,b1,ba, ..., bs])

={ai,a1 +ag,...,a1 +ax+...+a,=mm+by,....,m+b+...+bs_1}
=DuUu{m}um+D C{1,2,....m+n—1}

et :

desc([a1,ag,...,ar_1,a; + by, ba, ..., bs])
={ay,...,a1+...4a_1,a1+...+a, +by=m+by,....m+b+...+bs_1}
=DUm+D' c{1,2,.... m+n—1}

Il est maintenant possible d’en déduire une forme explicite pour le morphisme (108) :

Théoréme 53 L’application i : NSym — (MPR,my;pp, Ayypr), morphisme d’algébres de
Hopf homogéne injectif, est donnée par :

Ry — ﬁdesc(a) = Z o (111)
desc(o)=desc(a)
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Dans (111), on fera attention au sens de desc : desc(o) est 'ensemble de descentes de la permu-
tation o, tandis que desc(«) est ensemble de descentes correspondant a la composition .

Démonstration : L’ensemble des fonctions de Schur R, étant une base du Z-module NSym,
(111) définit bien une application linéaire injective. C’est de plus un morphisme d’algébres grace
a (48), a (110) et au calcul effectué sur les ensembles de descentes de compositions. Comme enfin,
pour tout n € N, il envoie R} = Sy, sur [1,2,...,n], c’est donc le morphisme d’algebres de Hopf
i: NSym — (MPR, m;pp, Ay pr)-

g

L’algébre de descentes :

Etant donné ce qui a été fait auparavant, mypr(Up ® Upr) est une somme de classes de des-
centes. De plus, les sommes de classes de descentes (les ¥p) forment une base de I'image de (111).
Cette image est isomorphe & NSym comme algébre de Hopf. On I'appelle 'algébre de descentes
de Solomon, et on la note X..

On peut munir 3 d’une seconde multiplication my donnée par la composition des permuta-
tions, dont on peut montrer qu’elle est distributive a gauche par rapport a la premiére multipli-
cation m’y; pp. On a alors le résultat suivant, da a Solomon? :

Théoréme 54 (X, my) est une sous-algébre de MPR.

Le produit my induit un nouveau produit my sur NSym, distributif & gauche par rapport &
la premiére multiplication m ygym. Puisque la composée de deux permutations identités est zéro
(si elles ne sont pas de méme longueur) ou est la méme permutation identité (si elles ont la méme
longueur), le second produit ainsi obtenu sur NSym est donné par :

my(Sp, ® Sp) = Sy,
mi(Se ®Sg) =0 si wt(a) # wt(F)

Gréce a la distributivité a gauche et aux propriétés de graduations, (112) suffit & déterminer le
second produit. Etant donné la construction effectuée, on a donc obtenu le résultat suivant :

(112)

Théoréme 55 L’algebre (NSym, my) est isomorphe a l'algébre de descentes de Solomon (X, my),
lisomorphisme étant donné par Ra — Ugese(a)-

Par dualité, le produit my induit un coproduit A’ sur QSym, dont on peut montrer qu’il est
défini comme suit!® : Soient X,Y deux ensembles infinis totalement ordonnés et disjoints de
variables qui commutent. On ordonne Z = XY par :

ry<z'ysiz<arouzr=2"ety<y

A’ est alors défini sur QSym par :

F(zy) = ZGi(y)Hi(x)

ot F(xy) est la fonction quasi-symétrique F' évaluée sur 1’ensemble totalement ordonné Z, et ou
le membre de droite est son image canonique dans Z[X U Y.

9voir [14] pour une démonstration.
Ovoir [2] pour ce résultat.
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La projection 7 : (MPR, m,A) — QSym :

Théoréme 56 L’application i : NSym — (MPR, my; pp, Ay pr) induit par dualité une projec-
tion w: (MPR,m, A) — QSym, morphisme d’algébres de Hopf homogéne et surjectif, donné de
facon explicite par :

g Fcomp(desc(a)) (113)

Démonstration : Rappelons plusieurs points. On munit MPR du produit scalaire (.,.)" pour
lequel les permutations forment une base orthonormale. On a vu qu’on définissait alors un cro-
chet de Hopf entre (MPR,m,A) et (MPR,m',A), permettant d’identifier le dual gradué de
(MPR,m',A") avec (MPR, m,A). On a également défini un crochet de Hopf sur le groupe abé-
lien de base les compositions, donné par (Fy, Rg) = 04,3, permettant d’identifier NSym™*, dual
gradué de NSym, et QSym.

Le premier point en découle alors directement par dualité. Plus précisément, montrons que 7
est donné de maniére explicite par (113). Considérons i* : (MPR*, AY; pp,my;pp) — NSym* le
morphisme obtenu par dualité & partir de . Soit f € MPR*, et 0 € MPR tel que f = (o,.)’. On

*(f)=foi={(0,i()) =) AR
B8

Or :

foi(Ra) = (0,i(Ra)) = Yoo o) = { (1) :incifc(a) = desc(o)

desc(T)=desc(a)

Ainsi, foi =R
F,

comp(desc(o))-

))- Bt puisque (Ra, F3) = 04,3, on obtient donc finalement 7(o) =

*
comp(desc(o

Nous verrons dans la suite que la projection (113) peut s’interpréter de fagcon naturelle!!.

2.3.2 Relations d’ordre dans les classes de descentes

Dans la suite, il sera commode de considérer des permutations pour d’autres sous-ensembles
de N que {1,...,n}. Ainsi, toute composition injective peut étre vu comme une permutation pour
le sous-ensemble formé de son support. On définit comme précédement ’ensemble des descentes
d’une permutation o = [by,...,b,] par : i € desc(o) ssi b; > biy1. c’est un sous-ensemble de
supp(c). Soit D un sous-ensemble non-vide de {1,...,n — 1}, on l’écrit dans la suite sous la
forme :

D={i1,it+1,....01 41— Liig,io+ 1,. . ig+jo— 15 yipin+ 1, ip 4+ jr — 1} (114)

avec is, js € N, 45 — (i5—1 + js—1 — 1) = 2. Par exemple, si D = {1,2,6,7} C {1,2,...,7}, i1 =1,
j1:27 i2:6,j2:2,7“:2.

Considérons a présent un alphabet {a1 < as < ... < ap—1 < a,} C N de taille n, et la
permutation suivante de cet ensemble :

Hyoir la section 2.3.6.
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11

Q1+,
Ajy—1 Ay +51—1
a2 gy +1 Qiy+j1+1
ai iy
11+ J1
19
Ao+ jo
Ajy—1 Qjog4jo—1
Ay +j1+2 N / (115)
Ajy+1 Ay +jo+1
111'2
i2 + j2
iy n
Qirtji
@i, —1 @i, tj,—1
/ AN an
iy 1 +jr_1+1 Qi +1 Qi tjr+1
iy @i,
-+ Jr

ot les positions relatives de chaque élément sont prises selon ’ordre des éléments dans N, et ot les
entiers occasionnels sur les lignes du haut ou du bas indiquent la position dans la permutation.
Par exemple, la lettre a;, est la (i1 + j1)-iéme lettre de la permutation. Bien-str, si i1 = 1, la per-
mutation ne commence pas par une "ascention". De méme, la derniére ascention peut ne pas étre
si i+ jr = n. L’ensemble des descentes de la permutation (115) est 'ensemble D donné par (114).

Théoréme 57 La permutation (115) est la plus petite permutation pour ’ordre lexicographique
dans la classe de descentes de l’ensemble des permutations de {a1,as9,...,an—1,a,}, dont len-
semble de descentes D est donné par (114).

La plus petite permutation pour une classe de descentes donnée sera appelée dans la suite une
Isd permutation (pour lexicographically smallest in its descent class). Si D = &, il n’y a qu’une
permutation de classe de descentes D, la permutation identité.

Démonstration : On procéde par récurrence sur la taille de 'alphabet. La propriété est triviale
pour un alphabet de taille 1 ou 2. Supposons la propriété au rang n — 1. Considérons un alphabet
{a1 < a2 <...<ap_1 < ap} C Nde taille n, et un ensemble de descentes D de la forme (114).
On a deux cas & considérer :

(i) 1€ D, ie ip =1

(i) 1¢ D, ie i >1
Dans le deuxiéme cas (i), la permutation (115) commence par I’élément a1, le plus petit élément
de I'alphabet considéré. En otant cet élément de ’alphabet et de la permutation (115), on obtient
une permutation de méme type dont I’ensemble de descentes est D — 1 C {1,2,...,n — 2}. Par

hypotheése de récurrence, (115) auquel on a retiré I'élément a; est la plus petite permutation pour
Pordre lexicographique dans cette classe de descentes. Et comme a; est le plus petit élément de
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lalphabet, (115) est la plus petite permutation pour l'ordre lexicographique dans la classe de
descentes définie par D.

Dans le premier cas (i), I’ensemble de descentes commence par j; descentes consécutives. Ainsi,
une permutation ayant cet ensemble de descentes doit commencer par aj, 41, ou par un élé-
ment plus grand. La permutation (115) commence dans ce cas précisément par 1'élément a;, 1.
Otons cet élément de I'alphabet et de (115). Tl en résulte une permutation de méme forme, dont
I'ensemble de descentes est D\{1} — 1 C {1,2,...,n — 2}. Par hypothése de récurrence, cette
permutation est la plus petite permutation pour l'ordre lexicographique dans cette classe de
descentes. Il suit que (115) est la plus petite permutation pour l'ordre lexicographique dans la
classe de descentes définie par D.

O
On peut réécrire la permutation (115) de la maniére suivante :
a;r a2 ... Q-1 s Ajq g 41 cee Qgy4gy ;o Qg4 4+1 0 - Gig—1 N
a a2 ... G3—1 ;o Q457 Q45 —-1 0 - agq N P = I 2 D | ) (116)
(7 e ai2+j2 e N (07 e aiﬁ_jr N air—l-jr—l-l P O )
Qjotjo - v+ Ay Yooy Qg e Qj,. ;o Qipdj+1 - Qp

Ecrit sous cette facon, il est alors clair qu’une lsd permutation est toujours une involution. On a
également le résultat suivant (qui découle directement de ’écriture d’une lsd permutation sous
la forme (115) ou (116)) :

Proposition 58 Soit 0 = u x v une coupe d’une Isd permutation. Alors u et v sont des lsd
permutations également (dans leurs alphabets respectifs).

Notons que si la coupe est prise lors d'une "ascention", alors ’alphabet de u est de la forme
{a1 < ag < ... < a;} (et celui de v est de la forme {a;4+1 < ait2 < ... < a,}), mais si la coupe
est prise lors d’une "descente", ce n’est pas le cas. Par exemple, pour la Isd permutation :

(12 3456 ;7 ;8 910 ; 11 12
“\12 .65 43 ;7 ;109 8 : 12 11

et pour la coupe 0 = u x v avec u de longueur 9 et v de longueur 3, 'alphabet de u est
{1,2,3,4,5,6,7,9,10} et celui de v est {8,11,12}.

2.3.3 Rétractions de i : NSym — MPR et sections de 7 : MPR — QSym

Dans cette section, on examine la question de 'existence de rétractions de i : NSym — MPR,
qui soient des morphismes d’algébres. De facon duale, cela revient a étudier les sections de
m: MPR — QSym qui soient des morphismes de cogébres.

Soit Jponisq le sous-groupe de MPR engendré par les permutations qui ne sont pas des lsd
permutations.

Proposition 59 J,,5q est un idéal gradué de l’algébre (MPR,m').

Démonstration : C’est une conséquence directe de la proposition 58. En effet, soient o et 7
deux permutations, et supposons qu’au moins 'une des deux ne soit pas une lsd permutation.
Considérons un terme u*v apparaissant dans le produit m’(c ® 7). Si ¢’est une lsd permutation,
alors u et v seraient des Isd permutations. Or, u est une lsd permutation si et seulement si st(u)
est une lsd permutation. Mais st(u) = o et st(v) = 7, d’ott une contradiction. Ce qui prouve que
Jnonisd est un idéal de lalgeébre (MPR,m’). 1l est enfin gradué, puisqu’il est engendré comme
groupe par des éléments homogénes.
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Théoréme 60 Définissons ¢ : (MPR, m') — NSym par :
0 si o n’est pas une lsd permutation
/ITZJ(O-) = R M 1 d :
comp(desc(s)) S1 0 est une Isd permutation

(117)

Alors 1 est un morphisme d’algébres homogeéne, et est une rétraction du morphisme d’algébres
de Hopfi: NSym — (MPR,m’).

Démonstration : Par définition, voir aussi (111), on a 9 o i = Idngym.

Reste & montrer que 1 préserve la multiplication : soient o et 7 deux permutations, et supposons
qu’au moins I'une d’entre elles ne soit pas une lsd permutation. Alors, leur produit appartient a
l'idéal Jyonisa, €t on a bien yom/(c®@7) =0 = mygymo (Y ®1Y) (0 Q7). ¢ est donc multiplicative
dans ce cas.

Soient maintenant o et 7 deux lsd permutations, et notons D C {1,2,...,m — 1} et D' C
{1,2,...,n — 1} les ensembles de descentes respectifs, comp(D) = la1,az,...,a;|, comp(D") =
[b1,b2...,bs]. Comme précédement, on note Dy = DUm + D' C {1,2,....m+n—1}, Dy =
Du{m}Um+D" C{1,2,...,m+n— 1}. Soit p; 'unique Isd permutation dont ’ensemble de
descentes est D;, ¢ = 1,2. 1l suffit de regarder si les p; apparaissent dans m/(c ® 7) (rappelons
que m/(0 ® 7) est une somme de permutations sans multiplicité). En effet, on aura alors :

¢(ml(0 ® 7—)) = w(pl) + ¢(p2) = Rcomp(D1) + Rcomp(DQ)

= R[al7a27--~7ar7b17b2»~~-7bs] + R[Cbl,a27-~~7ar+b1,b2,--~7bs}
(48)

= Rcomp(desc(a))Rcomp(desc(r)) = ¢(U)¢(7)

Soit donc p; = u;*v; une coupe de p;, avec u; de longueur m, v; de longueur n. Par la proposition
58, u; et v; sont des lsd permutations. Il en est de méme de st(u;) et de st(v;), dont les ensembles
de descentes sont respectivements D et D’. Par unicité dans le théoréme 57, st(u;) = o et
st(v;) = 7. D’ou finalement le résultat.

O
Remarque 61 [l n’est pas difficile de donner une formule explicite pour les p;. En effet, puisque
o et T sont des lsd permutations, elles sont de la forme o = [s1,...,5p—1,8p =m,m —1,...,p]
etT=1[q,q—1,...,1,tg11,...,t,] (00 bien sir il est possible que m = p, si o se termine par une

"ascention”, et que ¢ =1, si T commence par une "ascention"). Alors :

p1=1[51,--,Sp—1,sp=m,m—1,....pm+qgm+qg—1,....m+1,m+tyi,...,m+1t,]

est une lsd permutation d’ensemble de descentes D1, et :

p2:[ S1y--+5S8p—1 7m+q7m+q_17"'ap+Q7p+q_17"'7p7m+tq+17"'7m+tn]

alphabet{1,...,p—1} alphabet{p,...,m+q} alphabet{m+g¢+1,....m+n}

est une lsd permutation d’ensemble de descentes Ds.

Soit MPR;sq le groupe abélien libre engendré par les Isd permutations. Par la proposition 58,
MPR,q est une sous cogébre de (MPR, A)'2.

12Cest aussi une sous-cogébre de (MPR, A’) puisque 'isomorphisme (MPR,A) — (MPR,A’), o +— o~ " est
l'identité sur MPR;sq.
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Théoréme 62 Considérons le diagramme commutatif suivant :

MPRygq MPR (118)
QSym = QSym

ou " est définie comme la restriction de ™ a MPRysq. Alors, @ est un isomorphisme de cogébres
homogéne, et son inverse est une section de la projection d’algébres de Hopf : (MPR,m,A) —

QSym.

Démonstration : Comme composée de deux morphismes de cogeébres, 7" est un morphisme
de cogébres. De plus, pour toute composition « de poids m, il existe une unique lsd permutation
o de I'ensemble {1,...,m} telle que comp(desc(c)) = . Ainsi, 7 est une bijection entre la base
formée des lsd permutations dans MPR.q et la base formée par les F,, dans QSym. 7" est donc
un isomorphisme de cogébres.

0

En fait, la section de cogébres de m du théoréme précédent est égale a la section de cogébres
obtenue par dualité a partir du théoréme 60 : en effet, soit ¥* : NSym" — (MPR*,m/*) le
morphisme obtenu & partir de 1 par dualité. Pour toute composition «, et pour toute permutation
o,o0n a:

1 sio est la lsd permutation tq comp(desc(o)) = «
* [ Tk _ % _
VR0 = Rov) ={ § 5
En utilisant les isomorphismes NSym* ~ QSym et (MPR*, m*) ~ (MPR, A), on obtient ainsi un
morphisme de cogébres QSym — (MPR,A) qui & F,, associe ['unique permutation o telle que
comp(desc(o)) = a.. C’est de plus, par construction, une section de 7. Et c’est trés exactement
celle définie au théoréme 62.

2.3.4 Ordre faible et ensembles de descentes

Soit Inv(c) = {(i,j) € {1,...,n} x {1,...,n} 1 i < jets; > s;} 'ensemble des inversions
pour une permutation o = [s1,..., S| € Sp,. L'ordre faible & gauche sur Sy, est défini par :

0 <ofg T < Inv(o) C Inv(T) (119)

On définit ainsi un ordre partiel sur S,, avec un plus petit élément, la permutation iden-
tité (d’ensemble d’inversions vide), et avec un plus grand élément, donné par la permutation
[m,m—1,...,2,1].

A tout ensemble partiellement ordonné P on associe un graphe, appelé diagramme de Hasse,
construit ainsi : les éléments de P sont placés verticalement de sorte qu’un élément u est au
dessus de v dans le diagramme si et seulement si v est plus grand que v pour 'ordre sur P. De
plus, il y a une liaison entre u et v si et seulement si u est plus grand que v et qu’il n’y a pas
d’autres éléments de P entre v et u.

Dans le cas de l'ordre faible a gauche défini par (119), on peut montrer que la permutation
o est lice a 7 et est au dessus de 7 si et seulement si il existe des éléments s;, s; avec i < j et
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s; = s; + 1, tels que 7 est obtenue & partir de o en permutant s; et s; (et en laissant ses autres
éléments inchangés). On construit les diagrammes de Hasse pour l'ordre faible a gauche pour Sy
et S3 :

21
12

Sa

321

312 231

AN N
213 132

N
123

S3

Remarque 63 L’ordre lexicographique raffine l'ordre faible a gauche dans le sens ol : 0 >,z
T = 0 >ep T Cest presque immédiat, étant donné la description faite de l’ordre faible dans le
diagramme de Hasse.

Théoréme 64 Soit D C {1,...,m— 1} un ensemble de descentes. Alors, le sous-graphe du dia-
gramme de Hasse pour l'ordre faible a gauche formé par la classe de descentes de D, i.e. par les
permutations de Sy, d’ensemble de descentes D, est connexe avec un unique plus petit élément
(pour lordre faible). Cet élément est une lsd permutation. Cette classe de descentes contient
également un unique plus grand élément (pour l'ordre faible), cet élément étant une lld permu-
tation, i.e. la plus grande permutation dans la classe de descentes pour l'ordre lexicographique
(lexicographically largest in its descent class).

Démonstration : On démontre ce résultat par récurrence sur la longueur m. Les cas m = 1,2
sont triviaux. Supposons a présent la propriété pour tout k < m — 1. Soit 0 = [s1,...,$m] € Sm.
On a deux cas & considérer :

(i) 1 ¢ D. Supposons que s1 # 1. Comme s > s1, s1 — 1 € {s3,..., 8y, }. Alors, en permutant
s1 et s1 — 1, on obtient une permutation plus petite pour l'ordre faible a gauche, avec
le méme ensemble de descentes et dont le premier élément est plus petit strictement. En
répétant cette oppération, on obtient finalement une permutation plus petite pour I'ordre
faible & gauche, de méme ensemble de descentes et dont le premier élément est 1, que 'on
note 7 = [1,ta,...,ty]. Par hypothése de récurrence, [to, ..., ;] peut étre ramenée a une
Isd permutation (pour l'alphabet {2,...,m}) de méme ensemble de descentes, grace a des
"transpositions décroissantes pour 'ordre faible" (on utilise ici I'hypothése de diagramme
connexe au rang m — 1). Ces "transpositions décroissantes pour 'ordre faible" peuvent étre
effectuées de la méme maniére sur 7, puisque tout ce qui a été fait sur [to,...,t;] ne fait
pas intervenir la lettre 1.

(ii) {1,...,i—1}Cc D,i¢ D (sipi€ D, o =[m,m—1,...,2,1] et il n’y a rien & démontrer,
puisque la classe de descentes de o est réduite a un élément). o est de la forme :

O':[81>82>...>8i<8i+1,8¢+2,...,8m]
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Sis; > 1, alors s; — 1 € {sj42,...,8nm}. Ainsi, s; et s; — 1 peuvent étre échangés, et
I’on obtient alors une permutation plus petite pour l'ordre faible & gauche, avec le méme
ensemble de descentes et dont le i-iéme élément est plus petit strictement. En répétant
cette opération, on peut ainsi ramener o & une permutation de la forme :

o=[s1>s2>...>1< 841,542, --,5m]

grace & des "transpositions décroissantes pour ’ordre faible", ’ensemble de descentes étant
préservé. Procédons & nouveau par récurrence : supposons que o est de la forme :

O':[Sl>52>...>Sk>’l“>’l"—1>...>1<Si+1,$i+2,...,sm]

Alors s — 1 n’est pas dans {sj,...,sx_1}, ni dans {1,...,r} sauf si s = r + 1. Ainsi, si
sg # r—+ 1, on obtient en échangeant s; et s — 1, une permutation plus petite pour 'ordre
faible & gauche, avec le méme ensemble de descentes et dont le k-iéme élément est plus
petit strictement. En répétant cette opération, on raméne o & une permutation de la forme
[s1>82>...>81>r+1>r>r—1>...>1<t1,tito,...,ty]. Par principe de
récurrence, o peut donc étre ramené sous la forme :

g = [i,i—1,...,2,1,8i+1,si+2,...,8m]

Par hypothése de récurrence, on peut transformer [$;11, Sit2, ..., Sn] en une lsd permuta-
tion 7 en l'alphabet {i + 1,...,m}, grace a des "transpositions décroissantes pour ’ordre
faible", I’ensemble de descentes étant préservé. Dés lors, [i,7 — 1,...,2,1] x 7 a le méme
ensemble de descentes que o et est une Isd permutation.

Ce qui termine de démontrer le premier point.

Le deuxiéme point, qui concerne lexistence d’un unique plus grand élément (pour l'ordre
faible), en résulte puisque I'application :

o=1[81,..,Sm]r—T=[Mm+1—s1,....m+1—sp]
renverse 'ordre faible et I'ordre lexicographique, et satisfait desc(7) = {1,...,m — 1}\desc(o).
]
2.3.5 Ascension globale et ensembles de descentes
Une ascension d’une permutation o = [sy,..., s;] est un entier p € {1,2,...,m — 1} pour

lequel s, < spy1. L'ensemble des ascentions d’une permutation est notée asc(o). Une ascension
pe{1,2,...,m— 1} est dite globale si :

s; < sj pour tout i < p,j =>p+1 (120)
L’ensemble des ascensions globales d’une permutation est noté gasc(o). Bien entendu, gasc(o) C
asc(o). De méme, une descente p € {1,2,...,m — 1} est dite globale si :

s; > sj pour tout i < p,j =>p+1 (121)

L’ensemble des descentes globales d’une permutation est noté gdesc(o). Une permutation pour
laquelle I'ensemble des descentes globales est égal a I’ensemble des descentes est dite fermée.

Théoréme 65 (i) 0 = [s1,...,8m]| est une lsd permutation si et seulement si gasc(o) =
asc(o).

(ii) Une permutation est fermée si et seulement si c’est une lld permutation.
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Démonstration : Etant donné la description faite des Isd permutations dans la section 2.3.2,
voir notamment (115), il est immédiat que I’ensemble des ascensions globales est égal & ’ensemble
des ascensions pour une lsd permutation. Inversement, on procéde par récurrence sur la longueur
de la permutation. La propriété est clair pour m = 1,2. Supposons la propriété pour tout
k < m — 1. Soit o = [sq,...,Sy| une permutation telle que toutes ces ascensions sont globales.
Soit 4 la premiére ascension, o est donc de la forme :

o=1[51>82>...> 81> 8 < Sitly.--,5m)

Puisque 'ascension est globale, ’élément 1 ne peut apparaitre a droite de s; dans ¢. Ainsi s; = 1.
Si ¢ = 1, ’hypothése de récurrence permet de conclure. Sinon, I’élément 2 ne peut apparaitre a
droite de s; = 1 (puisque s;—1 > 2). Ainsi, o est de la forme :

oc=1[s1>8>...>2>1<S8i41,...,5n]

En poursuivant ce raisonnement, on obtient que o est de la forme :

oc=[i>1—1>...>2>1<Si41,..-,5mn]

Il suffit alors d’appliquer ’hypothése de récurrence a la permutation [s;y1, ..., Sy,] pour obtenir
le résultat. On conclut par principe de récurrence.

Le second point s’ensuit, en observant que si :

o=1[81,...,8mlet T=[m+1—s1,....,m+1—sp]

alors asc(o) = desc(t), gasc(o) = gdesc(T), et cette transformation renverse 'ordre lexicogra-
phique.

g

Soit MPRy;4 le sous-groupe de MPR engendré par les lld permuations. Si u v est une coupe
d’une permutation fermée, i.e. pour laquelle les ensembles de descentes et de descentes globales
coincident, il en est alors de méme de u et de v, et de leurs standardisations. Ainsi st(u) et
st(v) sont des lld permutations par le théoréme précédent, ce qui montre que MPRy; est une
sous-cogebre de (MPR, A). Elle est de plus graduée, puisqu’elle est engendrée par des éléments
homogeénes. Il en résulte une autre section de cogebres de 7w : (MPR, m, A) — QSym (différente
de celle obtenue au théoréme 62) :

Théoréme 66 Considérons le diagramme commutatif suivant :

MPRy4 MPR (122)
QSym = QSym

ou " est définie comme la restriction de m & MPRyy. Alors, ™ est un isomorphisme homogéne de
cogebres, et son inverse est une section de la projection d’algébres de Hopf 7 : (MPR, m,A) —

QSym.

On peut démontrer ce résultat par une preuve analogue au théoréme 62. D’une autre maniére,
le théoréme précédent résulte directement du théoréme 62, et du fait que 0 — 7 = [m + 1 —
S1,...,m + 1 — s,,] est un automorphisme de la cogébre (MPR,A). En effet, on a le résultat
suivante :
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Proposition 67 Notons wy, = [m,m—1,...,1] € S,,, et 0 o1 la composition des permutations
dans Sy,. On définit une application linéaire X : MPR — MPR (resp. u : MPR — MPR) en

posant sur chaque composante homogéne Sy, : 0 € Sy, 2 00 Wy, (resp. o € Sy, LR Wy © 0).
Alors, A (resp. j1) est un automorphisme pour myrpr et Ay pp (resp. My pp et Aypr) et un
anti-automorphisme pour m/y;pr et Ayrpr ((resp. mupr et Ay pr). En particulier, o € Sy, —
Wiy, © 0 O Wy, €St un anti-automorphisme pour les deux structures d’algébres de Hopf sur MPR.

Remarque 68 Si o = [s1,52,...,5n] € Sm, alors 0 0wy, = [Sm,...,S2,51] et wy, 00 = [m +
1—51,...,m+1—sy].

Démonstration : Rappelons que si on munit MPR du produit scalaire (., .)" pour lequel les per-
mutations forment une base orthonormale, (MPR, m, A) est duale de (MPR, m’, A"). De plus, on
sait que 6 : (MPR, m,A) — (MPR,m', A"),0(c) = 0! est un isomorphisme d’algébres de Hopf.

Pour tout m € N* w,, est involutive. On a donc o X = pof. De plus, A et u sont autoadjointes.
Pour A par exemple : pour toutes permutations o, 7 de méme longueur m :

<)\(U)7 T>/ = 5)\(0),7- = 5aowm,7' = 50,Towm = <U7 )\<T)>/

Il suffit de montrer que A est un automorphisme pour myspgr et un anti-automorphisme pour
Appr. Le reste de la proposition s’en déduira alors comme suit : pour toutes permutations o,
o./ O_// :

(A®A)oA(0),0" ® ") (A(0), A@A) (' ®@0")) = (o,mo (A@N) (o' @ "))
= (o Aom(0 ©0")) = (A o A(0),0' @ o)
(Aom/(c@0d’),0") = (e®@0",AoN0")) =(0@0d",(A®A)oT0A(s"))

= (moro(A@AN)(0®0’),0")

Ainsi, X est un anti-automorphisme pour m’ et un automorphisme pour A’. Pour yx, montrons par
exemple que c¢’est un automorphisme pour m’ et un anti-automorphisme pour A’, on procédera

pie q P P p p ) P
de méme pour m et A.

mo(peu) = fomo(@®)o(u@pu)=0omo(A®@\) o (dx0)
= fodomo(0®0)=pohomo(d®0)=pom’
ANop = B@0)cAochlopu=0x0 oAoNol
= B0 o(A@N)oToAocl=(u@pu)oTo(@®0)oAol=(u®@u)orol

On montre donc que A est un automorphisme pour m et un anti-automorphisme pour A.
Pour cela, on réécrit (64) de la fagon suivante :

m(oc®d')=0c xg, 0

ott ¢’ est la composition obtenue & partir de o’ en remplagant les lettres i par i + lg(c). Com-

mencons par remarquer que A est un automorphisme pour Xgp, puisque sl o= [81, ceey Sm} et
OJ = [8/1, ey Sln] sont des permutations de longueurs reSpeCtiVeS m et n,on a:
/ / /
A(O‘ XSh O ) = )\ Z [811*1(1)7" . ,Syfl(m),syf1(1),. ..,Syfl(n)]

v (m,n)—battage

— Z [S;,l(n),.. . ,32/71(1),(91]—1(,”1),. ..,Sy—l(l)]

v (m,n)—battage

= [S;l,...,sll] X Sh [sm,...,sl] = [Sm,...,sl] X Sh [s;l,...,sll] = )\(O‘) X Sh )\(O‘l)
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On a donc :

Aom(a@a’) = )\(O' XShOﬁ);)\(U) X Sh )\(?)

= Mo)xsp M) =mo(A@ ) (o ®d)

ToAoXo) = Y sto)®stu)= Y st(A(u)) @ st(A(v))

uxv=X\(0) uxv=o
= ) Ast(u) ® A(st(v)) = (A® A) 0 A(0)

Ce qui prouve que A est un automorphisme pour m et un anti-automorphisme pour A.

2.3.6 La cogébre des coupes incisives

Considérons encore le groupe abélien libre de base ’ensemble des compositions. On définit le
coproduit suivant :

m m
A(OZ): E [al,...,ai]®[ai+1,...7am]—|— E E [ah...,aj,l,bj]®[cj,aj+1,...,am] (123)
1=0 Jj=1 bj+cj; =aj
bj,c; >0
pour toute composition a = [aq, ..., a;]. La premiére somme consiste en les coupes classiques sur

QSym. Dans la deuxieéme somme, chaque a; > 1 est scindé en deux de toutes les fagons possibles :
ces coupes sont dites incisives. On montre facilement que A est coassociatif, de counité & qui vaut
1 sur le mot vide, et zéro sur toute autre composition de longueur > 0. On définit une graduation
en posant pour toute composition «, deg(a) = wt(a). Les composantes homogeénes sont ici de
rang fini (la composante homogeéne de degré n étant de rang p(n), nombre de partitions de 'entier
n). On a ainsi construit une cogébre graduée connexe, qu’on note CCL

Théoréme 69 Considérons le morphisme de groupes abélien défini par :

(MPR,A) — CCI,0 — comp(desc(o)) (124)

ot comp(desc(o)) est la composition associée a l'ensemble de descentes de la permutation o.
Alors, (124) est un morphisme de cogébres homogéne.

Remarque 70 Ce résultat semble a premiére vue raisonnable, puisque le nombre de termes dans
(123) estm—+1+370" aj—1 = wt(a)+1, alors que le nombre de termes dans A(o) est lg(o)+1
(en notant que wt(comp(desc(o))) = lg(o)).

Démonstration : Soit ¢ une permutation de longueur n. On considére son ensemble de des-
centes : D = {dy,...,dm—1} C {1,2,...,n—1}. a@ = comp(desc(c)) est donc de longueur m et
de poids n. Rappelons que :

a=1la,...,anml,a; =d; —di—1,avec dy = 0,d,, = n

En particulier, (124) est bien homogéne (de degré 0).

Considérons o = u * v une coupe non-triviale de o, avec lg(u) =r et lg(v) =n—r, 0 <r < n.
Le terme correspondant dans A(o) est st(u) ® st(v). La question est maintenant de connaitre les
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compositions associées aux ensembles de descentes de st(u) et st(v), i.e. encore les compositions
associées aux ensembles de descentes de u et v. Soit j 'unique indice tel que :

dj <r <djq1, je{0,1,...,m—1}
On a alors deux cas :

- Si dj = r, I'ensemble de descentes de u est égal a {di,...,dj—1} C {1,2,...,r — 1}, et
la composition associée est [a1,...,a;]. L'ensemble de descentes de v est égal a {d;j;1 —
... dm—1—1} C{1,2,...,n—r—1}, la composition associée étant [a;1,. .., ap). Dans
ce cas, on obtient une coupe classique, et un terme de la premiére somme dans (123).

- Sidj < r,solent bj1 =71 —dj et cji1 = djy1 —r. Notons que bjy1 + ¢j41 = aj41. Dans

ce cas, I’ensemble de descentes de u est égal & {d1,...,d;} C {1,2,...,r =1}, et celui de v
est égal & {dj11 —r,...,dm—1 —7r} C{1,2,...,n—r —1}. Les compositions associées sont
respectivement [a1, ..., a;,bj41] et [cj41,aj42,...,am,]. Dans ce cas, on obtient une coupe

incisive, et un terme de la deuxiéme somme dans (123).

Tous les termes de (123) sont ainsi obtenus, ce qui démontre le résultat.
O

Considérons le dual gradué CCI* du groupe abélien CCI, et notons (R),) la base duale, indéxée
par I’ensemble des compositions. La structure de cogébre sur CCI induit une structure d’algébre
sur CCI*, donnée par :

Ealv---vam]R/[bla---vbn] = Ealv---vamvblv---»bn} + R/[aly---yam"l‘blp--ybn} (125)

Or cette formule nous est familiére, puisque c’est exactement la multiplication des fonctions de
Schur (voir (48)). Ainsi, CCI" est isomorphe comme algébre & NSym. Et par passage au dual,
CCI est isomorphe & @QSym comme cogebre, I'isomorphisme étant donné par o — F, (puisque
les R, et les F,, forment des bases duales).

On retrouve une partie d'un résultat déja obtenu, & savoir 'existence d’une projection 7 :
(MPR,m,A) — @QSym, morphisme d’algébres de Hopf homogeéne et surjectif, donné par :

g Fcomp(desc(a))

Seulement, cette projection qu’on avait obtenu par dualité, apparait ici de maniére plus naturelle.

3 Fonctions non-commutatives symétriques associées a un code,
factorisation de Lazard, et vecteurs de Witt
3.1 L’anneau des vecteurs de Witt

Soit X = {X1, Xs,...} un ensemble d’indéterminées qui commutent. On définit la suite de
polynémes (wy,) & coefficients dans Z comme suit :

w1 (X) = X1

we(X) = X?+2X

wa(X) = S dxpe (126)
dln
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Considérons @ un polynéme a deux variables a coefficients entiers. On définit les polynomes
¢i(X1,...,Xi;Y1,...,Y;) par la formule de récurrence suivante :

(W (X1, .., Xn)s wn(Y1, ..., Yn)) = wn(d1(X1; Y1), o, 0n(Xis. oo, Xos Y1, ..., V) (127)

ce qu'on peut réécrire de facon synthétique : ®(wy,(X), w,(Y)) = wn(¢(X;Y)). Etant donné
(126), il est clair qu’il existe bien des polynémes ¢;(X1,..., X;;Y1,...,Y;) & coefficients dans Q
qui satisfont (127) (puisque X, peut s’écrire comme un polynoéme en les wq(X),...,w,(X) a
coefficients dans Q).

Proposition 71 Les polynomes ¢, définis par (127) sont a coefficients entiers.

Démonstration : On procéde par récurrence sur n. Le cas n = 1 est trivial. Supposons n > 2,
et que pour tout ¢ < n, ¢; est a coefficients entiers. Soit p un nombre premier quelconque, et
notons n = pFm avec pged(p, m) = 1. Nous allons montrer que ¢,(X;Y) € Ly X;Y]. Si k=0,
cela résulte directement de @ (wy,(X), w,(Y)) = w,(¢(X;Y)), puisque pour écrire X,, en fonction
des w1 (X),...,w,(X), on a besoin de diviser uniquement par n, et les seuls dénominateurs qui
peuvent apparaitre dans les coefficients sont premiers avec p. Supposons donc k > 1. On a :

Wi (X) = wy/p(XP) + p*(mX,, + termes en X1,..., X, 1) (128)

ot pour X7, il faut comprendre (X?, XJ' ...). En effet :

wa(X) = Saxy =3 axyte Y axp

dln dlp~in d|n,dfp~—1n
d
= w,,(X")+ Y dxy
d|n,dfp—1in

Mais si d | n,d {p~'n, on doit avoir d = p*d’ avec d’ | m. Ce qui prouve (128).

Puisque @ (wy(X), wn(Y)) = wn(¢(X;Y)), on obtient avec (128) :
nn(X;Y) + p*(termes en ¢ (X;Y), ..., ¢n_1(X;Y)) + Wy p (AP (X3Y)) = @(wn(X), wa(Y))  (129)

Par hypothése de récurrence, les ¢, sont a coefficients entiers pour tout r < n. On a donc
P (X;Y) = ¢,(XP;YP) mod(p) pour tout r < n. Mais alors : 7 (62(X; Y)™"™ = r (¢ (XP; YP))/"
mod(p*) pour tout r | n,r < n. Ainsi :

wn/p(¢p(X; Y)) = wn/p(¢(Xp; Yp)) mOd(pk)

D’autre part, en substituant (128) dans ®(wy, (X ), w,(Y")), on obtient (puisque ® est a coefficients
entiers) :

@(wn(X),wn(Y)) = (I)(wn/p(Xp>vwn/p(Yp)> mOd(pk) = wn/p<¢(Xp;Yp>) m0d<pk) (130)
En combinant (129) et (130), on obtient que n¢,(X;Y) = 0 mod(p*), ce qui prouve que

on(X;Y) € Z[X;Y]. Comme ceci est vrai pour tout nombre premier p, on a donc montré
que ¢, (X;Y) € Z[X; Y], ce qui termine la démonstration par principe de récurrence.
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En prenant pour ® les polynémes ®(Z1,Zs) = Zy + Zo ou Z1Z5 ou —Z7, on définit ainsi des
suites de polynémes ¥ = (X1, X9,...), II = (11, s, ...), ¢ = (¢1,t2,...), qui vérifient :

W (2) = wnp(X) + wn(Y), wn (1) = wy (X)wn(YV), wn (1) = —wn,(X) (131)

Soit A un anneau commutatif, et soit W(A) 'ensemble des suites (a1,az,...),a; € A. On
définit une addition et une multiplication sur W (A) en posant :

(a1,a2,...)+ (b1,b2,...) = (Zi(a1;b1),X2(ar,a2;b1,b2),...)

132
(a1,az,...)- (b1, b2,...) = (Ii(ar;b1),2(ar,az;by,ba),...) (132)

Théoréme 72 L’ensemble W(A) muni de 'addition et de la multiplication définies par (132)
est un anneau commutatif, avec 04 = (0,0,...), 14 = (1,0,0,...), et :
(a1,az2,...)+ (t1(a1),t2(as,az),...) =(0,0,0,...) (133)

De plus, si ¢ : A — B est un homomorphisme d’anneauz, alors :

W(g)(a1,az,...) = (#(a1), ¢(az2), .. ) (134)

est un homomorphisme d’anneaur W(A) — W(B). Enfin, w, : W(A) — A est un homomor-
phisme d’anneaux pour tout n > 1.

Démonstration : Supposons pour commencer que A est une Q-algébre. Alors, 'application
w: W(A) — AN a = (a1,a9,...) — (wi(a),wz(a),...) est une bijection, telle que pour tout
a,beW(A):

w(a + b) = (w1 (21<a1; bl)) , W2 (Zg(al, as; by, bg)) R )
= (wi(a1) +wi(b1),wa(ay,az) + wa(by, ba),...)

w(a-b) = (w1 (Hl(al;bl)),wg (Hg(al,CLQ;bl,bg)),...)
= (w1 (al)wl(b1), wz(al, ag)wz(bl, bg), .. )

Ainsi, w préserve I'addition et la multiplication entre W (A) et AN, ou l'addition et la multi-
plication sont prises composantes par composantes. Mais, AN muni de cette addition et de ce
produit est un anneau commutatif. Donc W(A) est un anneau commutatif dans ce cas. De plus,
w(0,0,0,...)=(0,0,0,...), w(1,0,0,...) = (1,1,1,...) et :

w(e(a),w(a),...) = (—wi(a), —wa(a), —ws(a),...)

d'ott 04 = (0,0,0,...), 14 = (1,0,0,...), et (133).

Considérons a présent le cas d’'un anneau A de caractéristique nulle, et soit ¢ : A — Q ®z A.
Alors W(¢) : W(A) - W(Q®z A) est injective. De plus, puisque 1’addition et la multiplication
de vecteurs de Witt sont définies par des polynomes a coefficients entiers, il est clair que W (¢)
préserve 'addition et la multiplication. Comme W (Q ®7 A) est un anneau commutatif, comme
de plus W (o) est injective, préserve l'addition, le produit, 'opposé, et envoie (0,0,0,...) sur
(0,0,0,...), (1,0,0,...) sur (1,0,0,...), W(A) est bien un anneau.

Enfin, si A est un anneau commutatif quelconque, il existe un anneau commutatif de caractéris-
tique zéro A et un morphisme d’anneaux surjectif ¢ : A — A. Par ce qu'on a fait, W(A) est un
anneau commutatif, W (¢) préserve 'addition et la multiplication. Donc W (A) est aussi un an-
neau commutatif. Quant aux deux derniéres assertions du théoréme, elles découlent directement
des définitions de I’addition et de la multiplication.
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Remarque 73 On a ainsi défini un foncteur W : A — A, A étant la catégorie des anneaur,
avec les propriétés :

(i) comme ensemble, W (A) = {(a1,az,...)|a; € A} pour tout A € A,
(i) pour tout A A B, W(¢): W(A) — W(B), (a1,as,...) — (¢(a1), #(az2),...),

(i1i) wy, : W(A) — A, a— wy(a) est un homomorphisme d’anneaur pour tout n € N*.
1l suit de la preuve qu’on vient de faire que W est l'unique foncteur A — A satisfaisant ces
propriétés. 1l est de plus représentable, i.e. il existe un anneau R tel que W(A) = Hom4(R, A)

fonctoriellement. En effet, R = Z[X1, Xa,...] convient. On dispose alors d’un coproduit coasso-
ciatif et cocommutatif sur R :

A:Z[X1,X2,...] — Z[Xl,XQ,...]®Z[X1,X2,...]

135
X, — Ei(Xl®1,...,Xi®1;1®X1,...,1®Xi) ( )

qui munit R d’une structure d’algébre de Hopf. La counité ¢ est l'unique morphisme d’algébres
R — 7Z tel que €(X;) = 0 pour tout i > 1. L’antipode S est uniquement déterminé par S(X;) =
Li(Xla s 7Xi)z 1> 1.

L’addition et la multiplication dans "anneau W (A) peuvent étre mieux comprises en termes
de fonctions symétriques : Soit X = {x1,x2,...} un ensemble infini d’indéterminées qui com-
mutent, on définit les fonctions symétriques g, (z) par :

11 w =s(t) =) Spt" (136)

n>1 n>0

ou S, désigne la fonction symétrique homogéne compléte d’ordre n. Rappelons qu’elles ont été
défini par :

s(t) =[] —ant)™ (137)

n>1

Les premiers ¢, sont donnés par :

@ =51

@+ g2 = 5

4 +qg2+q3 = Ss

Gt +aiae + gz + 45 + g1 = Sy

Puisque les S, (n > 1) engendrent librement la Z-algébre Sym(z) = Sym, il en est de méme des
gn- De plus, on notera que ¢, est homogéne de degré n. Exprimons les fonctions symétriques
sommes de puissances P, en fonction des g, :

tifl

n— d > iqi
)= Y Pt = g st = 3 80
n>1 i=1 ¢

soit en multipliant par ¢ :
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TR S e DI

n>1 i=1 i=1 j=1
o0
-3 ()
n=1 \ d|n
Ainsi, pour tout n > 1 :
P=Ydg)" (138)

dln

Considérons a présent Y = {y1, 42, . . .} un nouvel ensemble infini d’indéterminées qui commutent,
avec X NY = @&. Prenons A = Z[[X UY]], et é¢tudions la somme et le produit des vecteurs de

Witt (gn(2)) et (gn(y)) :

w((gn(®)) + (an())) )

g
=
—
Q
=
—
8
N—
SN—
N/
+
S
=
—
—
Q
=
—~
<
N—
S~—
S—
< g
V)
—
—
()
=
~
8
S—
N—
SN—
+
g
o)
—
—
)
=
—~
<
N—
N—
S~—

w((gn(®)) - (an(y))) = ) - wi((q1 (), w2 (g1 (%)) - wa((q1(v))), - )

Or, les fonctions symétriques sommes de puissances satisfont :

Pi(z,y) = Pi(x) + Pi(y), Pi(zy) = Pi(z)Fi(y)

D’ou finalement :

w((gn(2)) + (0 () = (Pr(2,y), Pa(z,y),...) = w((gn(z,y)))
w((gn(x)) - (4 () = (Pr(zy), Pa(zy), .. .) = w((ga(zy)))

Ainsi, la somme et le produit des vecteurs de Witt (g,(z)) et (¢n(y)) sont respectivement
(gn(x,9)) et (gn(xy)), éléments de Sym(x,y). Puisque les ¢, engendrent librement Sym, g,(x,y)
et gn(zy) sont des polynomes en les g;(z), gi(y) & coeflicients entiers. On retrouve en particulier
que les formules donnant la somme et le produit de vecteurs de Witt sont a coefficients entiers
(ce qu’on avait obtenu grace a la proposition 71).

Considérons toujours un anneau commutatif A, et soit A(A) 'ensemble des séries formelles
f(t) € A[[t]] & une indéterminée t de la forme :

f@)=14at+at’+..., a;, €A (139)

La multiplication dans I’anneau des séries formelles A[[t]] définit une addition dans A(A), faisant
de A(A) un groupe abélien d’élément zéro I’élément 1 € A(A). On va introduire dans la suite
une multiplication dans A(A) qui le munira alors d’une structure d’anneau. Pour cela, il va nous
falloir définir une suite de polynémes (my, ).

Soient x1,xa,... et y1,¥y2,... des indéterminées qui commutent. On considére I’expression :
H(l—xiyjt) = 1—|—7T1t+7T2t2—|—... (140)
ihj

71



Notons ¥; = (—1)'%; ot ¥; désigne la fonction symétrique élémentaire d’ordre 7. Par le théo-
réme 8, les ~fonctions symeétriques m; peuvent s’écrire comme des polynomes mi(X1(x),. .., Bi(x);
1Y), .., Xi(y)) enles Xq(x),...,5(x); X1(y), ..., Xi(y). Ainsi :

[T = ziyit) = 14 m(S1(2); Sa ()t + m2(S1(x), B2 (2); Tu(y), Sa (@) + ...
i.j

On définit alors une multiplication sur A(A) en posant :

(I+art +agt®> +...) - (L4 bit +bot* +...) = 1+ my(a; b)t + ma(a; b)t* + ... (141)

Pour montrer que A(A) muni de I'addition et de la multiplication mises en place auparavant est
bien un anneau commutatif, on définit les fonctions s, : A(A) — A comme suit :

I —t;’(i)) —t%l g(F(1). (142)
Lemme 74 Pour tout f(t),g(t) € A(A), on a :
sn(f(t)g(t) = sn(f(t))+ snlg(t))
5lF®) - 9(0) = sulF(E)salol®)) (143)

Démonstration : La premiére égalité du lemme s’obtient immédiatement grace a (142). Pour
la seconde égalité, on écrit formellement :

(1 —ait) =1+ S (x)t + Do)t + ...

=
I
':18

@
Il
—

(1 —yt) =14+ S (y)t + Sa(y)t> + ...

=Y
I
8

RN
Il
—

Par la formule (142), on obtient I’expression suivante de s, (f(t)) et s,(g(t)) :

=Y el salg() = Y v}
i—1 7=1

D’autre part :

()t + So(y)t? + ...

f@)-gt) = Q+S1(@)t+Se@)t®+...) -1+ )
(2); £1(y), S2(y))E* + . ..

= 1+7rl(2~31(a:);i1(y))t+7r2(2 ( )

= H(l — xiyjt)

i?j

+ 3
¥y

et sp(f(t) - g(t)) est le coefficient de ¢ dans :

d Tyt
—t—log H(1 —ziyt) | = Z 27% = Z(iﬂiyjt + (zayt)? + ..
dt r o7 1 — 2yt 7

Ce qui prouve la seconde égalité (voir également la remarque 11).
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Proposition 75 A(A) muni de l'addition et la multiplication définie par (141) est un anneau
commutatif, et les applications s, : A(A) — A sont des homomorphismes d’anneauz. De plus, si
¢ : A — B est un morphisme d’anneauz, A(¢) : A(A) — A(B), 1+art+ast’>+... — 1+¢(a))t+
d(az)t? + ... est un homomorphisme d’anneauz. On définit ainsi un foncteur A : A — A.

Démonstration : Puisque I’addition et la multiplication dans A(A) sont définies grace a des
polynomes a coefficients entiers, il suit immédiatement que A(¢) est compatible avec I’addition
et la multiplication. Le reste de la démonstration est analogue & la preuve du théoréme 72, le
role des polynémes w, dans cette démonstration étant ici joué par les s,.

0

Définition 76 (Application exponentielle) Pour tout anneau commutatif A, on définit l’applica-
tion E 4 : W(A) — A(A) par la formule :
Ea((ar,a2,...)) = [0 - ait?) (144)

i=1

Proposition 77 L’application E 4 est bijective pour tout anneau A. On a de plus Ea(a+b) =
Es(a)Es(b) et Eq(ab) = E4(a) - Ea(b). E4 est donc un isomorphisme d’anneauz. Et si
¢ : A — B est un morphisme d’anneauz, alors A(¢p)Es = EpW(¢). Ainsi, E4 définit un
isomorphisme de foncteurs E : W — A. Enfin, s, 4 = wy.

Démonstration : La bijectivité de E4 et A(p)Ea = EpW(¢) découlent directement des
définitions. Reste & montrer que F 4 est un morphisme d’anneaux. Il suffit pour cela de montrer
que :

sn(Ba(a b)) = su(Ea(a)  Ea(b))
sn(Ea(a+b)) = sn(Ea(a)) + sn(E£a(b))
pour tout n € N. Et cela découlera directement de s,F 4 = w,, puisque s, et w, sont tous les

deux des morphismes d’anneaux. Il reste donc & montrer s, FE 4(a) = wy,(a) pour tout anneau A
et tout a € W(A) :

—t=log(Ba(a) = le_“;t =3 ity

=1 =1 ]21
. n/i n n
= E E ia; t :E wp,(a)t
n=1 1,|n n=1

d’oul le résultat.

0
On peut résumer ces différentes propriétés par le diagramme commutatif suivant :
E
W(A) — 2 Aa) (145)
w 0




ou A est un anneau commutatif quelconque, et ou :

d
0=—t—1
at'
s(cr,co,...) = cht”
n>1

w(a) = (wi(a), wa(a),...)

Ea((a1,az,...)) = [J(1 — ant™)
n=1

3.2 Fonctions non-commutatives symétriques associées & un code

Rappel Nous avons vu que les opérations dans 'anneau W (A) des vecteurs de Witt peuvent
étre mieux comprises en termes de fonctions symétriques. Pour cela, nous avions défini les fonc-
tions symétriques ¢, comme suit :

n=1 n=0

ou S, désigne la fonction symétrique homogéne compléte d’ordre n.

Soit & présent A un ensemble d’indéterminées, appelé aussi alphabet. On note S,(A) la
fonction symétrique homogéne compléte non-commutative d’ordre n en 'alphabet A. On définit
alors les fonctions symétriques de Witt non-commutatives @, (A) par I'identité :

11 S S s(t,A) = Su(A)" (146)

n>1 1= Qu(A)tn n>0

On peut montrer que pour n > 2, (—Q,) est une somme de fonctions de Schur R, avec des
coefficients positifs et sans multiplicité!?.

On notera dans la suite A* I’ensemble des mots en 'alphabet A, et si S C A*, on notera S = Z w

weS
sa série caractéristique.

Définition 78 Soit A un alphabet et C C A*. On dira que C est un code si C est un ensemble
minimal de générateurs d’un sous-monoide libre C* de A*.

Supposons que ’on ait une décomposition d’un code C' :

c=|]|cn

n>=1

ou les (), peuvent étre vides. On pourra par exemple prendre C,, = C' N A™. Les éléments de
C), seront pris de degré n. Notons toujours NSym = Z(¥1, X2, ...) algébre des fonctions non-
commutatives symétriques. On peut en définir une spécialisation NSym[C| en posant :

a0 = (=1)"Cy (147)

13voir [13] pour une démonstration.
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Avec ce choix, et par (36), les fonctions symétriques homogeénes complétes sont données par :

SulCl= > w, (148)

'LUE(C*)H

somme de tous les éléments de degrés n dans C*. On appelle alors C-fonctions symétriques de
Witt la valeur Q;[C] de Q; pour cette spécialisation.

Exemple

1. Considérons le code C' = {b,ab}, code de préfixes de Fibonacci. On donne les premiers

Q;[C] :

Q[C] = b

@Q:20C] = ab

Qs3[C] = ab?

QC] = av®

Qs[C] = ab®ab + aby

Qs[C] = ab’ab + ab®

Q7[C] = ab®+ ab®(ab)* + ab*ab + ab3ab?

2. Considérons le code C' = {ba*}, code de préfixes infinis. La encore, on donne les premiers

QiC] -

Qi[C] = b

Q2[C] = ba

Qs[C] = ba®+ bab

Q4[C] = bab® + ba® + ba*b

Q5[C] = bab*a + bab® + ba*b? + ba®b + ba* + baba

Qs[C] = ba*b + ba®b? + ba’b?a + bab®a + bab* + ba®ba + ba® + ba’b?

Dans ces exemples, on remarque que chaque @; est sans multiplicité, et qu’il correspond & la
série caractéristique d’un code. On va montrer dans la section suivante que c’est toujours le cas,
et on donnera une caractérisation de ce code en terme de factorisations de Lazard.
3.3 Fonctions symétriques de Witt et factorisation
3.3.1 Processus d’élimination de Lazard
Définition 79 On appelle factorisation d’un monoide M toute famille ordonnée de monoides
F = (M;);er telle que tout élément m € M admet une unique décomposition :

m=mj, ...m, (149)
ou iy > ... > 1 et my, EMil,...,mik GMik,

Dans le cas du monoide libre Ml = A*, cette propriété peut s’énoncer en termes de séries géné-
ratrices :

Zw:ﬁZw (150)

wEA* 1 weM;
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Un sous-monoide M/ C M peut étre caractérisé par I'ensemble M’ \ M2 de ses générateurs.
Une factorisation d’un monoide sera ainsi donnée par la suite (C;);er, ot C; est 'ensemble des
générateurs du monoide M;. Pour le monoide libre Ml = A*, on peut alors réécrire (150) :

1 1
a1l (151)

On donne & présent un exemple de factorisation pour le monoide A*, la bisection de Lazard :
Considérons un sous-alphabet B C A, on a :

A* = B*((A\ B)B*)* (152)

La paire (B, (A \ B)B*) est une factorisation du monoide A* (notons que si A = B, la factori-
sation est alors réduite a (A)). On peut alors obtenir a partir de (152) une trisection (i.e. une
factorisation en trois sous-monoides) en itérant ce procédé sur le facteur de gauche ou de droite :
si par exemple C' C A est un autre sous-alphabet, en itérant ce procédé sur le facteur de gauche,
on obtient :

AT =C((B\O)CT)*((A\ B)BY)”

Si C C (A\ B)B* est un sous alphabet, en itérant cette fois ce procédé sur le facteur de droite,
on obtient :

A= BC((A\ B B\ C)CT)

Les factorisations qu’on peut ainsi obtenir en appliquant les bisections de Lazard uniquement
sur les facteurs de droite sont appelées les compositions de Lazard a droite.

Soit & présent A un alphabet (fini ou non) et wt : A — N* une fonction de poids. Cette
fonction s’étend de fagon unique en un morphisme wt : A* — (N*, +). On peut alors lui associer
une factorisation F(A, wt) de la maniére suivante : on définit les suites de codes (Z;)i>1 et (Cj)ix1
par les relations de récurrences :

1. Z1=A

2. pour tout entier i > 0, C; = Z; N{w € A*|wt(w) =i}

3. pour tout entier i > 0, Z; 41 = (Z; \ C;)Cf
La suite F(A,wt) = (C;)icr, obtenue en omettant les termes de la suite (C;);>1 qui sont égaux
a l'ensemble vide, est une composition de Lazard & droite. Pour wt = lg comme fonction de

poids, on définit ainsi une factorisation notée F(C*) de C*, appelée factorisation a droite selon
la longueur. On notera que le code est homogene si et seulement si F(C*) = (C).

3.3.2 Calcul des C-fonctions symétriques de Witt

L’égalité entre séries formelles (146) peut étre réécrite comme suit :

1 1 1
1-C 1-Q11-Q21-Q3
On démontre dans cette section que cette factorisation de séries est F(C*), la factorisation a
droite selon la longueur de C*.

(153)

On commence par présenter un algorithme récursif pour calculer les fonctions symétriques
Q. Posons pour cela :

Yyoir également [13].
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Sq = (—1)9@g, (154)
pour toute composition a. Les @), peuvent étre calculés comme suit :

L. Fi=-3%,5,

2. Fop1 = F,+Q,(1—-F,),

3. @, est le terme de degré n dans F), multiplié par —1.

Posons Z, =1— (1 - F,)" !, ona:

Foi1=1—(1~Zy1)?

et :

Fo+Qu1-F,) = 1-(1-2Z)'4+Q.(1-2,)7!
= 1- (1 - Qn)(l - Zn)_l

On obtient donc :

Znii = 1=(1-2Z,)1-Q,)""
- (Zn - Qn)(l - Qn)_l

Soit Z;[C] et F;[C] les valeurs respectives de Z; et F; pour la spécialisation S, = S,[C]. La
définition des fonctions symétriques non commutatives complétes homogénes donne alors :

1

s(1,0) =Y S,[C] = G (155)
On obtient :
Z[Cl=1-(s(1,C)) ' =C (156)
Q1[Cl=51[Cl=Cy (157)
et :
Z[C]—[C]=C—-C1 (158)

Ainsi, Z1[C] et Q1[C] sont les séries caractéristiques des codes Z; = C' et Q1 = C}. Par récurrence,
on montre alors que pour tout n > 0, les séries Z,,1+1[C] et Qn+1[C] sont les séries caractéristiques
des codes Z,11 = (Z, \ Qn)Q} et Qn, = Z,, N A*=". On a donc obtenu le résultat suivant :

Proposition 80 Soit C un code. Toute C-fonction symétrique de Witt Q;[C] est la série ca-
ractéristique d’un code, et la suite obtenue en omettant [’ensemble vide dans (Q1,Q2,...) est la
factorisation a droite selon la longueur de C*.

Exemple La suite (a, Q1[ba*], Q2[ba*],...) est une factorisation a droite selon la longueur de
A*, avec A = {a,b}. La méme méthode est applicable pour obtenir une factorisation homogene
pour un alphabet non-homogéne. Par exemple, considérons I’alphabet A = N* avec pour fonction
de poids wt = Id. On a alors :
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4] = 1

@:2[4] = 2

Qs]4] = 2143

QiA] = 211 +31+4

Qs[A] = 211142124311 432+ 41+ 5

Q6[A] = 21111+ 51+ 2112 + 6 + 3111 + 312 + 42 + 411

Il est facile de voir que cela s’obtient aussi & partir de ’exemple du code de préfixe infini par le
morphisme ba"™ — n + 1.

3.3.3 Fonctions symétriques élémentaires non commutatives et élimination de La-
zard

Le lien entre élimination de Lazard et fonctions symétriques de Witt non commutatives peut
étre mieux compris en termes de fonctions symétriques élémentaires. La série génératrice associée
aux fonctions symétriques élémentaires X; est :

o(t)=> Tut"
n=0

Les fonctions symétriques élémentaires sont liées aux fonctions symétriques complétes homogénes
par la relation :

1 1
o(—t) 1 —=S1t+S9t2 — ...+ (=12t + ...

s(t) =

Si I'on note ¥, = (—1)"*t'%,,, la série s(1) peut étre considérée comme la série caractéristique du
monoide libre ¥* = {¥1,3,,...,3,,...}*. On munit ce monoide de la fonction de poids définie

par wt(X,) = n. Alors :

Théoréme 81 On a :
F(X,wt) = (Q1[Z], Q2[X],...) = (Q1,Q2, .. .) (159)
En particulier, on obtient un algorithme simple pour calculer la décomposition des fonctions

de Witt symétriques non commutatives dans la base des fonctions symétriques élémentaires.
Calculons ainsi les premiers Q); :

Q1 = X,

Q2 = —Xo,

Q3 = —X2X1 + X3,

Qs = —22X1X1 + X3X1 — My,

Qs = —oXF 4+ 09080 4+ X388 — N3¥y — Sy % + 5,

Qs = —XoX7+ 51 + D018 — N+ U388 — N33 B + By %
=421 20,

Qr = —Y3XI%p + N3N} — 33 NeX 4+ N3 X3 4+ N3¥2 — 1y »3

+34 5180 — B85 + XXX + U5%2 — N5¥p — Be% + Xy
B 5905 TEED D50 35:0 DSIRED 359 3¢ D 969 JFRD 35935 D DA 39 DD 37
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La décomposition des fonctions élémentaires dans la base Qn = Qq, ... Qq,, €st obtenue en

identifiant les termes des séries :

On

—

—=o(-t)=1-Y " =[] - Q).

7

obtient ainsi :

Sho= > (-1 > Qa, - Qa,, (160)

ay > ...>am
al +...+am =n
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