Chapitre 10
T Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

— Propriété 1 ( Suites récurrentes linéaires d’ordre 2 (Cas complexe))

Soient (a,b) € C x C* et (uy)nen une suite définie par (ug,u;) € C? et :
Vn € N, upq2 = atpy1 + buy.
2

L’équation r* — ar — b = 0 est appelée équation caractéristique.

e Si I’équation caractéristique admet deux solutions distinctes rq et 7o, alors :

I\ p) €C? tel que Vn €N, u, = M} 4 prd.

e Si Déquation caractéristique admet une solution double r, alors: 3\, pu) €
C? telque Vn €N, u, ="+ unr".

Remarque. L’hypothese b # 0 assure qu’il s’agit bien d’une relation de récurrence d’ordre 2. En
particulier, 0 n’est pas solution de 1’équation caractéristique.

Preuve. e Supposons d’abord que I'équation admette deux solutions ry # ro.

Analyse : Supposons que pour tout n € N, u,, = M + pr%?. On cherche (A, ) € C? satisfaisant
A+ p=1ug

Ary + pre = uy
solution (A, p) = (“;1__’”72"2“0, “7{2__7"},?0) Ainsi, si (A, ) conviennent, alors leurs valeurs sont données par
la résolution de ce systéme et donc le couple (\, ) sera unique.

cette relation. Pour n = 0 et n = 1, on obtient { . Ce systeme admet une unique

Synthése : Montrons alors par récurrence d’ordre 2 sur n € N la propriété P(n) : u, = Arl" + ury.
On a P(0) et P(1) vérifiées par définition de (A, p).
Soit n € N tel que P(n) et P(n + 1) sont vraies. Par hypothese de récurrence, u, = Ar{ + pry et
Up 1 = AP 4 B done

_ _ ntl n+1 n n

Unt2 = QUpt1 + buy = a(Ar] ~ + prd ™) + b(Ar] + pry)

= Ml (ary + D) + pri(arg + b) = M2 4 pri 2
car r? = ary + b et 73 = ary + b. Ainsi on a P(n + 2) vraie.
En conclusion, Vn € N, P(n) est vraie.
e Supposons maintenant que 1’équation admette une solution double r # 0.

Analyse : Supposons que pour tout n € N, u, = Ar™ + unr™. On cherche (), u) € C? satisfaisant
= UO

AT 4 pr = uy

(A, ) = (ug, *=2). Ainsi, le couple (A, 1) sera unique.

cette relation. Pour n = 0 et n = 1, on obtient { Ce systeme a une unique solution

Synthése : Montrons alors par récurrence d’ordre 2 sur n € N la propriété P(n) : u,, = Ar’™ + unr™.
On a P(0) et P(1) vérifiées par définition de (A, u).
Soit n € N tel que P(n) et P(n + 1) sont vraies. Par hypothese de récurrence, u, = Ar™ + unr™ et
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Upr1 = A"+ p(n + 1)+ done

Unt2 = aUny1 + by = a(Ar™ T 4 p(n + e + (A" + pnr™)
= M"(ar +b) + pnr"(ar + ) + pr"a = A" 4 p(n + 2)r" 2

car 12 = ar + b et r = . Ainsi on a P(n + 2) vraie.
En conclusion, Vn € N, P(n) est vraie.

— Propriété 2 (Suites récurrentes linéaires d’ordre 2 (Cas réel))

Soient (a,b) € R x R* et (un)nen une suite définie par (ug,u;) € R? et :Vn € N, upy0 =
atp 11 + bu,. L’équation 72 — ar — b = 0 est appelée équation caractéristique.

e Si I’équation caractéristique admet deux solutions réelles distinctes 71 et ro, alors :

I\ p) €R? tel que  Vn €N, wu, = N+ prd

e Si Dléquation caractéristique admet une solution double r, alors: 3\, u) €
R?  tel que Vn €N, u, = A" + pnr™.

e Si I’équation caractéristique admet deux racines complexes (non réelles) conjuguées
r1 =re? et ry = re”® (avec r > 0 et 6 € R), alors : 3!(\,u) € R tel que : Vn €
N, u, = 7" (Acos(nd) + psin(nh))

Preuve.

e Les deux premiers cas s’obtiennent comme dans le cas complexe. Les scalaires (A, u) déterminés

en résolvant les systemes introduits dans la preuve seront cette fois réels.

e Supposons que I’équation admette deux racines complexes (non réelles) conjuguées r; = re? et

ro =re ",

D’apres le théoréme précédent, on sait qu’il existe (4, B) € C? tels que pour tout n € N,

up = Ar"e™ + Bre= ™Y Montrons que B = A :

On sait que :
A+ B=ug (L1)
A?“l + Bﬁ =ux (LQ)

En faisant (L) — 71(L1), on obtient : A = %@;0

En faisant (La) —71(L1), on obtient : B = % =A

(r1 #71 car ;1 ¢ R).

Ainsi, pour tout n € N, on a : u, = Ar"e™? + Arne=?
=7r" x 2Re (Aeme)

= 1™ (2Re(A) cos(nf) — 2Im(A) sin(nb))

O

Remarque. On redémontrera ces résultats plus tard dans 'année dans le chapitre d’algebre linéaire.



