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1 Ensembles

1.1 Ensembles, sous-ensembles

Définition.

¢ Un ensemble E est une collection ou un groupement d’objets distincts. Les objets  de E s’appellent
les éléments de F.

e Si F est un ensemble et si z est un élément de F, on dit que z appartient & F ou que z est dans F
et on écrit x € F.

Dans le cas contraire, si z n’est pas un élément de F, on dit que = n’appartient pas a F ou que x
n’est pas dans F et on écrit « ¢ E.

Pour définir un ensemble, on peut le décrire:

e par extension, en donnant entre accolades la liste de ses éléments.
Exemple. F = {0,2,4,...} est 'ensemble des entiers naturels pairs.

e par compréhension, en donnant toujours entre accolades une propriété caractéristique des éléments.

Exemple. E = {n € Z | n impair } est aussi 'ensemble des entiers relatifs impairs.
Remarque. Il existe un unique ensemble ne contenant aucun élément. C’est ’ensemble vide noté ().
Définition.
Soient E et F' deux ensembles. On dit que E est inclus dans F et on écrit £ C F si tout élément de E est
un élément de F.

Diagramme de Venn. Ce sont des représentations schématiques d’ensembles. Par exemple, on peut schématiser
Iinclusion £ C F' de la facon suivante:

F
7 - N x\\\\
/,/’ \
e \E ) |

“'/ - e

» Pour montrer que E C F', on prend un élément x quelconque de E et on prouve que x appartient a F'.

Exemples. Soit E l’ensemble des entiers naturels multiples de 6 et F' ’ensemble des entiers naturels pairs.
Montrer que E C F.

Définition.

Soit E' un ensemble. On dit qu'un ensemble A est une partie de £ ou un sous-ensemble de E si A est
inclus dans E. L’ensemble de toutes les parties de E est noté P(E).

Remarques.

1. Il est important de bien distinguer les deux symboles € et C: le premier concerne un élément appartenant
a un ensemble, le second concerne un ensemble inclus dans un autre ensemble.

Par exemple, la notation A C E a la méme signification que la notation A € P(E).

2. On a toujours ) € P(F) et E € P(E).

Exemple. Déterminer I’ensemble des parties de E lorsque:
e £ ={a,b}:
e E={a,b,c}:
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Définition.
Soient E et F' deux ensembles. On dit que E et F' sont égaux et on note £ = I si et seulement si E et F
ont les mémes éléments.

Théoréme 1 (Egalité d’ensembles)

Soient F et F' deux ensembles. Alors:

E=F sietseulementsi EC FetF CE.

» Pour montrer que E = F, on peut procéder par double inclusion ou bien raisonner directement par équivalence.

1.2 Union et intersection

Dans ce paragraphe, E est un ensemble et P(FE) ’ensemble des parties de E.
Définition.
Soient A et B deux éléments de P(FE).

¢ L’intersection de A et B est I’ensemble, noté A N B, défini par :

ANB={z € FE | € Aet x € B}.

En d’autres termes, I'intersection de A et de B est I’ensemble des éléments qui appartiennent a A
et a B.

e [’union de A et B est I’ensemble, noté AU B, défini par :
AUB={zx€E | v € Aoux € B}.

En d’autres termes, 'union de A et de B est ’ensemble des éléments qui appartiennent a4 A ou a
B. Le ”ou” utilisé ici est inclusif: x est un élément de A ou un élément de B ou un élément de A et
de B.

Diagramme de Venn.

| B CA QB
Schéma de AN B Schéma de AN B
(Cas ot A et B ne sont pas disjoints) (Cas ou A et B sont disjoints)
A A ZZ
) %
Schéma de AU B Schéma de AU B
(Cas ot A et B ne sont pas disjoints) (Cas ot A et B sont disjoints)

Remarque. Soient A et B deux éléments de P(E). Alors, on a toujours les inclusions suivantes:

ANBCACAUB,
ANBCBCAUB.
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— Propriété 2 (Propriétés algébriques de l'intersection et 1'union)

(1) L’intersection et 'union sont commutatives : pour tous éléments A, B € P(E),

ANB=BNA e AUB=DBUA.

(2) L’intersection et I'union sont associatives : pour tous éléments A, B,C € P(E),

AN(BNC)=(ANB)NC=ANnBNC,
AUu(BUC)=(AUuB)UC=AUBUC.

Ici ANBNC est 'ensemble des éléments communs aux trois sous-ensembles A, B et C et AUBUC
est I’ensemble des éléments qui sont dans I’'un au moins des trois sous-ensembles A, B et C.

(3) E est élément neutre pour 'intersection : pour tout élément A € P(E), ANE = A.

() est élément neutre pour la réunion : pour tout élément A € P(E), AUD = A.

(4) L’intersection et la réunion sont distributives I'une de l'autre : pour tous éléments A, B,C €

P(E),

AN(BUC)=(ANB)U(ANC),
AU(BNC)=(AUB)N(AUC).

Preuve. Les trois premieres assertions se vérifient sans difficulté. Montrons que AN(BUC) = (ANB)U(ANC).
Ona:

re€AN(BUC) & xze€AetxzeBUC
r€AN(BUC) & xze€Aet(xeBouxel)
r€AN(BUC) & (xe€AetB)ou(xe AetC)
re€AN(BUC) & (z€eAnB)ou(re ANC)
re€AN(BUC) & z€(ANB)UANC)
On montre de méme I'égalité AU (BNC)=(AUB)N(AUC). O
Définition.
Une partition d’un ensemble E est un ensemble {A;, As, ..., A,} constitué de parties de F vérifiant:

o VEke|[l,n], Ay # 0 (aucun Ay ne doit étre vide).

n
o U Ay, = E (la réunion des Ay est égale & E).
k=1

o YV (i,j) € [1,n]? i # j, AinA; =0 (on dit que les A4; sont deux & deux disjoints).

Diagramme de Venn.

Exemples. Donner toutes les partitions de l'ensemble F = {a,b, c}.
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1.3 Complémentaire
Définition.
Soit A et B deux éléments de P(E). La différence de A avec B est I'ensemble, noté A \ B, de tous les

éléments de A qui ne sont pas dans B. Autrement dit:

A\B={z€cA | x¢B}.

On obtient les diagrammes de Venn suivant:

A
A B B

Schéma de A\ B Schéma de A\ B
(Cas ot AN B # () (Cas ot AN B =10)

Définition.

Soit A € P(E). Le complémentaire de A dans E est I'ensemble, noté C4, de tous les éléments de E qui
ne sont pas dans A. Autrement dit:

C(A={zecE | ¢ Al =F\A.

Remarque. S’il n’y a pas d’ambigiiité sur ’ensemble F, on privilégiera la notation A ou A°.

Diagramme de Venn.

— Propriété 3 (Propriétés algébriques du complémentaire)

Soient A et B deux parties de F.
(1) A=A, 0=E,E =0.
(2) Si AC B, alors B C A.

(3) Lois de Morgan: ANB=AUBet AUB=ANB.

Preuve.
(1) A=A on apar définition z € A < z ¢ A. 1l en résulte donc par négation :
r¢AsreA
ce qui s’écrit aussi x € A e A Par définition, on a les égalités 0=FEet E=0.
(2) Supposons que A C B. Alors par définition
r€A=zxe€B.
Cette proposition est équivalente a sa contraposée :
r¢ B=ua¢ A

On a ainsi montré que si A C B, alors B C A.
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(3) Montrons AN B = AU B. On a par définition
r€ANB & (x € A) et (x € B).

Il en résulte par négation
x¢ ANB & (xz ¢ A) ou (x ¢ B),

ce qui se réécrit

reANB& e AUB.

Pour la deuxieme égalité, on pose C = A,D = B. Ona CN D = CUD. D’ou en remplacant et en prenant

le complémentaire : ANB =AU
O

1.4 Produit cartésien

Définition.

Soient A et B deux parties de E. Le produit cartésien de A et B est I’ensemble, noté A x B, constitué
de tous les couples (x,y) ou x est un élément de A et y un élément de B. On a donc:

AxB={(z,y) | v € Aetye B}.

Remarques.
1. La définition précédente se généralise. Soient m un entier supérieur ou égale a 2 et Ay,..., A, n sous-
ensembles de E. Le produit cartésien A; x Ay X ... X A, est 'ensemble des listes (z1,z2,...,2n),

appelées n-uplets, ou Vi € [1,n], x; € A;. On a donc:

A1XAQX‘..XAn:{(l'l,ZL'Q,...,.’En) ‘ VZG[[l,TL]],iLQGAl}

2. Lorsque A = B, on note A x A = A? et on généralise cette notation pour 'ensemble A" = Ax Ax...x A
(produit cartésien de n facteurs égaux a A).

— Propriété 4 (Propriétés algébriques du produit cartésien)

Soient A, B, C, D des parties d’un ensemble E.
(1) (AxC)U(AxD)=Ax (CUD).
(2) (AxC)N(BxD)=(ANB)x (CnND).

Preuve. On montre ’égalité (1) :

(z,y)) e(AXxC)UAXx D)= (xcAetyeC)ou(x e Adetye D)
sSaxeAet(yeCouyeD)
& (z,y) € Ax (CUD)

O
Remarque. En général (A x C) U (B x D) n'est pas égal a (AU B) x (C U D). Dans R? par exemple,
([0;1] x [0;1]) U ([-1;0] x [—1;0]) est différent de l'ensemble [—1;1] x [—1;1].

)

2 Applications

2.1 Définitions

Définition.

Soient E et F' deux ensembles. On dit que f est une application de F dans F' lorsqu’a tout élément = de
E, f associe un unique élément de F', appelé image de z par f et noté f(z). E est 'ensemble de départ
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de f et F est 'ensemble d’arrivée de f. On note:

f:{E - F

x = f(x)

Si y est un élément de F', on dit que x est un antécédent de y par f lorsque y = f(z).
On appelle graphe de 'application f le sous-ensemble I' de ' x F' définit par :

I = {(a, f())/ € E}.

Représentation sagittale.

Notation. L’ensemble des applications de E dans F est noté F(E, F) ou FZ.
Exemples.

e Application identité : On appelle application identité d’un ensemble F, et on note Idg, I’application
de F dans E définie par :

IdE:{E - E
r = X

e Fonction indicatrice d’une partie d’un ensemble : Soit £ un ensemble et A une partie de £. On
appelle fonction indicatrice de A et on note 14 la fonction de E dans {0, 1} définie par :

lsize A

1A($>:{ Osiz ¢ A

e Famille d’éléments : Soit F un ensemble et I un ensemble fini (généralement I = {1,...,n}). On
appelle famille d’éléments de E indéxée par I toute application de I dans E. On note (z;);c; une
telle famille.

Définition.
Deux applications f et g sont égales si elles ont méme ensemble de départ FE, méme ensemble d’arrivée, et
si pour tout x € E, on a :

2.2 Applications injectives, surjectives, bijectives

Si une application f associe a tout élément de E une et une seule image, on s’interroge maintenant sur le nombre
éventuel d’antécédents d’un élément y de F.

Définition.
Soit f une application d’un ensemble E dans un ensemble F. On dit que f est injective ou est une injection
si chaque élément de F' admet au plus un antécédent par f.

Exemple. L’application suivante est injective:
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Exemple.
e L’application f de R, dans R définie par f(x) = 22 est injective.

e L’application f de R dans R définie par f(z) = 22 est non injective : f(2) = f(—2) = 4.

Propriété 5 (Caractérisation des injections)

Une application f : F — F est injective si et seulement si

A (.1'1,3?2) S EQ, f($1) = f(aﬁg) = T = To.

Preuve. Supposons f injective, et soient y € F,x1, x5 € E tels que

y=[flz1) = f(x2).

L’élément y a ainsi deux antécédents x1 et xo par f. Puisque f est injective, on a donc z; = xs.
Pour 'autre implication on proceéde par contraposition. Si f n’est pas injective, il existe un élément y € F' qui
admet au moins deux antécédents x1,x2 € F qui sont distincts. On a donc :

f(z1) = f(x2) et @1 # xo.
|

» Pour montrer qu’une application f : E — F est injective, on se donne deux éléments quelconques x1 et xo
de E tels que f(x1) = f(x2) et on montre que 1 = 2.

Exemple. On considere lapplication f : N — N définie par f(n) = 2n + 1. Montrer que f est injective.
Définition.

Soit f une application d'un ensemble E dans un ensemble F. On dit que f est surjective ou est une
surjection si chaque élément de F admet au moins un antécédent par f, soit :

VyeF, Jx € E, y= f(z).

Exemple. L’application suivante est surjective:

E F

Exemples.
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e L’application f de R dans R, définie par f(z) = 22 est surjective.

2

e L’application f de R dans R définie par f(x) = 2* n’est pas surjective.

» Pour montrer qu’une application f : E — F est surjective, on se donne un élément quelconque de F' et on
montre qu’il a au moins un antécédent dans E.

Définition.

Soit f une application d’un ensemble F dans un ensemble F. On dit que f est une bijection de E dans F
si chaque élément de F' admet un unique antécédent par f:

VyeF, Az ek, y=f(x).

Exemples.

e L’application identité Idr d’un ensemble E est bijective.

e L[’application suivante est bijective:

E F

Théoréme 6 (Premiere caractérisation d’une application bijective)

Soit f une application d’un ensemble E dans un ensemble F'. Alors:

f est bijective & f est injective et surjective

» Pour montrer qu’une application f : E — F est bijective, on pourra raisonner en deux étapes en montrant
lingectivité et la surjectivité de f.

Exemple. Considérons I’application f définie par:
I { R?2 — R2
@y = (rty)
Montrer que 'application f est bijective.
Remarque. Le changement des ensembles de départ et d’arrivée d’une application modifie ses propriétés
(injectivité, surjectivité). On introduit le vocabulaire suivant a propos des changements d’ensembles de départ
et d’arrivée d’une application.
Définition.
On considere une application f d’un ensemble F dans un ensemble F'.
e Si E est un sous-ensemble de A, on appelle prolongement de f a A toute application f définie de
A dans F qui coincide avec f sur E : Vo € E, f(x) = f(z).
e Si A est un sous-ensemble de E, on appelle restriction de f a A I'application notée f|4 définie de A

dans F par : Vo € A, fla(z) = f(x).

e Plus généralement, A est un sous-ensemble de E et f(A) un sous-ensemble de B, on dit que f induit
I’application f de A dans B définie par : Vx € A, f(x) = f(x).

Exemples. L’application exp : R — R induit une bijection de R dans R*. La restriction de cos : R — R a
lintervalle [0, 7] est injective.
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2.3 Compositions d’applications
Réﬁnition.

Soient F, F' et G trois ensembles, f une application de E dans F f

et g une application de F' dans G. On appelle alors application o
composée 'application notée g o f de E dans G définie par: E — > F —> (@

VzeE, gof(x)=g(f(). S~ gof

Lycée Saint Louis, Paris

g
~— ™

— Propriété 7 (Propriétés de la composition)

Soient F, F,G, H des ensembles.
e Pour tout f € F(E,F),ona: foldg=f.
e Pour tout f € F(E,F),ona: Idrpo f = f.

(hog)of=ho(gof)

e La composition est associative : Vf € F(E,F), Vg € F(F,G),Yh € F(G,H), on a :

— Propriété 8 (Propriétés des injections, surjections, bijections)

On considere deux applications f: F — Fet g: F — G.
e Si f et g sont injectives, alors g o f est injective.
Inversement, si g o f est injective, alors f est injective.

e Si f et g sont surjectives, alors g o f est surjective.

Inversement, si g o f est surjective, alors g est surjective.

e Si f et g sont bijectives, alors g o f est bijective.

Inversement, si g o f est bijective, alors f est injective et g est surjective.

Preuve.

e On a pour tous z,2' € E :

go f(x)=go f(x) = f(z) = f(a') car g injective
= x =2’ car f injective

Réciproquement Vz,z’ € F, on a :

flx) = f(a') = go f(x) =go f(z)

=z =2’ car go f injective

e Pour z € G fixé, il existe y € F tel que ¢g(y) = z puisque g est surjective. Par surjcetivité de f, il existe

x € FE tel que y = f(x). Ainsi go f(z) = z et g o f est surjective.

Inversement si g o f est surjective, alors :

VzeG,qx € E,z=go f(z) = g(f(z)).
e Les propriétés de la bijection résultent des deux points précédents.

Définition.

O

Si f: E — F est une application bijective, on peut définir 'application notée f~!, appelée bijection

réciproque de f et définie de F' dans E par:
f': F = E

y — f7}(y) = lunique antécédant de y par f

10
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Autrement dit:
VyeF,VzeE, f'(y=z& y=[f()

Exemple. Voici la représentation d’une application bijective et de sa bijection réciproque:
E F E F

Représentation de f Représentation de f~!

Remarque. Il résulte de la définition que :

Y(z,y) EEx Fyx = f o f(z)ety=fof (y).

— Théoréme 9 (Seconde caractérisation d’une application bijective)

Une application f d’un ensemble FE dans un ensemble F' est bijective de E dans F si et seulement

si il existe une application g de F' dans E telle que :

go f=1dg et fog=Idp.

L’application g est alors unique et c’est la bijection réciproque de f.

Preuve.
e Si f est bijective, alors g = f~! convient.
e Supposons qu’il existe g : F' — E telle que :
gof=1dg et fog=Idp.
On déduit de la premiere égalité que f est injective, et de la deuxieme que f est surjective. Ainsi f est
bijective.
Enfin en composant g o f = Idg & droite par f~!, on obtient que g = f~1. O
Exemple. Les fonctions carrée f : { R; : }f; et racine carrée g : { R; : }5% sont des bijections

réciproques 'une de 'autre:

VaeRs, (fog)@) = (Vi) = e  VaeRy, (gof)a)=Va?—u.

— Théoréme 10 (Composée de bijections)

e Si f est une bijection de F dans F et si g est une bijection de F' dans G, alors g o f est une

bijection de F dans G et on a:

(gof)™t=ftog™h
e Si f est une bijection de E dans F, alors sa bijection réciproque f~! est aussi bijective et :

(=1

Preuve.

11
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e On a vu que go f est bijective et on montre que :
(gof)o (f71 Ogil) = Idg et (fil 0971) o(go f)=Idp.
Donc on a (go f)~t= f~tog L

o Cela résulte directement des identités fo f~' = Idp et f~'o f = Idg.

2.4 Image directe, image réciproque
Définition.
Soient f une application de E dans F', A une partie de FE et B une partie de F.

¢ L’'image directe de A par f est 'ensemble, noté f(A), des images des éléments de A par f, c’est-a-dire:
fLA)={f(@) e F | z € A}.

e L’image réciproque de B par f est ensemble, noté f~1(B), des antécédents des éléments de B par
f, c’est a dire :
f7U(B)={zeE | f(z) € B}.

Exemples.

e Soit f: R — R,z +— 22. Déterminer les images directe et réciproque des parties suivantes:
(1) A=R (2) A=[-2,0] (3) A=[-1,4] (4) A=]—4,-2[U[L,3]

o Considérons la fonction indicatrice 14 d’une partie A d’un ensemble E. Alors 1,'({1} = Aet 1,1 ({0} =
A. En particulier la fonction indicatrice d’un ensemble permet de le caractériser, puisque 14 caractérise
A et réciproquement.

e Considérons 'application suivante :

E F

Déterminer les ensembles f(A) et f~1(B) pour tout A C E et BC F.

ATTENTION : La notation f~!(B) n’a rien & voir avec la bijection réciproque. En particulier, f n’est pas
forcément bijective.

Propriété 11 (Caractérisation des surjections)

Une application f : E — F est surjective si et seulement si f(F) = F.

Preuve. On montre le sens direct par double inclusion. L’implication réciproque s’obtient immédiatement en
revenant aux définitions. O

12
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3 Relation d’équivalence
Définition.
Soit E un ensemble. On appelle relation binaire R sur E la donnée d’une partie

I'CExE={(z,y)/z,y<cE}.

On dira qu'un élément = € E est en relation avec un autre élément y € F si (z,y) € I'. On notera alors
T Ry.

Exemple. Prenons I' = {(z,z)/x € E}. Alors 2Ry si et seulement si x = y.

Définition.

] Une relation d’équivalence sur un ensemble E est une relation binaire R sur E qui est :
(1) réflexive : Vo € E, 2Rz,

(2) symétrique : Vz,y € E, 2Ry = yRu,

(3) transitive : Vz,y,z € F, 2Ry et yRz = aRz.

On appelle alors classe d’équivalence modulo R d’un élément x € E, notée T ou Cr(z), la partie de
FE donnée par :
T=Cr(z)={y € E/yRz} € P(E).

Les éléments de Cr(x) € P(F) sont appelés les représentants de la classe de z.

Exemples.

e La relation binaire R définie précédement par Ry si et seulement si x = y, est une relation d’équivalence.
La classe d’équivalence d’un élément x de E est donnée par le singleton {x}.

e On définit la relation binaire “étre de la méme classe” sur I’ensemble des éleves de Saint Louis. Clest
une relation d’équivalence dont les classes d’équivalence sont paramétrées par le nom de chaque section
(PCSI5, MPSIL,...).

e On note B I’ensemble des vecteurs du plan. On rappelle que deux vecteurs &1 et & sont colinéaires si
et seulement §’il existe un réel k£ tel que e_2> = kei ou e_f = k’e_f. La relation de colinéarité n’est pas une

relation d’équivalence sur B (elle est réflexive et transitive, mais elle n’est pas symétrique). Cependant

la relation de colinéarité est bien une relation d’équivalence si on se restreint & ’ensemble P \ { 0} des
vecteurs non nuls du plan. Les classes d’équivalences sont alors paramétrées par un angle § €] — /2, 7/2].

— Propriété 12

La congruence (= [27]) est une relation d’équivalence. Pour z € R la classe d’équivalence de = pour
cette relation d’équivalence est x 4+ 277Z. L’ensemble des classes d’équivalences est paramétrée par
l'intervalle [0, 27

Preuve. Pour x € R, x = 2 + 0 x 27, donc x = x[27], donc = [27] est réflexive.

Soit (z,y) € R? tel que = = y[27]. Alors on a k € Z tel que z = y + 2km, et y =  — 2kn = x + 2(—k)7 avec
—k € Z, donc y = z[27] et 2mm|[27] est symétrique.

Soit (x,y,2) € R3 tel que z = y[27] et y = 2[27]. Alors on a (k,l) € Z% tel que = y + 2km et y = 2z + 2I~.
Alors © = y + 2km = z + 2(k + I)m, avec k + 1 € Z, donc x = z[27] et = [27] est transitive.

En conclusion, la congruence modulo 27 (= [27]) est bien une relation d’équivalence.

Soit & présent x € R. Alors y appartient & la classe de «x si et seulement si x = y[27], soit si y — x € 27Z, c'est
a dire encore y € = + 27Z. O
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— Propriété 13

Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E.
(1) T =7 si et seulement si zRy.
(2) L’ensemble des classes d’équivalences constitue une partition de E, c’est a dire :

(a) pour tout z € E, T # 0,
(b) pour tout z,y € F telsque T #y,ona: 2Ny =0,
(¢) E=U,epT-

Preuve.

(1) Supposons que T = 7. Puisque R est réflexive, on a x € T =7. Ainsi x € § et donc Ry par définition.
Réciproquement, on suppose que zRy. Montrons que T = 3. On procede par double inclusion : soit z € T,
on a zRx. Comme de plus Ry, on obtient par transitivité de R que zRy. Ainsi z € 7 et on a montré que
T C 3. On montre de la méme maniére I'inclusion réciproque.

(2) Tout d’abord puisque R est réflexive, x € T pour tout = € E.

En particulier, T # 0.
On obtient également que x € |J, 7 et donc que E = J, 5 T.
Reste & montrer le deuxiéme point. On procéde par contraposition : supposons que TN7Y # @ et soit

z € ZN7Y. Alors zRx et zRy. Par (1), on obtient donc :

T=Z=7.
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