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1 Produit scalaire et norme euclidienne

Dans tout ce chapitre, E désigne un R-espace vectoriel.

1.1 Produit scalaire

Définition.

On appelle produit scalaire sur F toute forme bilinéaire symétrique définie positive, c’est a dire
toute application ¢ : E X E — R satisfaisant :

e ¢ est bilinéaire :
Va, o y,y € B, VXeER, ¢(\x+a',y) = N\o(z,y)+o(2,y) et ¢(z, \y+y) = N\o(z,y)+o(x, )

e ¢ est symétrique :
Va,ye kB, ¢(y,z)=o(z,y)

e ¢ est positive :
VezekFE, ¢(x,x) >0

e ¢ est définie :
VeeFE, ¢(x,z) =0 2=0

Notation. Dans ce cas, on note ¢(z,y) =< z,y > (ou parfois (x|y), ou tout simplement z - y).

Remarques.

e Pour montrer la bilinéarité, on pourra se contenter de prouver la linéarité en 'une des variables
et la symétrie.

e On s’attachera a montrer avec rigueur le caractere défini (souvent le point non trivial).

Exemples classiques.

e Produit scalaire sur R?. Si z = (21,22),y = (y1,92) € R?, alors :

< T,y >= x1Y1 + T2Y2.

e Produit scalaire canonique sur R". Si z = (x1,...,2y), (y1,-..,yn) € R", alors :
n
<zy>=Y Ty
i=1

Ceci se rééerit matriciellement de la maniere suivante (avec X,Y € M,, 1(K)) :

<X,Y >=' X xY.

e Produit scalaire sur E = C([a,b],R). Si f,g € E, on définit un produit scalaire en posant :

b
< fg>= / F(Dg(t)dt.

Exemple. Montrons qu’on définit un produit scalaire sur £ = R,,[X] en posant pour tout P,Q € E :

<P,Q>=) PHQ®).

=0
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Exercice. Montrer qu’on définit un produit scalaire sur £ = M, (R) en posant pour tout M, N € E
<P,Q>=Tr(*M-N).

Définition.
Un R-espace vectoriel £ muni d’un produit scalaire < -,- > est appelé espace préhilbertien réel,
et noté (E,< -,- >). Si de plus F est de dimension finie, on dit que (E, < -,- >) est un espace
euclidien.

Norme euclidienne
Définition.
Soit (E, < -,- >) un espace préhilbertien réel.
e On définit la norme euclidienne sur F par:
Ve ek, ||z|| = v<z,z>
En particulier, on dira qu'un vecteur x € E est unitaire s’il vérifie ||z|| = 1.
e On définit la distance euclidienne sur F par:

Vx,yE Ev d($,y> = Hx_yH

Remarques. La norme euclidienne satisfait les propriétés suivantes :
e Vx e E, |lz|]|>0et|lz]] =0 < z=0g;
e VAER, Vz € E, ||Az|| = |A| - ||z]].

En effet, on a :

eVzeE |z|>0etsi]| z|=0alorsz=0g car (-,-) est définie positive.

e VAERVzEE, | Ax|=/z, \x) = /A2 (z,2) = || | 7 ||

— Propriété 1 (Identités remarquables)

Soit (E, < -,- >) un espace préhilbertien réel.
(1) Va,y € B, [lz+yll* = |2[>+2 <2,y > +|yl* et [Jo—y[[> = [J2|]* ~2 < z,y > +|ly[]*.

(2) Identité de polarisation :

1
Yo,y € B, <my>=(let+yll” =z -yl

(3) Bgalité du parallélogramme. V z,y € E, 2(||z|2 +||y||2) = ||z + y||? + ||z — y|?

Preuve.
(1) 11 suffit de développer ||z + y||? en utilisant les propriétés du produit scalaire.

(2) On fait la différence des deux égalités obtenues.
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(3) On fait la somme des deux identités obtenues.
U

Remarque. On déduit de I'égalité du parallélogramme, la longueur de la médiane du triangle de coté
x,y en fonction des longueurs des trois cotés x,y,x — ¥y :

T+y 1
=51 = 5 V2l + 1l?) = llz =yl

1.2 1Inégalité de Cauchy-Schwarz et conséquences

— Théoréme 2 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

Soit (E, < -,- >) un espace préhilbertien réel. On a :
Va,ye B, [<zy>|<|lz][|ly]l-

De plus, on a I’égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.

Preuve. Fixons x,y € E, et considérons la fonction de R dans R définie pour tout ¢ € R par :
£t) = Itz — yll? = ElJa]? - 2t < 2,y > +]yll%
Deux cas peuvent alors se présenter :
e Si ||z||> =< x,x >= 0, alors puisque le produit scalaire est défini on en déduit que = = Og.

L’inégalité de Cauchy-Schwartz s’écrit alors 0 < 0 et est bien satisfaite.

e si||x||? # 0, la fonction f est une fonction polynomiale du second degré en ¢, & valeurs positives
car le produit scalaire est positif. Son discriminant est donc positif :

A=4((<zy > —|lz[lyl]*) < 0.
On en déduit I'inégalité de Cauchy-Schwartz.

Si x et y sont liés, on a bien entendu I’égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwartz. Réciproquement,
supposons qu’on ait ’égalité. Si z = O, alors x et y sont liés. Si x # Og, 'égalité signifie en reprenant
nos calculs que A = 0. Ainsi f a une racine double « et ||az —y|| =0, d’ou y = ax. O

Remarque. L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne

e dans F = R™ muni du produit scalaire canonique :

n n n
=1 i=1 i=1

e dans F =C([a,b],R) :

/a bf(t)g(t)dt‘ < \/ / bf(t)?dt\/ / gyt

— Propriété 3

La norme euclidienne satisfait les trois propriétés suivantes :
(1) séparabilité : Vo € E, ||z|| >0et ||z|]]=0 < x=0g;
(2) homogénéité : VA € R, Vz € E, ||Az|| = |A| - ||z]] ;

(3) inégalité triangulaire : Vo,y € E, ||z + y|| < ||=|] + ||y|]-
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Remarque. Une application satisfaisant ses trois points est appelée une norme sur ’espace vectoriel
E.

Preuve. Les points (1) et (2) ont déja été démontré. Montrons l'inégalité triangulaire. Pour =,y € F,
I'inégalité de Cauchy-Schwartz donne :

lz+yl?® = (z+y,z+y)
|2 |* +2(x,9)+ |y |?
|z 1?42 {z,y) |+ | v ||

< lalP+2lz iyl +Iyl?
< (l=ll+1y D>
O
Remarque. Il en découle les propriétés suivantes de la distance euclidienne d(z,y) = || — y|| :
e dz,y)=0 & z=y;
o d(z,y) =d(y,z) ;
o d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2).
— Propriété 4
(W) [lz+yll = Izl +[lyll 2 =00u3a>0, y=a-w
(2) Y,y B, [[lz]] = [lylll < lz =yl
Preuve.
W) llz +yll = [lz]] + llyl| @< 2y >=[ <@y >[et | <zy > [ =[] [[y]|. Or on a égalité dans

I'inégalité de Cauchy Schwarz si et seulement si z = O ou si il exsite a € R tel que y = ax.
Comme de plus < z,y >=| < z,y > |, on en déduit que o > 0.

(2) Direct avec ||z|| < ||z —yl| + [[yl] et |lyl| < |ly — =[| + |yl

2 Orthogonalité

2.1 Vecteurs orthogonaux, orthogonal d’une partie
Soit x,y € E des vecteurs non nuls. L’inégalité de Cauchy-Schwarz montre que :

B <y >
Al <yl T

<z,y>
On définit alors I’angle non orienté 6 € [0, 7] des vecteurs z et y par § = arccos <HHx><yHH) On a
€T Y

ainsi :
<,y >= |[z[| x |[y]| x cos(6).

Définition.

Soit (E, < -,- >) un espace préhilbertien réel.
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e On dit que les vecteurs z,y € E sont orthogonaux si < x,y >= 0.

e Plus généralement, deux parties A et B de E sont orthogonales si V (z,y) € A x B, <
z,y >=0.

Remarque. z et y € E sont orthogonaux si I'un des vecteurs est nul, ou si les deux vecteurs sont
. 7 7 N 7T
non nuls et I’angle non orienté entre x et y est égal a 5

— Propriété 5 (Pythagore)

Soit (E, < -,- >) un espace préhilbertien réel. Alors:

et y sont orthogonaux < ||z +y||> = ||z[|* + ||y||?

Preuve. On a |z +y||* = [|z||* + ||y|* + 2 (z, y). Ainsion a :
lz+y|l>=|lz]>+|ly]|? & <z,y>=0 < =z ety sont orthogonaux.

O
Définition.
Soient (E, < -,- >) un espace préhilbertien réel et A une partie de E. On appelle orthogonal de
A lensemble noté AL défini par :

At ={zecE, Vac A <z,a>=0}

— Propriété 6

Soient (E, ¢) un espace préhilbertien réel et A, B deux parties de E.
(1) At est un sous-espace vectoriel de E.

(2) Si A="Vect(ey,...,e,), alors
reAt evVie|l,n]], <z,e>=0

(3) Si A C B, alors B+ c A+,
(4) Ac (AYH)*.

Preuve.

(1) L’ensemble AL est non vide car O € AL, 1l est stable par combinaison linéaire: Si A, € R, si
z,y € AL alorsV a € A,

(a, \z 4+ py) = Ma,z) + p{a,y) = 0.
(2) Par double inclusion.
(3) Soit b € B*, alors pour tout a € A, on a :
<ba>=0 cara€ AC B.

Ainsi b € AL et donc B+ ¢ A+,
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(4) Ona A C (AL)L carsia € A,V x € AL,
(a,z) =0, donc (z,a) =0

et on en déduit que a € (AL)L, ce qui établit 'inclusion.

Remarques.

e {0p}t = Eet EX = {0g}. En effet, pour la deuxieme égalité, si # € E+, comme = € E, z est
orthogonal & lui-méme, donc (z,z) = ||z||* = 0 et z = 0p.

e Ainsi, on a I’équivalence suivante:
(Vaekl, (a,z)=(ay) < (z=1y).
En effet, si V a € E, (a,x) = (a,y), alors  — y est orthogonal & tout vecteur a € E, donc
r—y€Et={0p}etz=y.
2.2 Familles orthogonales, familles orthonormales
Définition.
(E, < -,- >) un espace préhilbertien réel.

e On dit qu’une famille de vecteurs (z1,...,x;) de E est orthogonale si :

V1<i<j<k, <l‘l,$3>:0

e Une famille orthogonale de vecteurs (z1,--- ,zx) de E est orthonormale si de plus pour tout
1§Z§]€,||.§L‘@H: (J}i,l‘i>:1.
Remarque. Pour une famille (z1,--- ,xj) orthonormale, on a ainsi : < x4, z; >= d; ;.

— Propriété 7 (Pythagore)

Pour toute famille orthogonale de vecteurs (z1,...,z;) de F, on a :

2 k
2
=l
i—1

k
>
i=1

Preuve. Les propriétés du produit scalaire et 'orthogonalité des vecteurs z1,...,z; donnent :
k 2 k k
2
D ail =2 > (e = llill®.
i=1 i=1 j=1 i=1

Remarque. La réciproque est vraie lorsque k£ = 2, mais fausse en général lorsque k > 3.

Propriété 8

Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls (z1,...,z) de E est libre. En particulier,
toute famille orthonormale est libre.
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Preuve. Formons une combinaisons linéaire nulle de la famille orthogonale de vecteurs (z1,...,zx)
de E : soit A1,..., A\ € K telle que

Azy+ -+ Az = Op.

En faisant le produit scalaire par un vecteur z;, 1 < j <n, on a:

k k
<.Z‘j, Z )\zZL‘z> = Z)\Z <l‘j,.%‘7;> =0.

i=1 i=1
Par orthogonalité de la famille (z;), il reste \; |[v;||* = 0, d'olt A; = 0 car v; # Op. O
Exercice. On considere E = {f € C°(R,R)|f 2r-périodique}.

2w
a) Montrer que lapplication < f,g >= f(t)g(t)dt définit un produit scalaire sur E.
0

b) Montrer que la famille (t — cos(kt),t — sin(kt))g=1,.., est une famille orthogonale pour < -,- >.

2.3 Orthonormalisation de Gram-Schmidt

— Propriété 9 (Orthonormalisation de Gram-Schmidt)

Soit (x1,...,y) une famille libre de vecteurs de E. Alors il existe une famille orthonormale
(e1,...,e,) unique, appelée 'orthonormalisée de Gram-Schmidt de (xg,z1,...,2,), telle
que:

e Vkellln|], Vect(er,...,ex) = Vect(xy,...,zL).

o Vke[[1n], (e, zx) > 0.

Preuve. Montrons par récurrence sur k € [|1,n|] qu'une telle famille (e, ..., e,) existe et est unique.
e Supposons k = 1. On cherche donc e; € E tel que :

— Vect(er) = Vect(z1) ;
= lleall =15

— <er,x1 >>0.

La premiere condition impose que e; = Az1 avec A € R. Avec la deuxiéme condition, on obtient
L= llex]] = Al x [[z1]].

. Enfin la derniére condition nous donne

Comme de plus ||z1]| # 0, on en déduit que A = +

1
|1

<epx1>>0 = \|z|* >0, soit encore A > 0.

Réciproquement, e; = T 1” satisfait bien les conditions souhaitées.
1
e Soit k € [|1,n — 1|] et supposons (ey,...,e) construits. On cherche & présent ey satisfaisant :
— Vect(er,...,ext1) = Vect(xr, ..., Tkt1) ;
— (e1,...,exy1) orthonormale ;

— < €k+1,Tr41 >> 0.
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Puisque par hypothese de récurrence, on a Vect(ey,...,e;) = Vect(z,..., k), on cherche donc
Ay A, 1) € K tels que :

€ri1 = A€l + -+ Apeg + UTpiq-
De part la deuxieme condition, on a pour tout j =1,...,k :
<epy1,e; >=0 = A —pu<ej, 4 >=0.
Ainsi, on obtient l’expression suivante de e :

k1 = M Tpgp1— < €1, Tpyr > €1 — - — < €y Thy1 > k).

=Vk+1

On a vgyq # 0 car sinon xpq € Vect(e,...,ex) = Vect(x,...,zL).
1

On doit avoir de plus ||ex11|| = 1, ce qui implique p = iﬁ.
V41

Enfin, la derniére condition nous donne :
1 1
< X1, Cpy1 >=< ;€k+1+ <e1,Tp41 > €1+ -+ < ep,Tpt1 > €k, €yl >= ; > 0.

Ainsi, on a montré que :

Tpr1 — (€1, Trr1) €1 — ... — (€, Tha1) €k
| Zh41 — (€1, Tos1) €1 — ... — (ex, Tpt1) € ||

€41 =

Réciproquement, on montre (en remontant les calculs) qu'un tel vecteur satisfait bien toutes les
conditions souhaitées.

On conclut par principe de récurrence. [l

» Voici lalgorithme a suivre pour orthonormalisé la famille libre (1, ..., xy) :

T
® DosSer €1 = m 5

e une fois les vecteurs eq, ..., ey construits,

— POSET V41 = Tp41— < €1, T4l > €1 — +++ — < €k, Tht1 > €k 5
Uk+1
[pesy]

— poser epy1 =

2
Exemple. On considére Re[X] muni du produit scalaire < P,Q >= Z P(k)Q(k). Orthonormalisons

k=0
la base canonique par le procédé de Gram-Schmidt.
1 1
[ ] QO = 0 = —F.
I V3
Ry X-1
.R1:X_<Q07X>Q0:X_1)etQ1: -
IRl V2
2 2 2 2 1 Ry 3 2 1
.RQZX—<QO,X >Q0_<Q1,X >Q1:X_2X+§,etQ2:m: 5 X—2X+§ .
2



PCSI5 Lycée Saint Louis

3 Bases orthonormées d’un espace euclidien

3.1 Existence de bases orthonormées d’un espace euclidien

Définition.

Soit (E, < -,- >) un espace vectoriel euclidien. Une famille (e, ..., e,) est une base orthonormée
de F ¢'il s’agit d'une famille orthonormée et d’une base de E.

Exemples.
e La base canonique de R" est une base orthonormale pour le produit scalaire usuel.

1
V3’

duit scalaire < P,Q >= ZP(k:)Q(k)
k=0

X-1 3 1
e La famille ( BV \/; <X 22X+ 3)) est une base orthonormée de Ry[X| muni du pro-
2

e Pour ce méme produit scalaire sur Ry[X], on a la base orthonormée (Lo, L1, L2) des polyndémes
de Lagrange, ou L;(j) = 6;j avec 0 <14,j < 2.

Propriété 10

Soit (E, < -,- >) un espace vectoriel euclidien. Il existe une base orthonormée de E.

Preuve. Puisque E est un espace vectoriel de dimension finie, il existe une base (x1,...,x,) de
E. Notons alors (eq,...,e,) orthonormalisée de Gram-Schmidt de cette famille. C’est une famille
orthonormale, donc libre de n vecteurs de E. C’est donc une base orthonormée de FE. [l

Propriété 11

Soit (E, < -,- >) un espace vectoriel euclidien. Toute famille orthonormale de E peut étre
complétée en une base orthonormée de E.

Preuve. Soit (ey,...,er) une famille orthonormée de E. C’est en particulier une famille libre de F,
qu’on peut compléter en une base (ey,...,e€g, Tki1,...,2y) de E. On applique alors a cette famille le
procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt pour obtenir alors une base orthonormée (ey, ..., ey)
de E (on notera que les k premiers vecteurs restent inchangés quand on applique I’algorithme). (Il

Exercice. Apres avoir normalisé le vecteur z1 = (3,0,4), compléter en une base orthonormée de R?
muni du produit scalaire usuel.

3.2 Formules dans une base orthonormée

L’intérét des bases orthonormales résulte des propriétés suivantes.

10
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— Propriété 12

Soit (F,< -,- >) un espace vectoriel euclidien rapporté & une base orthonormale B =
(e1,...,€en).

e Pour tout xt =z1e1+ ... +xpep et y=y1e1 +... +ype, de £, on a:
(T, ) =x191 + ... + TpYn
e Pour tout z = z1e1 +... + e, de E, on a :
lz)? =22+ ... + 2.
e Pour tout z dans E, on a :

x= (e, x)er + ...+ (en, x)en.

Preuve.

n n n n n
(z,y) = <Z $i€i,zyj€j> = sz’?zy] <€i7€j> = Z%yz
i=1 j=1 i=1

i=1 j=1

On en déduit en particulier ||z|* = 22 + ... + 2.
De plus, en faisant le produit scalaire de x avec les e, on a :

n
(ex, ) = <€k,zxi€z‘> = @i ler, ei) = .
i=1 el
On en déduit = = (e1,x)e1 + ... + (en, T) €n. O

ATTENTION. Ces formules sont valables uniquement lorsque la base B considérée est orthonormale.

4 Projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel de dimension
finie

4.1 Supplémentaire orthogonal

— Propriété 13

Soit E un espace préhilbertien réel, F' un sous-espace vectoriel de E' de dimension finie.
Alors on a :
E=F@F*

Le sous-espace F est appelé le supplémentaire orthogonal de F.

Preuve. F' étant de dimension finie, on considere dans la suite (ey,. .., e,) une base orthonormale de
F.

P
e Analyse. SoithE,x:inei%—y avec y € . On a pour tout i = 1,...,p, < x,e; >= x;

i=1
(car < y,e; >=0), d’out :

P P
m:Z<x,ei>ei+<:U—Z<a:,ei>ei>.
i=1 i=1

11
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e Synthese. Soit x € E qu’on décompose de ma maniere suivante :

P 4
xzz<x,ei>ei+<x—z<x,ei>ei>.
i=1 i=1

Le premier terme appartient & F, et on vérifie que le second appartient bien & F=.

— Propriété 14

Soit (E, < -,- >) un espace euclidien. Pour tout sous-espace ' de E on a :
e dim(Ft) = dim(E) — dim(F) ;

« (FHY'=F.

Preuve.
e Il suffit de prendre la dimension dans la somme direct E = F @ F+ (égalité satisfaite car F' de
dimension finie).
e On a déja l'inclusion F' C (FL)L. De plus en prenant les dimensions, dim( FL)L) = dim(F) —
dim(F*) = dim(E) — (dim(FE) — dim(F)) = dim(F). Ainsi on a bien (FL)L =F.
O

Exemple. Considérons E = R3, F le sous-espace défini par I'équation z+y+2 = 0 =< (z,v, 2), (1,1,1) >.
Ainsi F+ = Vect(1,1,1) est le supplémentaire orthogonal de F.

N . . . . . . 1 .
Remarque. Le deuxiéme point n’est pas vrai en dimension infinie : on a F' C (F l) , mais ce n’est
pas une égalité en général.

Exercice. On considere F = {suites réelles nulles & partir d’un certain rang} muni du produit scalaire

400 oo
<u,v >= Zunvn. On pose F' = {u € F| Zun =0}
i=0 1=0

a) Montrer que F* = {0g}.

b) En déduire que F' & (FL)J' et que F@ FL #E.

4.2 Projeté orthogonal

Soit (F,< -,- >) un espace préhilbertien réel et soit F' un sous-espace vectoriel de F de dimension
finie. On a montré qu’alors :
E=ForFt

Définition.

On appelle projection orthogonale sur F, notée pg, la projection sur F dans la direction de F=*.

— Propriété 15

Soit (e1,...,ep) une base orthonormale de F'. Alors on a pour tout z € E,

p
pr(z) = Z < x,e; > €.
i=1

12
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Preuve. Il suffit de reprendre la démonstration de la somme direct E = F & F : on a montré que
tout x € E se décompose de fagon unique en x = y + z avec y € F' donné par :

P
yzz<x,ei>ei.
i=1

O

Exercice. Dans R* muni du produit scalaire canonique, on consideére F' le sous-espace d’équations:

1+ T2+ x3+14 =0
T1— X9 +x3—x4=0

a) Déterminer une base orthonormale de F'.
b) Déterminer la matrice, dans la base canonique, de la projection orthogonale sur F'.
Remarque. Retour sur le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidst.

Soit (x1,...,x,) une famille libre de vecteurs de F, et notons Fy, = Vect(ey,...,ex) pour 1 <k <n-—1.
On peut réécrire le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt de la maniere suivante :

€1
® Doser e; = m N
e une fois les vecteurs eq, ..., e, construits,

— poser Ugy1 = Tpy1 — PF(Thy1)
Vk+1
[|Vk-41]]

— poser ex11 =

Exercice. Soit F un espace euclidien et p € L(FE) un projecteur. Montrer que p est un projecteur
orthogonal si et seulement si

Ve, y e B, <p(x),y>=<xzply)>.

= Supposons que p soit un projecteur orthogonal sur F. Alors pour tout x,y € FE, il existe
z1,y1 € F, 22,2 € F* tels que :

r=x1+z2 et y=y+yo.

On a alors :
<p(x),y >=<z1,y1 +y2 >=<2T1,y1 >
<z, p(y) >=<z1+ 22,41 >=<121,Y1 > .

D’ou le résultat.

< Supposons que p soit un projecteur tel que pour tout z,y € E, < p(z),y >=< x,p(y) >. Notons
alors F' = Im(p) et G = Ker(p). 1l suffit de montrer que G = F*. On a pour tout z € F et
pour tout y € G :
<z,y >=<px),y >=< z,p(y) >=< z,05 >=0.

Ainsi, G C F*. On conclut alors en prenant les dimensions (avec le théoreme du rang) :

dim(G) = dim(F) — dim(F) = dim(F71).

13
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Définition.
Soit (E, < -,- >) un espace préhilbertien réel et soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension

finie. On appelle symétrie orthogonale par rapport a F, la symétrie par rapport a F' dans la
direction de F*.

Exercice. Supposons (E,< -,- >) euclidien, et soit s € L(FE) une symétrie. Montrer que s est une
symétrie orthogonale si et seulement si

Ve,ye E, < s(x),y>=<uwx,s(y) > .
Définition.

Soit (E, < -, >) un espace euclidien. On appelle réflexion toute symétrie orthogonale par rapport
a un hyperplan de E.

4.3 Distance d’un vecteur a un sous-espace

— Propriété 16

Soit (E,< -,- >) un espace préhilbertien réel et soit F' un sous-espace vectoriel de E de
dimension finie. Pour tout x € E, la projection orthogonale pr(x) est I'unique vecteur de
F qui réalise la plus courte distance de x a F', c’est a dire :

d(x, F) = min{|[z —yl|,y € F'} = ||z — pr(2)|].

De plus, si (e, ..., e,) est une base orthonormale de F, la distance de x & F' est :

da, F) = |l 212 =) lex ).
k=1

Preuve. Pour tout vecteur y appartenant a F', on a:

z—y=(r—pr()+ (pr(z) —y).

Comme pr(z) est la projection orthogonale de z sur F, on a pp(z) € F et  — pp(x) € F*. Donc
pr(z) —y € F et x — pp(x) € F* et le théoreme de Pythagore donne:
Iz =y I’=llz = pr(@) I* + | pr(z) =y *>] @ = pr(2) |I*.
Donc || z —y ||>|| z —pr(z) || avec égalité pour || pr(x) —y ||= 0, c’est-a-dire y = pr(z). On en déduit
que
d(z, F) =|| z — pr(z) |= {2 -y [ | y € F}.
n
Comme (eg, ..., ey) est une base orthonormale de F', on a pp(z) = Z (e, x) er. Comme le théoreme
k=0
de Pythagore donne || z |*=|| @ — pr(z) [I* + || pr(2) |? et | pr(@) |°= 25 l{er, 2)|* , ona:

d(z, F) =|| z = pr(z) [|= | I 2 12 =Y (e, @)
k=0

14
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— Propriété 17 (Inégalité de Bessel)

Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace vectoriel euclidien (E, < -, - >
). On a l'inégalité :
Ve e E, |lpr(z)|| < [|zl.

De plus si (eq, ..., e,) est une base orthonormale de F, on a :

> MHewa)* <llz .

k=1

n

Preuve. Pour tout z € F/, on a :
z = (z —pr(z) +pr(z)
avec pr(z) € F et x — pp(z) € F+. Par Pythagore, on en déduit :
2 2 2 2
2l = llz = pr()[I” + lpr(@)]|” = |lpr ()"
D’ou I'inégalité de Bessel. La seconde inégalité en découle en notant comme dans la preuve précédente

n
que || pr(z) ||*= Z |(er, )|, toujours par Pythagore. O
k=0

Exemple. Calculer la distance de v = (3,0, 1) au plan vectoriel F' = {(z,y, 2)|z +y + z = 0}.

Exemple. La droite des moindres carrés. On observe I’évolution d’un phénomene physique au
cours du temps, en relevant & intervalles de temps (réguliers ou non) x1, ..., x, une certaine grandeur
Yi,-- -5 Yn-

On cherche a trouver une relation linéaire entre les x; et les y;, c’est a dire qu’on souhaite “placer”
tous ces points sur une méme droite. On cherche donc (a,b) € R tel que :

Vi=1,...,n, y; =ax;+b.

1 Y1 1 zp 1
Notons X =| : [, Y= |,1=|:|etA=]| : :|. On cherche donc a résoudre I’équation
Tn Yn 1 T, 1
matricielle :
Y =AU

ounU = (a). Il est cependant peu probable que cette équation ait des solutions puisque les points ne

b
sont surement pas sur la méme droite, ce qui se traduit par Y ¢ I'm(A). On cherche donc & résoudre
ce systeme d’équations de facon approchée. Pour cela, il est naturel de chercher le vecteur U € R? qui
minimise :

||AU —Y||.

On dit qu’on résout cette équation au sens des moindres carrés. D’apres le cours, on sais que :

in ||[AV — V|| = |[Y —p(Y
in || I=11Y —p(Y)]]

15
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oll p est la projection orthogonale sur Im(A). On est donc ramené & chercher U € R? tel que
p(Y)=AU. On a:

Y —p(Y) € Im(A)*t = Vect I S< XY —p(Y)>=0et <1,Y —p(Y) >=0

S X x (Y —-p(Y))=0et1x (Y —p(Y)) =0
SPAY —p(Y)) =02
e Ax AV =t AY

D’ou finalement si ‘A x A € M3(R) est inversible, la solution au sens des moindres carrés est :

V=_Ax A" x" AY.

Remarque. La matrice (*A x A) est bien inversible car det(*A x A) = —(Y_ z;)? +nY_z?. Or par
I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

(sz x 1)? < <Zl> X <Z$12> :TLZ.Z%

avec égalité si et seulement si X et 1 sont colinéaires, c’est a dire si les x; sont tous égaux.
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