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1 Espaces vectoriels

Dans tout le chapitre K désignera R ou C.
1.1 Généralités

Définition.

Soit £ un ensemble non vide muni :

e d’une loi de composition interne notée + (I’addition) :

ExE — E
(r,y) = x4y

e d’une loi externe notée - (la multiplication par un scalaire) :

KxE — E
Ny) = Ay

On dit que (E,+,.) est un K-espace vectoriel (ou de maniere abrégée K-e.v., ou e.v.), si :
e (E,+) est un groupe commutatif, c’est a dire :

— D'addition est associative : ¥(z,y,2) € E3, (v +y) + 2=z + (y + 2).
On pourra ainsi écrire = 4+ y + z.

'addition est commutative : ¥(z,y) € E?, z +y =y + .

I’addition admet un élément neutre : de€ K, Vx € E, x +e=c¢+ 1 = x.

— tout élément de F est symétrisable : pour tout z € F, il existe 2’ € F tel que z+2' = e.
e La multiplication par un scalaire - vérifie :

— . est "associative” : V(\, u) € K2, Vo € E, \.(n.z) = (\u).z.
— . est distributive sur 'addition de E : V(\,u) € K2, Vo € E, (A + p).z = \x + p.z.
— . est distributive sur 'addition de K : VA € K, V(z,y) € E?, \.(x +y) = Az + \.y.

— 1k est I’élément neutre pour . : Vz € E, 1g - = = x.

Vocabulaire. On appelle :
e scalaires les éléments A\ de K ;

e vecteurs les éléments = (ou &) de 'espace vectoriel E.

Remarques.

e L’élément neutre de (E,+) est unique : en effet si e, ¢’ € E sont des éléments neutres pour +,
on a:
/ /
e =ete =ce.

On note cet élément neutre Og et on 'appelle le vecteur nul de E.

e Pour tout z € F, I'élément 2’ tel que x + 2’ = Og est unique, appelé le symétrique de = dans
(E,+) et noté —x : en effet si 2/, 2" € E satisfont ces hypotheses, on a :

=240 =2+ (x+2") = (@ +2)+ 2" =0p+2" =2".
associativité de +
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— Propriété 1 (Reégles de calcul dans un e.v.)

1) Pour x € E, on a Og.x = 0g et pour A € K, \.Og =0g ;

2) VIM,z) e KxE,A-2=0g = A=0gouz=0g;

(1)
(2)
(3) Pouwr Ae Ket x € E, (—\) -z =X (—z) = —(\-z). En particulier, (—1g) -z = —z ;
(4) Pourtout ,pe K,z e B, A—p)-x =Xz —p-x;

(5)

5) Pour tout \e K, z,y e E, A-(z—y)=A-z—\-y.

Preuve.

(1) Soit z € E. Alors Ogx.z = (Ox + Og).x = Og.x + Og.x par distributivité. Ainsi, en ajoutant le
symétrique de Og.x, on obtient : Og.x = O .

Pour A € K, A.0g = A\.(0g + 0g) = A\.0g + A\.0g par distributivité. Ainsi on obtient \.0p = Og en
ajoutant I'opposé de A\.0g.

(2) Soit (A\,z) € K x E tel que A -z = 0g. Supposons A # Og et montrons que £ = 0g. On a

z=1lg-z=NN-z2=Xx1 N-2)=X2"1.0p=0g.

(3) Soit (A\,z) € K x E, on a:
(=N z4+Xz=(-A+X)-2=0 -2=0g.
Donc —(A-z) = (=) - z.
A(—x)+A-z=X(—z+2)=X-0g =0g.
Donc A~ (—z) = —(\ - )
Enfin pour A = 1k, (—1k) -2 = —(1x - ) = —z.

(4) et (5) découlent directement de (3).

1.2 Espaces vectoriels de référence
Espace vectoriel K

L’ensemble K muni de son addition et de sa multiplication est un K-espaces vectoriel ou le vecteur
nul est Og = 0. En particulier, R est un R-espace vectoriel et C est un C-espace vectoriel. On peut
voir aussi C est comme un R-espace vectoriel si on le munit de son addition et de la loi externe :

RxC — C
(\,z) +— Axz produit dans C.

Espace vectoriel K"

Les ensembles R? et R3 des vecteurs du plan et de l'espace forment un R-espace vectoriel. Plus
généralement pour n € N*, on définit sur ’ensemble K" les lois suivantes :

e l'addition : pour (z1,x2,...,2n) € K" et (y1,y2, ..., yn) € K" :

(w1, 2, ooy Tn) + (Y1, Y2, s Yn) = (01 + Y1, T2 + Y2, .., T3 + Y3);
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e la multiplication par un scalaire : pour (x1,x2,...,2,) € K" et A € K :

A(z1, 22, 0y ) = (A1, A2, ..oy ATy

Propriété 2

Muni des lois précédentes, I’ensemble K™ est un K espace vectoriel, ol le vecteur nul est
Ogrn = (0,---,0).

Preuve.
e — Soitx=(x1,..sxpn), ¥y = (Y1,sYn), 2 = (21, ..., 2n) € K", on a

r+(y+2) = (x1, s 2n) + (Y1, -, Yn) + (21, -, 21))
= (1, ... )+((y1+21, - Yn + 2n))

= (z1+ ( Y1+ 21),. + (Yn + 2n))
=({(z14+v1)+ 21,-- (azn + yn) + 2n)

= (14 Y1,y Tn + yn) + (215 .y 2n)
(15 s ) + (Y1, s Yn)) + (215 -0, 20)
=@ty +z

donc + est associative.

— Soit # = (21, .., xn), ¥ = (Y1,--yn) €E Ky ona: x+y = (1 + 91, -, 2n + Yn) =
(y1 + 21, .,Yn + xn) =y + = donc + est commutative.

— Le n-uplet Ogn = (0, ...,0) est élément neutre, puisque pour tout x = (z1,...,z,) € K", on
ar+0gn =(x140,...,2,+0) =2z

— Pour tout z = (21,...,z,) € K", on a : (r1,22,...,2,) + (—21, —22, ..., —x,) = (0,...,0) =
Ogn» et donc l'opposé de x est —z = (—x1, ..., —Tp).

e Pour tout x = (z1,...,2n), ¥y = (Y1, .., yn) E K", A € K, p € K, on a:

— AN(px) = A(pxy, ..o pzy) = (Apzr, ..o, Apx,) = (Ap).x

—At+waez=((A+px,...., AN+ pzy) = Az + pxr, ..o, Ay + pxy) = Az, ..., Axy,) +
(L1, ..oy uxy) = Ak + p.x

—Az4y) =Az1+v1),- ATt yn) = A1+ Ay, o Az, + Ayn) = Az, .. Ay +
(AY1, -+ AYn) = Az + Ay

— laz = (1zy,...1z,) = =.

Produit cartésien d’espaces vectoriels

Considérons n K-espaces vectoriels E1, - - - , E,, et le produit cartésien E = Ey x- - - X E,, = {(z1,- -+ ,x,)|z; €

E;}. On définit les opérations suivantes :
e laddition : (z1,...,2n) + (Y1, Yn) = (L1 + Y1y -y Tn + Yn) ;

e la multiplication par un scalaire : X - (z1,...,2n) = (A - z1,..., A\ Tp).

Propriété 3

Muni de ces opérations, (E,+,-) est un espace vectoriel, ou le vecteur nul Og est égal a
(0E17 T 70En)'




PCSI5 Lycée Saint Louis

Remarque. Si F est un K-espace vectoriel, E™ est un K-espace vectoriel. Si £ = K, on retrouve
ainsi que K" est un K-espace vectoriel.

Espaces vectoriel M,, ,,(K)

Sin,p € N*, 'ensemble M,, ,(K) des matrices a coefficients dans K de taille n x p, muni de I’addition
matricielle et de la multiplication par un scalaire est un K-espace vectoriel, ou le vecteur nul est

OMn,p(K) == On,p-

Espace vectoriel F (2, F)

Soient 2 un ensemble non vide et E un K-espace vectoriel. Pour (£, g) € F(Q2, E)? et A € K, on définit
les applications suivantes:
f+g: Q@ —- E ANf: Q - FE

v oo f@)tg@) v oo Af()

Propriété 4

Si Q est un ensemble non vide et F un K espace vectoriel, (F(Q2, E),+,-) est un K-espace
vectoriel, ou le vecteur nul Or(q g) est la fonction @ — E,w — Op.

Preuve.
e — Soit (f,g,h) € F(Q, E)3. Pour tout = € Q, on a :
(f + (g +h)(x) = f(z) + (9 + h)(z)
= [(x) + (g(2) + h(z)) = (f(2) + 9(x)) + h(z)
(f +9)(x) + h(z)
= ((f+9)+h)(z)

Ainsi, f+ (g + h) = (f +g) + h et + est associative.
— Soit (f,g) € F(, E). Pour tout z € Q, on a (f + g)(x) = f(x) + g(x) = g(x) + f(z) =
(9+ f)(x) done f+g =g+ f.

— La fonction nulle :
Of(w,E) Q= F

r — Ok
est élément neutre puisque pour tout f € F(Q,E) et pour tout z € Q, on a (f +
07(w,p))(®) = f(z) + 0k = f(z) donc f + 0r, g = f.
— Soit f € F(Q, E). La fonction —f : Q — E, x = — f(x) vérifie 'égalité f + (—f) = Or, )

e Soient (\,u) €K% et f,g € F(Q,E)
— Pour tout € Q, on a (A.(u.f))(x) = A(u.f(x)) = (Ap).f(z) = (Aw).f)(x) donc A.(u.f) =
(Aw).f.
— Pourz € Q,ona ((AMup).f)(z) = A f(ax)+u.f(x) = (A f+p.f)(x) donc (A+p).f = X f+pu.f.

— Pour tout z € Q, on a (A.(f+9))(z) = A.(f(zx) +g(x)) = A.f(z) + p.g(x) = (A\.f + p.g)(x)
donc A\.(f+¢9) = A.f+ p.g.

— Pour tout z € Q, (1.f)(z) = 1.f(z) = f(x), donc 1.f = f.
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O
Remarque. Si 2 = R = K, on en déduit par exemple que I’ensemble F(R,R) des fonctions de R
dans R est un espace vectoriel. Les fonctions cos, exp, ... sont des exemples de vecteurs de cet espace
vectoriel.

Comme conséquence, on retrouve la propriété suivante prouvée dans un chapitre précédent :

Propriété 5

L’ensemble KN des suites & valeurs dans K est muni d’une structure d’espace vectoriel dont
le vecteur nul est la suite constante égale a 0.

Espace vectoriel K[X]

L’ensemble K[X] des polynémes & coefficients dans K, muni de 1’addition et de la multiplication par
un scalaire, est un K-espace vectoriel dont le vecteur nul Ogx] est le polynéme nul.

1.3 Combinaisons linéaires
Définition.
Soit (E,+,.) un K espace vectoriel.

e Soit p € N* et z1,...,zp, € . On dit que x € F est combinaison linéaire des vecteurs
x1,...,xp € E 8l existe (Aq,...,Ap) € KP tel que

p
75:)\1'$1+/\2‘~752+-'-)\p'1’p:Z)\i'xi-

=1

e Soit X une partie de £. On dit que x € E est combinaison linéaire de vecteurs de X
si x est combinaison linéaire d’une famille finie de vecteurs de X.

Exemples.

e Dans R?, (1,2,0) est combinaison linéaire de (1,1,0) et (0, 1,0), mais pas de (1,1,0) et (0,1,1).

T 3

e Dans £ = F(R,R), ch et sh sont combinaisons linéaires de = — e* et = +— e~ %, cos
combinaison linéaire de = — 1, cos, x — cos(2x) et x +— cos(3z).

est

e Si £ =F(R,R)et X ={e,:x+— z"n €N}, f e FE est combinaison linéaire de vecteurs de X
si et seulement si f est une fonction polynomiale. Les combinaisons linéaires des fonctions ey,
pour 0 < k < n sont les fonctions polynomiales de degré < n.

2 Sous-espaces vectoriels

2.1 Définition

Définition.

Soit E un K-espace vectoriel. On dit que F' C E est un sous-espace vectoriel de F si
(i) F#0;
(i) Y(z,y) € F2, Y\, u) € K%, Az +py € F.
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Exemple. Si E est un K-e.v., alors {Og} et F sont des sous-espaces vectoriels de E (appelés sous-
espaces vectoriels triviaux de E).

Remarques.

e SiFestuns.e.v. de E, alors F est stable par combinaisons linéaires : on le montre par récurrence
en utilisant (ii).

e Tout sous-espace I’ de E contient le vecteur nul Og : en effet, puisque F # (), il existe z € F.
DoulOg=0-2z€F.

e Pour montrer que F' # (), on vérifiera que O € F. En particulier, si Og ¢ F', F ne peut pas étre
un s.e.v.

Remarque. Comme un sous-espace vectoriel est stable par combinaisons linéaires, on peut le munir

des lois induites :

FxF — F ot KxF — F
(x,y) — z+y Az) — Az

Propriété 6

Soit (E,+,-) un K-e.v. et F' un sous-espace de E. Alors F' muni des lois induites est
lui-méme un K espace vectoriel.

Preuve.
e [’ensemble F' est muni d’une addition et d’une loi externe.
° — L’addition reste évidemment associative et commutative car ceci est vraie dans E contenant

F.

— Comme O € F, 'addition de F' posseéde un élément neutre : en effet pour tout z € F C F,
onax+0gx.

— Soit z € F. Alors —x = (—1).z € F, donc tout élément de F' admet un opposé qui est bien
dans F.

e Les dernieres propriétés, qui sont vraies lorsque = et y appartiennent a F, sont a fortiori vraies
lorsque z et y appartiennent a F'.

O

Exercice. Montrer que F = {(x1,22,73) € R?; 21 + 29 + 23 = 0} est un sous-espace vectoriel de R3.
En est-il de méme pour G = {(z1,72,23) € R®; 21 + 29 + 73 =1} ?

(0,0,0) € R3 et 040+ 0 = 0, ainsi, Ogs = (0,0,0) € F et F # 0.
Soient x = (x1,22,73), ¥y = (Y1,42,y3) € F* et (A\,pu) € R% Alors Az + p.y = (Azy + py1, Ao +
py2, Ar3 + pys) vérifie

(Az1 + py1) + (Azg + py2) + (Azs + pys) = Mzrze +23) + vy +y2 +y3) =0

donc .z + p.y € F. Ainsi F est un sous-espace vectoriel de R3.
G n’est pas un espace vectoriel puisque Ogs ¢ G.

Remarque. Plus généralement dans le plan, une droite D passant par (0,0) est un sous-espace
vectoriel de R?. Dans l'espace, une droite D ou un plan P passant par (0,0,0) est un sous-espace
vectoriel de R3.
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Exercice. Montrer que F = {(x,y, z) € R®*|z +y = 0} est un s.e.v. de R?.
Exemples.
e Pour n € N. K,,[X] est un sous-espace vectoriel du K espace vectoriel K[.X].

e L’ensemble des matrices diagonales, triangulaires supérieures (ou inférieures) de M,,(K) est un
sous-espace vectoriel de M, (K).

e L’ensemble des solutions d’un systeme linéaire homogene de n équations a p inconnues a coeffi-
cients dans K est un sous-espace vectoriel de KP?.

e Les ensembles C¥(I,R), C*°(I,R) o I est un intervalle de R et k € N, sont des sous-espaces
vectoriels de F(I,R).

e [’ensemble des solutions, sur un intervalle I, d’'une équation différentielle linéaire homogene est
un sous-espace vectoriel de C*([).

Exercice. Montrer que I'ensemble S,,(R) est un sous-espace vectoriel de M, (R)

» Pour montrer qu’un ensemble E est un K-espace vectoriel, on montrera systématiquement qu’il
s’agit d’un sous-espace vectoriel de 'un des exemples de référence vus dans la sous-partie précédente.

Exercices. Montrer que les ensembles suivants sont des espaces vectoriels.

¢ C = { suites convergentes } ;

¢ P = { fonctions paires }.

2.2 Sous-espace vectoriel engendré par une partie

Soit X une partie de (E, +,-) e.v. On cherche le plus petit sous-espace vectoriel de E qui contient X
(pour l'inclusion).

Exemple. Dans le plan, si X = {u} avec u # 0. Alors ce s.e.v est la droite vectorielle dirigée par w :
D = {\u|X € R}.

Propriété 7

L’intersection N;ecyF; d’une famille non vide de sous-espaces vectoriels (F;);c; est un sous-
espace vectoriel de F.

Preuve. Pour tout i € I, 0 € F;, donc 0 € (| F; et () F; # 0.

) i€l i€l
Soient (z,y) € <ﬂ FZ> et (\,pu) € K2 pour i € I, (v,y) € F? donc Az + p.y € F,. Ainsi
icl
Az +py € ) F.
il
Ainsi (] F; est un sous-espace vectoriel de E. ]

el
Remarque. La réunion de sous-espaces vectoriels n’est en général pas un sous-espace vectoriel : dans
E =TR? si Fy est axe des abscisses et Fy I’axe des ordonnées, (1,0) et (0,1) sont dans Fy U Fy, mais
pas (1,0) + (0,1) = (1, 1).
Définition.
Soit (E,4+,-) un e.v. et X une partie de E. On appelle sous-espace vectoriel engendré par X et
on note Vect(X) le plus petit des sous-espaces vectoriels de £ contenant X.
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Remarque. D’apres ce qui précede un tel s.e.v. existe : c¢’est I'intersection des sous-espaces contenant
X (dont fait partie F) :

Vect(X) = ﬂ F.
XCF, F s.ew.
En effet :
. ﬂ F est bien un sous-espace vectoriel de E par la propriété précédente ;
XCF, F s.ew.

e c’est bien le plus petit au sens de l'inclusion car pour tout G s.e.v. de E tel que X C G, on a

ﬂ F=Gn ﬂ FcaG.

XCF, F s.ew. XCF, F s.ew.

— Propriété 8

(1) F est un sous-espace vectoriel < F = Vect(F) ;

(2) Si X CY, alors Vect(X) C Vect(Y).

Preuve.

Propriété 9

Soit (E,+,-) un e.v. et X une partie non vide de E. Alors le sous-espace Vect(X) est égal
a I’ensemble C des combinaisons linéaires des vecteurs de X.

Preuve. Montrons que Vect(X) = C par double inclusion.

D Vect(X) est un sous-espace vectoriel contenant X. Il contient donc toutes les combinaisons
linéaires de vecteurs de X, donc C C Vect(X).

C Montrons que C est un sous-espace vectoriel de E contenant X.

— Pour tout x € X, x est une combinaison linéaire de vecteurs de X, donc x € C et on a bien
X cCcC.

— On a déja que C # () car X C C. Soient a présent z,y € C et A\, u € K. Alors x et y sont des
combinaisons linéaires de vecteurs de X. Mais alors A - x 4+ i - y est aussi une combinaison
linéaire d’éléments de X. Donc A - x + -y appartient a C.

Ainsi C est un sous-espace vectoriel de E' contenant X. Comme Vect(X) est le plus petit (au
sens de l'inclusion) sous-espace vectoriel de E contenant X, on obtient bien Vect(X) C C.

O

Remarque. Si X = {ej, -, ey} est finie, on note Vect({e1,- - - ,en}) plus simplement Vect(ey,- - ,ep)
ou Vect(e;)i=1,..n. On a alors I'égalité :

Vect(er, - ,en) ={A1-e1+ -+ A -enlh, ..., Ay € K}
n
En particulier, on a = € Vect(ey,...,en) <=  I(A1,...,\) €K, = Z Ai€.
i=1

Exemples.



PCSI5 Lycée Saint Louis

e Dans le R-e.v. C, Vect(1l) =R, Vect(i) = iR. Dans le C-e.v. C, Vect(1) = C.
e Si x et y sont deux vecteurs non colinéaires de 1’espace, alors Vect(x,y) est un plan vectoriel.

e Dans F = F(R,R), le sous-espace vectoriel engendré par X = {e,, : x — z"|n € N} est 'espace
des fonctions polynomiales.

e Dans F = RN, I’ensemble S des suites réelles satisfaisant :

Upt2 = Upt1 + Uy, YN €N

1+V5,
7 )

S={N} + |\ peR} = Vect((r})n, (r")n)-

est (en notant r4 =

En particulier, on obtient que S est un sous-espace vectoriel de RY.

Exercice. Soit F = {(z,y,2) € R3|z +y + z = 0}. Bcrire F comme s.e.v. engendré par une partie.

F={(z,y,2) eR’|z+y+2=0} = {(z,y,~2 —y) €R’lz +y + 2 = 0}
= {2(1,0,-1) + 4(0,1,-1) € R}z + y + 2 = 0} = Vect((1,0,—1), (0,1, —1))

Ainsi F est le plan vectoriel engendré par les vecteurs u; = (1,0, —1) et ug = (0,1, —1). En particulier
ce qu’on a fait montre que F est un sous-espace vectoriel de R3.

Exercice. Montrons ’égalité des s.e.v. de R? suivant :

F =Vect(uj,u2) et G=Vect(vy =(1,2,-3),v2 =(3,-2,-2),v3 = (1,-2,1)).

A faire...
Exercices. Ecrire F' comme s.e.v. engendré par une partie dans les cas suivants :

¢ F={(z,3,71) € Rz +y—t =0},
Solution : F' = Vect((1,0,0,1),(0,1,0,1),(0,0,1,0)).

¢ F={(z,y,2,t) ERYzr+y+z+t=0etaz—y+z—t=0}
Solution : F' = Vect((1,0,-1,0),(0,1,0,—1)).

2.3 Somme de sous-espaces vectoriels

Définition.

Si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels de E, on appelle somme de F' et G et on note F' + G
Pensemble F + G ={z+y; (z,y) € F x G}.

Propriété 10

F + G est un sous-espace vectoriel de E.

Preuve. Comme 0 € Fet 0€ G,0=0+0 € F + G. Soient (x,y) € (F+ G)? et (\,p) € K% On a
(e,f) € F2et (g,h) € G*telsquez =e+get y=f+h. Alors \x + py = N(e+g)+ u(f +h) =
(Ae+p.f)+ (Ng+ p.h), avec Ae+pu.f € Fet Ag+ p.h € G. Ainsi Az + p.y € F+G et F+ G est
un sous-espace vectoriel de E. O

Remarque. On a F'+ G = Vect(FUG). En effet :

10
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D Size F,onécritx=xz+0avec0 € G,doncz € F+G et F C FF'+G. On montre de méme que
G C F+G. Ainsi, FUG C F+@. Puisque F + G est un espace vectoriel contenant FUG, et que
Vect(FUGQG) est le plus petit espace vectoriel contenant F'UG, on obtient Vect(FUG) C F+G.

C Réciproquement soit z € F'+ G, on a (z,y) € F x G tel que z =x +y. Alors z € Vect(F UG),
y € Vect(FUQG). Puisque Vect(F UG) est un s.e.v., on en déduit que z € Vect(F UG) et donc
que F +G C Vect(F UQG).

Exemples.

e F+{0g} =F et F+ F = F. Plus généralement si ' C G, alors on a '+ G = G : en effet en
utilisant la remarque précédente, on a F'+ G = Vect(F UG) = Vect(G).

e Si(v1,...,0p) et (wy,...,wy,) sont deux familles de vecteurs de E, alors :
Vect(vi,...,vm) + Vect(wy,...,wy,) = Vect(vi, ..., Um,wi,..., wy)
En effet, on a :
z € Vect(vi); + Vect(wj)j & I(z,y) € Vect(vs); x Vect(wj)j,z=a+y

< 3, 7/\m7M1,"'MnEK,Z:ZM'W#‘ZM"‘“J‘
( J

Sz e Vect(vy, ..., Um, Wi, ..., wy)

Définition.
On dit que la somme F' + G est directe si pour tout z € F' + G, la décomposition z = x 4+ y avec
x € F et y € G est unique, c’est a dire :

Ve F+ G, x,y) e FxG, z=x+y.

On note alors F' @ G.

Propriété 11 (Caractérisation des sommes directes)

Soient E un K-espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. La somme F'+ G
est directe si et seulement si FF NG = {0g}.

Preuve.

= Supposons que la somme F'+ G soit directe. Ona 0 € F et 0 € G donc0 € FNG et {0} C FNG.
Soit x € FNG. Alors x s’écrit x +0 avec x € F et 0 € G, mais aussi 0+, avec 0 € F et x € G.
Par unicité de ’écriture, x = 0. Ainsi F NG C {0} et FNG = {0}.

< Réciproquement, supposons F' NG = {0}. Soit z € F + G, et (z,y), (2/,y") € F x G tels que
z=x+yetz=2a4+y. Alorsz+y =2"4+y donc x — 2’ =y —y, avec x — 2’ € F (car
zetr e F)ety —ye G (caryety € G). Ainsiz—2' =y —y € FNG = {0}, donc
x—2' =y —y=0etz =2 y=1y". On a donc unicité de 'écriture de z comme somme d’un
élément de F' et d’un élément de GG, donc la somme est directe.

(|
Exemple. Dans R3 on considere les deux sous-espaces vectoriels:
)

F ={(z1,29,23) €R® | 21 + 29 + 23 = 0} et G =Vect((1,1,1))

11
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Montrons que F' et G sont en somme directe : soit x € FNG. Comme x € G, il existe a € R tel que
z=a(l,1,1). Comme z € F, on a 3a = 0 et donc a = 0; par suite z = 0, ce qui prouve que la somme

F + G est directe.

Définition.

supplémentaires dans F si F = F & (. Ainsi, on a la caractérisation :

E=FaG < VzeE N x,y) e FxGz=x+y

— Propriété 12 (Caractérisation)

E=F+(d

E=FaeG <
{FQGZ {0}

Exemple. £ = R?, ¢; = (1,0), ea = (—1,1). Montrons que E = Vect(e1)® Vect(es). Soit (z,y)
et cherchons a,b € R tels que :
(r,y) =a-e1+b- e

On a:

($7y):a'61+b'62@{a_x+y
b=y

Ce systeéme admet une unique solution, donc R? = Vect(e1) ® Vect(es).
Exemple. Dans R?, on considere les deux sous-espaces vectoriels:
F ={(z1,29,23) €R® | 21 + 29 + 23 = 0} et G = Vect((1,1,1))
Montrons que R? = F & G.
e On a déja montré que FNG = {0g}.

e De facon immédiate, on a F + G C R3. Démontrons I'autre inclusion.

Brouillon (Analyse) :

Soit E un K-espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces vectoriels de F. On dit que F' et G sont

ek,

Soit = (z1,79,73) € R3. Supposons qu'il existe a € R et y = (y1,%2,y3) € F tels que
x =y+a(l,1,1) . On aalors: y1 +y2+y3s = a1 —a+az —a+ a3 —a = 0. Ainsi,

a= g(a:1+a:2+a:3) puis y = (1 — a, 22 — a, 23 — a).

Rédaction (Synthese) :

1
Soit x = (z1, 2, 73) € R3. Posons a = §($1 +x9+x3) et y = (1 — a,x9 — a,r3 — a), on a bien

r=y+a(l,1,1),y€ Feta(l,1,1) € G.
Finalement, on a bien prouvé que R? C F + G et donc R? = F + G.
Exercice. Dans R?, on considere les deux sous-espaces vectoriels:
F = {(z1,29,23) €R? | 21 + 29 + 23 = 0} et H = Vect(1,0,0)

Montrer que R? = F @ G.

12
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Remarque. Comme on le voit dans le dernier exemple, un sous-espace vectoriel a en général plusieurs
supplémentaires dans E. On parle donc d’'un supplémentaire et non du supplémentaire.

Exemple. On a F(R,R) =P & Z. On le démontre par analyse-synthese.
A faire.

3 Familles finies de vecteurs

3.1 Familles libres

Définition.
Soit (x1,...,2,) des éléments d'un K-espace vectoriel E. On dit que (z1,...,x,) est une famille
libre (ou que les vecteurs z1, ..., z, sont linéairement indépendants) si :
n
YA, ooy An) € K7 (ZAm =0 = (Vie[l,nl], \= 0))
i=1
Dans le cas contraire, on dit que la famille (z1,...,x,) est liée (ou que les vecteurs z1, ..., x, sont
linéairement dépendants).

Remarques.
e Une famille composée d’un vecteur non nul est libre.
e Une famille composée de deux vecteurs non colinéaires est libre.

e Une famille contenant le vecteur nul est liée.

Exemples.

e Dans le R-espace vectoriel C, la famille (1,4) est libre, puisque pour tout (a,b) € R?, on a :
a+ib=0 = a=b=0.
En revanche, dans le C-espace vectoriel C, la famille (1,%) est liée puisque i.1 + (—1).i = 0.

e La famille (1, X, ..., X™) est une famille libre de K,,[X] puisque si A\, A1, ..., A, sont des scalaires

n

vérifiant Z A X? = 0 alors, ils sont tous nuls.
i=1

Exemple. Soit z; = (1,1,1), 3 = (1,2,—1) et 23 = (—1,1,1) des vecteurs de R3. Montrons que
(21,2, 23) est une famille libre de R3.

Soit ()\1, A9, )\3) € R3 tel que A\x1 + Aoxe + Agzsz = 0.
Cette relation est équivalente a un systéme homogene de trois équations a trois inconnues de matrice

1 1 -1
A=11 2 1
1 -1 1

Les opérations élémentaires Lo «— Lo — L1 et Ly +— L3 — Ly donnent la matrice :
1 1 -1

Ai=10 1 2

0 -2 2

13
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1 -1

Enfin, Ly «— L3 + 2Ly donne Ay = |0 2 | Comme cette derniere matrice est triangulaire
0 0 6

supérieure avec des coefficients diagonaux non nuls, As est inversible et le systéme homogene ne

possede que la solution nulle. La famille est donc libre.

1
1

Exercice. Montrer que (sin, cos) est un famille libre de RE.

Soit A, 1 € R tels que Acos+psin = 0. Ceci se réécrit :
Vr € R, Acos(x) + psin(z) =0

En évaluant en x = 0 (resp. = = g), on obtient : A =0 (resp. = 0). On a donc (A, 1) = (0,0), et la

famille (sin, cos) est donc libre.

— Propriété 13

Soit (x1,...,2pn) une famille libre d’éléments de E. Pour tout (A,...,A,) € K" et
(1. s pn) € K" on a:

(Zn:/\ﬂ‘i = Zn:ﬂzxz) — (W e [|1,n]], i = m)
i=1 i=1

n
Preuve. Immédiat puisque Z()\Z — e, = (Vi€ [|1,n]], \i = ). O
i=1
Définition.
On dit qu’une famille de polynomes de K[ X] (Py,..., P,) est de degrés échelonnés si d°Py < - - <
d°P,.

Propriété 14

Une famille de polynome de degrés échelonnés de polynomes non nuls est libre.

Preuve. Soit ()g,...,\,) € K" tel que
XoFPo+ -+ APy, =0.
Notons d,, = deg(P,). On obtient en identifiant les coefficients en X% :
MmCD(P,) =0 = X\, =0car CD(P,) #0.

On obtient \gPy + -+ + MA—1FP,—1 = 0. En répétant cet argument, on trouve successivement \,,_1 =
Ap—g =+ =Xy =0. Donc (Py,...,P,) est libre. O

Exemple. (1,X + 1, X3 — X) est une famille de polynomes de degrés échelonnés. C’est donc une
famille libre de R[X].

Propriété 15

Si (1, ...,x,) est lie, 'un des vecteurs z; s’exprime comme combinaison linéaire des autres.

14
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n
Preuve. Comme (z1,...,x,) est liée, il existe (Ar,..., An) € K"\{(0,...,0)} tel que >  \;-zi = 0.
i=1
Comme (A1,...,An) # (0,...,0), il existe k € [|1,n]] tel que A\x # 0. On a alors zj = _le > iz et
ik
xj est combinaison linéaire de (x1, -+ ,Tk_1,Tk+1, " »Tn). O
Remarque. On déduit de la propriété précédente qu’une famille de trois vecteurs non coplanaires est
libre : en effet si (eg, ez, e3) est liée, alors par exemple e; appartient a Vect(eg, e3) et les trois vecteurs
seraient coplanaires.

Attention. Une famille de trois vecteurs (e, ez, e3) deux & deux non colinéaires n’est pas forcément
libre (prendre par exemple ((1,—1,0),(0,1,—1),(—1,0,1))).

— Propriété 16

(1) Toute sous-famille d’une famille libre est encore libre.

(2) Toute sur-famille d’une famille liée est liée.

Preuve.

(1) Soit (x1,...,x,) une famille libre, et L une sous-famille de (z1,...,e,). Quitte & réarranger les
termes, on peut supposer que L = (x1,...,xp) avec p € [|1,n|]. Soit (A1,...,\p) € K tel que
f: Xi-x; = 0. Pour j € [[p+1,n|], on pose \; = 0, de sorte que i Aix; = 0. Comme (z1,...,x,)
g% libre, on en déduit que A\; = --- = X\, =0 et donc (z, ... ,po)ZIest libre.

(2) C’est la contraposée du résultat précédent.

— Propriété 17
Soient (x1,x2, ..., z,) une famille libre d’éléments de E et x € E. On a :

(X1, ey Ty, x) est lie < x € Vect(xy1, 22, ..., Tn).

Preuve.
n
< Supposons x € Vect(xy,xa,...,Tyn). Il existe A\, g, ..., Ay tels que z = Z)\le On a alors :
i=1

n
l.x + Z(_)‘i)xi = 0. et par suite, la famille (z,z1, ..., z,, z) est liée.
i=1
= Supposons la famille (z1, ..., 2,,z) liée. Alors, on a :

I, A ) € KMN(0,...,0,00}, D Nies + ax =0.
i=1

n
Supposons que a = 0, alors > \je; = 0 donc Ay = -+ = A\, = 0 car (z1,...,x,) est libre...
i=1
absurde !
n
Ainsi on a «a # 0, et alors x = —é ST iz € Vect(xy,xa, ..., Tp).
i=1

15
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Remarque. On en déduit en particulier que si (z1, zg, ..., ) est libre, alors :
(T1,...,Tpn,x) est libre &  x ¢ Vect(xy,x2,...,Tn).

3.2 Familles génératrices

Définition.

Une famille (x1,x2,...,2,) de vecteurs d'un K-espace vectoriel E est dite génératrice de F si
Vect(xy,x2,...,xy) = E, c’est a dire :

Vo e B, 3(A,. ) €KY, z=) A
=1

Exemples.
1. La famille (1,7¢) est une famille génératrice de C en tant que R espace vectoriel.
2. La famille (1) est une famille génératrice de C en tant que C espace vectoriel.
3. Sin € N, alors (1, X, ..., X™) est une famille génératrice de K,,[X] puisque pour tout polynéme
n
P de degré au plus n, il existe (po, p1, ..., Pn) € K tel que P = ZpiXi.

i=1

Exercice. Montrer que la famille ((1,2,3), (1,1,0),(0,1,1),(3,2,1)) est génératrice dans R3. Est-elle
libre 7

— Propriété 18

Soit F une famille d’éléments de E et soit F une famille génératrice de E.
La famille G est génératrice de F si et seulement si tout élément de F est combinaison
linéaire des éléments de G.

Remarque. En particulier, toute sur famille d’une famille génératrice est génératrice.
Preuve.

= Supposons G génératrice de E. Tout vecteur de E est alors combinaison linéaire des éléments
de G, et en particulier tout vecteur de F.

< Réciproquement, supposons que tout élément de F soit combinaison linéaire des éléments de G.
Alors, tout élément de F appartient a Vect(G) et donc Vect(F) C Vect(G). Comme Vect(F) =
E, on en déduit que E C Vect(G) et donc E = Vect(G).

O
1 V3

Exemple. Montrons que (1,5) engendre le R-espace vectoriel C. On a j = *™/3 = ) + 71

Comme (1,7) engendre C et que tout élément de (1,7) est combinaison linéaire des éléments de (1, 7)
puisque :

1=11+4+0] et i=-——.1+

&l
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3.3 Bases

Définition.

Une famille (e, ..., e,) d'un K-espace vectoriel E est une base de E si c’est une famille libre et
génératrice de E.

Propriété 19

Une famille B = (ey,...,e,) d'un K espace vectoriel E est une base de E si et seulement si
tout vecteur de E s’écrit de maniere unique comme combinaison linéaire d’éléments de B.

Preuve. L’existence d'une décomposition équivaut a dire que B est génératrice de E. L’unicité
équivaut a la liberté de F. O

Définition.

Soient E un K-espace vectoriel et B = (e, ..., e,) une base de E.

n
e On appelle coordonnées de x en base B I'unique n-uplet (A1,...,A,) € K" tel que z = > \e;.
i=1

e On appelle matrice colonne de = en base B et on note Mp(x) le vecteur colonne : des

coordonnées de x en base B.

Exemple. (1,7) est une base du R-espace vectoriel C.

Exercice. Dans R3, on pose v; = (0,1,1),v2 = (1,0,1),v3 = (1,1,0). Montrer que (v, v2,v3) est une
base de R3, et préciser les coordonnées d'un vecteur v = (z,y, z) dans cette base.

Base canonique de K".
Dans K™, on pose :

er =(1,0,0,...,0) , ... , e;=(0,...,0 1 0,...,0) , ... , ey=1(0,0,...,0,1)

7 jeme position7
La famille (eq,...,e,) est une base de K", appelée la base canonique de K™.

Base canonique de M,, ,(K).

Pour tout 1 <i <mnetl<j<p, onnote E;; la matrice élémentaire de M,, ,(K) d’indice (7, 7) : E; ;
est la matrice n’ayant que des 0, sauf un 1 en position (4, j).

La famille (E; j)1<i<n,1<j<p est une base de M,, ,(K), dite base canonique de M,, ,,(K).

Base canonique de K,[X].
Dans K, [X], (1, X,...,X™) est une base (dite base canonique de K,[X]).

17
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— Propriété 20

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E, (eq,...,ep) € FP et (fi1,..., f;) € GY des
familles de vecteurs de F' et G.

(1) Si(er,...,ep) et (fi,...,fy) sontlibres et si F+G est directe, alors (e1, ..., ep, fi,..., fg)
est libre.

(2) Si(e1,...,ep) et (fi1,...,fy) sont génératrices (de F et G respectivement) et si F +G =
E, alors (e1,...,ep, f1,..., fq) est génératrice de E.

(3) Si(e1,...,ep) et (fi1,...,fy) sont des bases de F' et G respectivement et si F &G = E,
alors (e1,...,ep, f1,..., fq) est une base de E. Cette base est dite adaptée a la somme
directe E = F & G.

Preuve.

(1) Soient (A1,...,A,) € KP et (p1,...,puy) € K? tels que

p q
Z Aie; + Z,ujfj =0.
i—1 j=1

On a donc :
p q P q
D Nei==3 mifi G D Nei=) mifi=0
i=1 j=1 FrG={0} i=1 j=1
eFr €@

On en déduit que \; = 0 = p; pour tout ¢,j car (e,...,ep) et (f1,..., fy) sont libres.
(2) Puisque F = Vect(ei,...ep) et G = Vect(fi,..., fy), on obtient :
E=F+G=Vect(ei,...ep) + Vect(fi,..., fq) = Vect(er,...ep, f1,..., fq)-
Donc (e1,...e€p, fi,..., fy) est une famille génératrice de E.

(3) Le dernier point vient directement des deux précédents.

Exemple. Soient
F ={(z1,29,23) €R® | 21 + z9 + 23 = 0} et G = Vect((1,1,1)).
e Le vecteur e3 = (1,1,1) engendre G et est non nul. Donc (e3) est une base de G.

e On a montré que F' = Vect(ey = (1,0,—1),eo = (0,1,—1)). Donc (e, ez) est une famille
génératrice de F'. Comme c’est une famille de deux vecteurs non colinéaires, elle est également
libre. Ainsi (eg, e2) est une base de F.

e On a montré que R? = F @ G. On déduit de la propriété précédente que (e1, ez, e3) est une base
de R3.

18



PCSI5 Lycée Saint Louis

— Propriété 21

Soit (e1,...,en) € E™ Soit k € [|1,n|] et posons F' = Vect(ey,...,e;) et G

Vect(egs1,...,en).

(1) Si(e1,...,en) est une famille libre, F' 4+ G est directe.

(2) Si(eq,...,e,) est une famille génératrice de E, F + G = E.
- €n)

(3) Si(eq,...,e,) est une base de E, F et G sont supplémentaires dans F.

Preuve.

(1) Soit x € FNG. Alors :

k
zeF = 3., ) €K z=) Ne.
=1

n
relG = 3(ﬂk+17---aﬂn> EKn_kvx: Z Hi€i.

i=k+1
On a alors
k n
Z)‘iei + Z (—pi)e; = 0.
i=1 i=k+1
Comme la famille (eq,...,ey,) est libre, on en déduit que \; = 0 = p; pour tout i,j.
k
x=> Nei=0et FNG = {0}.
i=1
(2) Soit x € E. Comme (eq,...,ey,) est génératrice, il existe (A1,...,\,) € K" tel que :

xr=Mey+ -+ Agep + Apr1€kr1 + -+ Anen .

=Y =:z

OnayeF,zeGety+z=xz. Ainsize F+Get E=F+(G.

(3) Le troisiéme point est conséquence de deux précédents.

Ainsi
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