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1 Relations de comparaison : cas des suites

Dans cette section :
e les suites considérées sont a valeurs dans K = R ou C.

e toutes les suites que I'on considere ne s’annulent pas, de sorte que le quotient de deux suites est toujours
bien défini.

Les définitions et propriétés qui suivent s’étendent alors a toutes les suites ne s’annulant pas a partir d’un certain
rang, quitte a tronquer ces suites de leurs premiers termes.

1.1 Relations de domination, de négligeabilité
Définition.
Soit (uy,) et (v,) deux suites. On dit que :
e (uy,) est dominée par (v,) si la suite <u”> est bornée. On note alors u,, = O(v,).
Up
e la suite (u,) est négligeable devant (v,) (ou que (v,) est prépondérante devant la suite (u,) ) si la

. Un
suite ( converge vers 0. On note alors u,, = o(vy).
n

Exemples.
5 4 1
¢ Ona: % =0 <2> car (cos(n) + 4) est bornée.
n n
3 .
¢ Ona: n’sin(n) = o (n°) car lim n SII;(”) _ Sm(zn) 0
n—+00 n n n—+0o
Remarques.

e (uy) est bornée si et seulement si u, = O(1).
e (uy) converge vers 0 si et seulement si u, = o(1).
o u, =0(vy) = up, =O0(vy).

— Propriété 1

Soient (uy,), (vn,) et (wy,) trois suites.
(1) Siup, =0(vy,) et v, = O(wy,), alors u, = O(w,) (transitivité de la relation O).

(2) Siup, =o(vy,) et v, = o(wy,), alors u, = o(w,) (transitivité de la relation o).

Preuve. On démontre le premier point, le deuxiéme point est analogue. Soit (u,,) une suite telle que u,, = o(wy,)
u Uy W

et w, = o(t,). Alors, pour tout n >mng,ona: — = — . " —= 0-0=0. Ainsi, u, = o(t,). O
tn Wy bty n—+oo

— Propriété 2

Soient (uy), (vpn), (wy) et (t,) quatre suites telles que (wy,) et (£,) ne s’annulent pas & partir d’un
certain rang. Soit (A, u) € K2

(1) Siup, = O(wy) et v, = O(wy), alors Auy, + pv, = O(wy,).
Si uy, = o(wy) et v, = o(wy,), alors Au, + pv, = o(ws,).
(2) Siu, = O(wy) et v, = O(ty,), alors u,v, = O(wy,t,).
Si uy, = O(wy,) et v, = o(ty), alors u,v, = o(wnyty,).
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Preuve.

— Propriété 3 (croissances comparées)

Soit (o, 8) € R avec «, 8 > 0, et ¢ > 1. Alors :

1 1
q_n':O(), Ezo(lnﬁn), n’n=0n, n*=o0("), ¢ =on!) ; n!'=o(n")

Remarque. En notant u, < v, au lieu de u,, = o(v,,), on a donc lorsque n tend vers 400 :
1 1
S << o< < <l <

Preuve. Toutes ces relations sont des réécritures du théoréme de croissance comparée (en notant que ¢ = eln(q)),
sauf ¢" = o(n!) avec ¢ > 1 et n! =n".
qn
e Posons u,, = g On a :
n+1
it 1 n =1 — 0
Up, mn+1)! ¢ n+1lnstoo

1

u
Il existe donc N € N tel que : Vn > N, UER

Un

U
pour tout n > N, 0 < u,, < 2717]\[ Puisque 2niv — 0, on obtient par théoreme d’encadrement que

. Une récurrence aisée permet alors de montrer que

O |

N nostoo
(un)nen converge vers 0.

!
e De méme, posons v, = % On a:
Una1 (n+1)! 1 4
e T )n+1 > = exp (nln(1+n) —e <1/2

Il existe donc N € N tel que Vn > N, “"* < 5. On conclut alors comme précédemment.

1
2"
Exemple. Ainsi on a par croissances comparées :

Inn =o(n), Inn=o(y/n), n=o(2")

1.2 Relation d’équivalence
Définition.
Soit (uy,) et (v,) deux suites. On dit que (un)nen est équivalente & (v, )nen, et on note u, ~ v, si la suite

Z‘" converge vers 1. On note alors u, ~ v,.
n

1 1
Exemple. On a v/n ~ v/n+ 1. En effet, Vin+ 1 —|— —. Or, lim (1 + ) = 1 et par composition par
n

f n—-+oo
. . . . . vn+1
la fonction racine, continue en 1, on a bien lim =V1=1.

n—-+oo \/ﬁ

— Propriété 4
La relation ~ est une relation, d’équivalence sur I’ensemble des suites ne s’annulant pas, c’est a dire
(1) ~ est réflexive : wu, ~ uy, ;

(2) ~ est symétrique : u, ~ v, = Uy ~ Uy ;

(3) ~ est transitive : si u, ~ v, et v, ~ wy,, alors u, ~ w,.
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Preuve.

(1) Réflexivité : Pour tout n > ng,ona: — =1 — 1 donc u, ~ u,.
Unp, n—-+oo

—1
S . U p . .. v (%
(2) Symétrie : Si u, ~ v, alors — — 1 et par opération sur les limites, — = ( — — 1 donc
Un n—-+oo Up, Un n—-+oo
Up, ~ Up,.

Un Up  Up

(3) Transitivité : Si u, ~ v, et v, ~ w, alors on a pour tout n, — = . — 1 donc u,, ~ w,.
W, Vp Wy n—+00

— Propriété 5

Soient (uy,), (vy,).
(1) up ~vp <= up— v, =o0(vy).

(2) up ~vy, =  u, =0(vy) et v, =O0(up).

Preuve.

(1) up ~v, < lim u—"zl@ lim <u”1)0@ lim (M>O<i>u"vn0(vn).
Uy,

n—-+4oo Un n—-+oo Un n—-+oo

. Unp p Un
(2) Siup ~ v, alors () converge vers 1 donc bornée. De plus, comme () converge vers 1 alors
Un / n>ne Un / p>ng

Un N . . Un Un
— donc u,, est non nulle a partir d’un certain rang et () converge vers 1 donc ( est
Un Un /) n>ng Un / p>ng

bornée.

O

— Propriété 6

Soient (uy), (vn), (wy) et (t,) quatre suites telles que u, ~ w, et v, ~ t,. Alors on a :
(1) UpVp ~ Wnptny 3
(2) o=~

(3) Vpe N, ul ~wP.

Preuve. On a, pour n € N, ¥ntln — Un 5 o 5 1 par produit de limites, d’ou le premier point.
UnZn Un Zn n—-+oo

Pour n € N, on a

Lo Up 2 U wy\
wnnnnx(n) 1

T UnWn Uy Zn n—-+oo

comme quotient de limites. Ainsi on a le second point.

P
Enfin, pour n et p € N, on a A (“—") — 1P =1 par opérations sur les limites. D’ou le troisieme point.

vn Un n—s—+o0o
O
E le. Mont wy
xXem e. ontrons que ~
P mele) ™~ 720

En effet, pour tout j € N fixé, on a n — j ~ n; par conséquent :

6

n 12 12 n
(6> - @g("_])wég": 720

IMPORTANT.
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e On ne peut ni ajouter, ni soustraire, les équivalents, comme le montre ’exemple suivant :
n+1l~n+2et —n~ —n mais on n’a pas 1 ~ 2.
e On ne compose pas les équivalents : si f est une fonction (méme continue sur R) et si u,, ~ v,, on n’a

pas forcément f(u,) ~ f(v,) comme le montre ’exemple suivant :

siup, =n%24+n, v, =n’et f =exp, on a u, ~ v, Mais :

ﬁizni _ nPHn—n® _ gn? o “+o0, donc f(un) # f(vn).

. . . . 1 .
e Lors d'une mise en puissance d’un équivalent, ’exposant doit étre constant : on a 1 + — ~ 1 mais

1 n
—>e,0na<1—|—> ~e).
n

n

\" 1
(1 + ) # 1 (puisque grace a la limite classique <1 + )
n n

Propriété 7

Soit (uy,) une suite et [ € R*.
lim u, =1 <= u,~I

n—-+oo
Preuve. En effet, si lirf u, = | # 0 alors (u,) ne s’annule pas & partir d’'un certain rang et on a :
n—-—+0oo
U l
2 - - =1. Donc u, ~ .

[ n—+too |
Un

l

U
— ldoncu, =—-1 — L O
n—-+oo

Réciproquement si u,, ~ [, alors puisque [ # 0,
l n—-+oo

— Propriété 8

Soient (uy) et (vy,) deux suites telles que wu,, ~ vy,.
(1) uy, et v, ont méme signe strict (> 0 ou < 0) & partir d'un certain rang.
(2) (un)nen admet une limite (finie ou infinie) si et seulement si (v, )nen admet une limite et alors

lim wu, = lim wv,.
n—-+o0o n—-+oo

Preuve.

(1) Comme (u,) et (v,) sont équivalentes, on a == —+> 1. Donc pour € = % > 0, il existe N € N tel que
n n—4o0

Vn >N, | — 1‘ < % En particulier pour tout n > N, on a 7= > %, et u, et v, ont méme signe strict.
(2) Supposons que (v, )nen admet une limite I € R. On a u,, = o X vy, donc uy, —+> | par opérations sur
n n—-+0oo

les limites.

De méme si (up,)nen admet une limite I, on a v, = Z—: X Uy U njoo [ par opérations sur les limites.

2 Relations de comparaison : cas des fonctions

Dans toute cette section :

e | désignera un intervalle réel non vide et non réduit a un point, a un point de I ou une extrémité de I
(éventuellement +o00), D désignera I ou I\ {a} ;

e toutes les fonctions considérées seront définies sur D a valeurs dans K = R ou C, et supposées non nulles
sur I\ {a} (de sorte que le quotient de deux fonctions est toujours bien défini sur I\ {a}) ;

e si les fonctions sont définies en a, on supposera de plus qu’elles sont continues en a.

Les définitions et propriétés qui suivent s’étendent aux fonctions ne s’annulant pas sur un voisinage épointé de
a, quitte a restreindre les fonctions a un intervalle J C I.
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2.1 Relation de domination, de négligeabilité
Réﬁnition.

Soient f et g: D — K. On dit que :

e f est dominée par g au voisinage de a si f est bornée au voisinage de a. On note alors f(x) = O(g(x))
g

ou f =0(g).

f(z)

e f est négligeable devant g au voisinage de a si lim =—— = 0. On note alors f(z) = o(g(z)) ou

r—a g(;v) a
f=olg).

Exemples.
¢ 2%sin (23) = O(2?) : en effet pour I = R, z — x? et x — 2?sin (2*) sont définies sur R\ {0} et pour tout

22 sin (x?’)

2

0

r €R* ona: :’sin(a:?’)’gl.

T

¢ Sip<gq,aP = o(z7) et x1 = o(zP) : en effet pour I = R, z — 2P et © — z? ne s’annulent pas sur I\ {0}
oo
T 9
et lim — =0=lim —.
rz—+oo x4 z—0 P

Inx

— 3, . — * : 7 . e
¢ ln(x) = o({/x) : en effet pour I = R’, on a par croissances comparées, ZEIEOO eyl 0.
Remarque. Pour f: D — R, on a:
e f est bornée au voisinage de a si et seulement si f = O(1).
e f converge vers 0 au voisinage de a si et seulement si f = o(1).
o f(z) =o(g(x)) = [(z)=O(g(x)).
— Propriété 9
Soit (o, B) € (Rf)2.
(Inz)® = o(z®), 2z = 0(e*®), |z’ =0 S , € = o =
400 +o00 0 xr —o0 b
2.2 Relation d’équivalence
Définition.
Soient f et g : D — K. On dit que f est équivalente a g au voisinage de a si lim fgxs = 1. On note alors
r—a g X
F(@) ~ () ou f ~ g.
. . sinz
Exemple. sin(x) YT ien effet pour I =R, x — z ne s’annule pas sur I \ {0} et hr% =1.
r—r

Remarque.

e Si f est continue en a, on a : f(z) ~ f(a) si f(a) # 0.

a

e Si f est dérivable en a, on a: f(x) — f(a) ~ f'(a)(xz —a) si f'(a) £ 0.
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e Si P(z) = apa? + ap—12P~ 1 +...a,z? (p > q est une fonction polynomiale, alors :

P(x) ol apz? et P(x) I~ agzi.

— Propriété 10

Soient f et g définies sur D.
o f(@)~g(x) < [f(z)—g(x)=olg(z)).

o f(x)~g(x) = [(z)=0(g(z)) et g(x) = O(f()).

— Propriété 11
La relation ~ est une relation d’équivalence, c’est a dire :
a
(1) ~ est réflexive : f~ f;
a a

(2) ~ est symétrique: f~g=g~ f;
a a a

(3) ~ est transitive : f ~ g et g ~ h impliquent f ~ h.
a a a

a

— Propriété 12 (Opérations sur les équivalents)

Soient f, g , h, u quatre fonctions définies sur D. Si f(z) ~ g(z) et si h(xz) ~ wu(z), alors :
r—ra Tr—ra
9(@)u(z) ;

(2) f=) o gl .

€T

peN, flx)7 ~ g(x)";

r—a

—
w
~
<C

(4) Pour a € RY, et si f* et g* sont bien définies sur D, alors f(z)* ~ g(x)*.
a

Preuve.

(1) On a, pour z € D, L&) _ J(z) h(x; — 1 par produit de limites.

g(xyu(z) = g(@) 7 ul@) 4 ,q

(2) Pour z € D, on a

comme quotient de limites.

P
(3) Pourz e Det pe N, on a ﬁi;: = (J;Eg) — 17 = 1 par opérations sur les limites.

f(x) _ (f(x))“ _ on(4

f(=@)
g(w)), Comme £2 — 1 donc ealn( o) — 1.
9*(2) o

(4) Pour tout x € D,

( ) r—a r—a
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— Propriété 13 (Equivalents classiques au voisinage de 0)

eI—lfo ln(l—i-m)f(\;x

sine ~ tanz ~ x
o 0

; arctanx ~ x
arcsin x v T 0

thx ~x
shxrgx P

(1+m)0‘713ax avec a € R*

72

1 —ch(x) rry

m‘&m

1 — cos(z) ¥

Preuve. On utilise que si f est dérivable en a, f(z) — f(a) ~ f'(a)(z — a) si f'(a) # 0. Les résultats s’en

suivent, sauf les suivants (qu’on obtient par opérations sur les équivalents) :

1 — cos?(x) sin? () x?
1 —cosz = = ~ —
1+cos(z) 1+4cos(z) 0o 2
car sin(z) vt 1+ cos(z) ~ 2. De méme, on a :
1— h2 h2 2
| —eh(p) = L= @) sh@) 27
1+ ch(x) 1+ch(z) o 2
O
— Propriété 14 (Composition & droite dans un équivalent)
Soient f et g deux fonctions définies sur D. On suppose que g ne s’annule pas au voisinage de a et
que f(z) ~ g(x). Soit ¢ une fonction & valeurs dans D telle que }inll) ¢(t) = a avec b € RU {£o0}.
a —
On a:
Fo(t) ~ g0 6(t)
Preuve. En utilisant le théoréme de composition pour les limites, on peut écrire :
lim i(qﬁ(t)) = lim i(x) =1
t—b g Tz—a g
O

D’ou le résultat.

IMPORTANT. On veillera a ne pas additionner, soustraire ou composer a gauche des équivalents sans justi-
fication, car les résultats obtenus sont généralement faux. Par exemple :

exr+1 ~x+2et —x ~ —xmaisl ~ 2;
+oo +oo +oco

e x+1 ~ z, maisonn’apasexp(z+1) ~ exp(z) ;
+o0 +oo

. 1+2xr51+xetln(1+2x)?;2x,ln(1+x)f5m.

Exemple. Puisque }111(1) sint =0 et In(1 + ) T, onen déduit : In(1 + sint) > sin t v t.
—
En revanche, on ne peut pas déduire directement de sin(t) > t et In(l+ x) v T que In(1 4+ sint) ¥ In(14t), car

alors on compose & gauche les équivalents par z — In(1 + z).
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— Propriété 15
Soient f,g: D — R deux fonctions telle que f(x) ~ g(x).

(1) Si g est de signe constant (> 0 ou < 0) au voisinage de a, alors f est de méme signe strict que g
au voisinage de a.

(2) Si g admet une limite finie ou infinie en a alors f admet une limite en a et lim f(z) = lim g(z).
r—a r—a

Preuve.

(1) On a fg; — 1, donc par définition de la limite, en posant ¢ = % > 0, il existe r > 0 tel que Vx €

gég - 1‘ < ietpourw€fa—ra+r]ND, ;Ezg > 1, donc f(x) et g(x) ont méme signe

f(z)
g(z)

(2) Supposons que g(x) — I. Pour tout x € D, on a f(x) = x g(x), donc g(x) — [ par opérations sur
Tr—a T—ra

les limites.
O

Exercice. Trouver les limites suivantes quand x tend vers O :

Pour f : on a In(cos(z)) = In(1 + (cos(x) — 1)). Puisque In(1 + u) ~u et que cos(z) — 1 tend vers 0 en 0, on
obtient donc par composition des équivalents & droite que In(cos(z)) I~ cos(x) — 1, et par les équivalents usuels
cos(z) — 1 > —22/2. Ainsi,

—x2/2 B 71

lim f(z) = lim

z—0 z—0 :CQ 2

Pour g : On a g(z) = %(6‘305(“")_1 —1). Puisque e* —1 ~u et que cos(x) — 1 tend vers 0 en 0, on obtient donc
x

par composition des équivalents & droite que e®s(®)~1 — 1 ¥ cos(z) — 1 > —x2/2. Ainsi,

—z?/2 e

li =cli .
Jim () = e lim — 5 5

Exercice. Trouver les limites suivantes quand x tend vers O :

~In(1 +2?%)

W) = In(1+In(1 + z))

tan?(x) P ile) = sh(x)

3 Développements limités

Dans toute cette section :

e [ désignera un intervalle réel non vide et non réduit & un point, a un réel appartenant & I (= I U
{extrémité de I'}), D désignera I ou I\ {a} ;

e toutes les fonctions considérées seront définies sur D a valeurs dans K = R ou C.

3.1 Généralités

Définition.

On dit que f : D — K admet un développement limité en a a l'ordre n € N (en abrégé DL, (a)) 'l
existe (ag,...,a,) € K" tel que

fx) =, G0 +ai(x—a)+ -+ an(x—a)" +o((x —a)?).




PCSI5 Lycée Saint Louis, Paris

Remarque. On distingue dans ce développement limité :

e sa partie réguliére, qui est la fonction polynomiale :
n
Px)y=ar+a1(z—a)+ - +a,(z—a)" = Zpk(m —a)~.
k=0

e le reste o((x — a)™), fonction négligeable devant (z — a)™ lorsque x — a, qui s’écrit aussi (z — a)"e,(x — a)
ou g, : D — K est telle que lim,_,ge(x) = 0.

Exemples.

|—1,400] — R
x = o —2?+23In(l +2)
En effet, comme In(1 + z) — 0, on a 2% In(1 + x) = o(x3), ce qui permet d’écrire :
z—

¢4 La fonction f: admet un développement limité & 'ordre 3 en 0.

f(z) =2 — 2% +22° + o(z?).

R\ {1} — R

¢ La fonction - o 1 admet un développement limité a tout ordre en 0. En effet pour tout

11—z
n € N, on sait que :
1_mn+l

b

vz € R b=
reR\{1}, ) = —
k=0
ce qui s’écrit aussi :
- 1 antl
Ve e R\ {1}, k=
reR\(1), oot =+

1—2a°

n+1 1
Comme =2z" X 1 - o(z™), on obtient que x — 1 admet un DL, (0) pour tout n € N, et
—x —x x
——
=00
ona: .
= l4+a+2®+-- +2" +o(z").
1—x 2—0

1
Remarque. Ainsi, la fonction f(x) = 12 peut étre approximée localement en 0 par les parties régulieres de
-

son développement limité en 0, par exemple & l'ordre 1 (on approxime f par sa tangente en 1), & 'ordre 2 ou 3
par :
P(x)=14z ; Pz)=1+z+2> ; Py(x)=1+2z+z*+2%

On représente ses fonctions a l'aide d’une calculatrice :

Tttt
v

On constate que les parties régulieres ne sont de bonnes approximations de f qu’au voisinage de 0. Un

développement limité n’a donc d’intérét qu’au voisinage de a, ce qui justifie la notation = dans I’écriture
r—a

du développement limité.

10
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— Propriété 16
Une fonction f admet, au voisinage de a € R, un développement limité a ’ordre n si et seulement si

la fonction h v f(a+ h) admet au voisinage de 0 un développement limité & l'ordre n. On a de plus

Lycée Saint Louis, Paris

= f(a+h) > " aph® + o(h*)

z) = Y ale—a) +o((e—a)") < g(h)= o
k=0 k=0
Exemple. Calculons le DL3(2) de f(x) = —
On pose h =z — 2. On a alors :
1 1
r) = 2 = — = —
S =FOHR) = 5oy =5

On utilise alors le DL en 0 de la fonction z —

et donc :

calculé précédemment pour obtenir finalement

f(2+h):;<1—g+}f—};3+o(h3))

T — 92)2 T —92)3
( 82) _( 162) +O(($—2)3).

Propriété 17 (Unicité d'un DL)

Si f admet un développement limité a I’ordre n en a, celui-ci est unique

Zak z—a)*+o((z —a)" Zbk z—a)* 4 o((z — a)") avec
k=0

Preuve. Par I'absurde, supposons que f(z
k=0
). Soit p le plus petit entier tel que b, # a,. Alors, pour tout 0 < k <p,onaap—b, =0

(ao,...,

On

E

o((x — a)™). Ainsi, pour tout = # a

an) 75 (bo, ,bn
a f(z Zasza =o((zx —a)") et f(x Zbkax—a
0=f(2)— f(x) = (ar —bx)(x — ) + o((z —a)")
k=0
n divisant par (z — a)?
0=(ap—bp) +(z—a) Z (ar —bi)(x —a) "t +o((z —a)""P) A by
k=p+1

D’ol a, = by, ce qui constitue une contradiction

— Propriété 18 (Troncature d’'un DL)
Supposons que f admette un développement limité a 'ordre n en a
fl@) = agtar(z—a)+ - +an(x—a)"+o((x—a)?).

r—a
Alors pour tout p € [|0,n|], f admet un développement limité & 'ordre p en a obtenue en tronquant

le développement limité a ’ordre p
flx) = ap+ai(z—a)+ - +ap(x—a)f +o((x — a)’).

r—a

11
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n

Preuve. Si f admet un développement limité a 'ordre n en a dont la partie réguliére est x — Z ap(z — a)k ,

k=0
alors, pour tout p < n, on a :
n P n
flx) = Zak(a: —a)" +o((x —a)") = Z ap(x — a)® + Z ar(z —a)* + o((z — a)™)
k=0 k=0 k=p+1

o((z—a)?)

Propriété 19

Si f est paire (resp. impaire) et admet un développement limité & Uordre n en 0, ce développement
limité ne contient que des termes pairs (resp. impairs).

Preuve. Supposons par exemple f paire, et notons
fl@)=ao+ a1z + -+ anz”™ + o(z")
son développement limité en 0. On a alors
J(@) = (=) = ao +ar(=2) + -+ + an(—2)" + 0(a”)

car une fonction négligeable devant (—xz)™ 'est aussi devant 2™. Par unicité du DL, a;, = (—1)*a; pour tout
k € [|0,n]]. On a donc pour tout k impair, ay = —ay, donc ag = 0. O
Définition.

Soit f admettant un développement limité a 'ordre n en a de partie réguliére non nulle :

fx) = a0+ ar(x —a)+ ...+ ap(z —a)” + o((x — a)™).

z—
Notons p le plus petit entier tel que a, # 0. On appelle forme normalisée de ce développement limité le

développement

fla+h) o W (ap + apyih + ...+ anh™ P + o(h" 7))

— Propriété 20

Supposons que [ admette un développement limité & ’ordre n en a de partie réguliére non nulle :
fl@)=ay+a(z—a)+ ..+ an(x—a)" +o((z —a)").

Alors en notant p le plus petit entier tel que a, # 0, on a: f(z) ~ ap(r—a)?
T—ra

Preuve. Comme pour k € [|0,p — 1]}, ax =0, on a f(z) = ap(x —a)? + -+ + an(z — a)” + 04(z — a)”, puis

Ap+1 an n—p n—p
— NN — — — — 1.
1 B a4 B0 ol - )

Remarque. f est donc du méme signe strict que le premier terme non nul de son DL au voisinage de a.

12
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3.2 Formule de Taylor-Young et développements limités usuels

— Propriété 21 (Formule de Taylor-Young)

Soient n € N et f: I — K de classe C" sur I. Alors f admet un développement limité a 'ordre n en
tout point a de I qui est

" k) (g
f(x) S Z / k!< )(Jc —a)* 4 o((z — a)").

Remarque.
e On prouvera cette formule dans le chapitre intégration.
e Toute fonction C*° admet donc un développement limité a tout ordre.

e En pratique, cette formule est difficilement applicable pour 'obtention d’un DL, car elle impose de calculer
les dérivées successives de f en a.

Exemples.

e exp est C* sur R donc admet un développement limité & tout ordre en 0. Comme pour k € N, exp*®)(0) =
exp(0) =1, on a pour n € N :

T & xk n
k=0

o fix— (14+2)* est C™ sur | — 1,400 donc admet un développement limité & tout ordre en 0. Comme
pour k € N, f®(0) =a(a—1)...(a —k+1),onapourn € N:

(1+2)" = Z ala — 1)..];:'(a—k+1)xk +oa™).
k=0 ’

Par exemple pour o = 1/2 et —1/2, on obtient & ordre 3 :

z x2 8 1 z 3 5
itz = 142 -2 42 3 = 1T 22 28 3.
+xm_>0 +2 3 +16+0(1;) et T a0 2+8.’17 163’5 + o(z”)

3.3 Dérivabilité et développement limité

— Propriété 22

Soit f: I —-Retacl.
f est dérivable en a si et seulement si f admet un développement limité a 'ordre 1 en a, et ce
développement limité est alors nécessairement :

Ve el, f(z) fla)+ f'(a)(x — a) + o(x — a).

T—ra

Preuve.

= Supposons f dérivable en a. On pose alors € : [ -+ R, x % — f'(a) si z # a, et €(a) = 0. Comme

f est dérivable en a, on a ¢(x) — 0. Pour z € I\{a}, f(x) = f(a) + f'(a)(x — a) + (x — a)e(x), et cette

égalité reste évidemment vraie quand x = a.

< Supposons que f admette un développement limité & 'ordre 1 en a. On a alors € : I — R et (b, c) € R?
tels que e(x) — 0 et tels que pour tout z € I, f(x) =b+ (z — a)c+ (x — a)e(x). En passant a la limite
T—ra

quand z — a, on trouve que f(xr) — b, donc f est continue en a et b = f(a). Pour z € I\{a}, on a
r—ra

W =c+e(x) — c. Ainsi f est dérivable en a et ¢ = f’(a).
r—a

13
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O
Remarque. Soit f est une fonction définie sur I\ {a} admettant un développement limité & lordre 1 en a de
la forme f(z) = ap + a1(x — a) + o((z — a)). Alors :

e f est prolongeable par continuité en a en posant f(a) = ay ;

e le prolongement par continuité de f en a est dérivable en a, et f'(a) = a;.

, -1
Exercice. Etudier f(z) = c au voisinage de 0.
x
On va montrer que f admet un DL;(0). Pour cela on doit prendre un DLy(0) de x +— €® :
e’ = 1+x+2%/24 o(z?).
z—0
D’ou
f(z) = 1+ 2/2+ o(z?).

Tr—r

Ainsi f a un DL;(0). Elle est donc prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 1. Elle est également
dérivable en 0 et f/(0) = 1/2.

Remarque. Ce résultat ne se généralise pas pour des développements limités d’ordre supérieur.

Exemple. Considérons la fonction f définie sur R* par :
1
— 3 -
f(z) = z”sin <x> .

e f admet un développement limité a I'ordre 2 en O :

Comme la fonction sin est bornée, il est clair que I'on a :

f(z) = 2®sin (i) = z? (m sin (i)) = o(x?).

Ainsi, f admet le développement limité & I'ordre 2 en 0 suivant : f(z) = 0 + 0z + 022 + o(2?).

f est dérivable sur R% et sur R* , et on a :

f'(x) = 32%sin(1/z) — x cos(1/z).

D’apres la remarque précédente, f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 0, et ce pro-
longement est dérivable en 0 avec f'(0) = 0.

f n’est pas deux fois dérivable en 0 car :

f'(x) = £'(0)

0 = 3zsin(1/z) — cos(1/z) n’a pas de limite en 0.
T —

3.4 Opérations sur les développements limités

Remarque. On l’a dit, la formule de Taylor-Young est difficile & appliquer en pratique pour obtenir un DL,
car elle impose de calculer les dérivées successives de la fonction. On présente dans cette section des résultats
permettant d’obtenir des DL & partir de DL connus :

e par intégration de DL ;

e par opérations (combinaison linéaire, produits,...) sur les DL.

14
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Intégration d’un développement limité

— Propriété 23
Si f: I — K de classe C" sur I, elle admet un développement limité & ’ordre n en O :
flx) = ap+arx+ -+ apz™ + o(z™).
xz—0

Alors ses primitives F' ont des développements limités & 'ordre n 4+ 1 en 0 :

z—0

n ak .
F(z) = F0)+)_ mm’““ + o(z" ).
=0

Preuve. Une primitive F de f est de classe C"! et la formule de Taylor-Young donne :
n+1 [Ck
_ L (k) n+1
F(z) = F(0)+ Z 7 FO0) + o)

n+l n

— + Z o f(k 1) ( n+1 +Z

k= 0

(k) 0) +0(.11n+1)

Exemple. A partir du DL, (0) :

1
1+z mio1_x+x2_x3+"'+(_1)nxn+0(95n)7

on retrouve des développements limités classiques par intégration :

e en primitivant le DL de = 1 , on obtient :
TLx/ n
In(1 + z) —Ox——+—+--~—|—(—l) — +o(z").

e Ona Hﬁ o 1—a2? 42t — -+ (=1)"z® + o(z®), d’olt en primitivant,

.’E3 LL’S x2n+1

arctanxxjox—g-kg_..._,_(_l)

Combinaison linéaire, produit

— Propriété 24

Supposons que f et g admettent des développements limités a 'ordre n en 0 :

f(x) = Pa(z)+o(a") et g(x) = Qn(r)+o(z").

x—0 z—0

(1) Pour tout A\, u € K, \f + pug a un développement limité a 'ordre n en 0 :

(Af + pg)(z) 0 (AP, + puQn)(z) + o(z").

(2) Le produit fg a un développement limité & ordre n en 0 :
(f9)(@) = Tu(PQ)(x)+ o(z")
z—0

ou T,,(PQ) désigne la troncature & l'ordre n du polynéme PQ.

Preuve.

15
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(1) On a:
OAF +19)(@) =, (AP +1Qu) () + ola").

Cest le DL,,(0) de Af + pg car AP, + p@,, est une fonction polynomiale de degré < n.

(2) On a par produit des développements limités :
@) = (Pale) +0(z™) (Qu(z) + 0(a™) = Pa(2)@u(z) + o(a")

car P, (z)o(z™) + Qn(x)o(x o(z™)o(z™) est négligeable devant z™ en 0.
)

")+
On sait que P, (2)Qn(2) = T5,(P,Qy)(z) + 2" R, () ot R,, est une fonction polynomiale. On en déduit
que P, (2)Qn(z) = Tn(PnQn)(x) + o(x™) et donc :

F@)g(@) = Ta(PaQu)(x) + ola”)

qui est le DL, (0) de fg car T,,(P,Qx) est une fonction polynomiale de degré < n.

Exemple.

4 Calculons le DL3(0) de z — shx —sinx :

3 3
shx—sinx:x+%—x+%+o(m3):

4 Calculons le DL3(0) de « +— coszsinz :

2 3 3 3
2
cosrsinx = <1 — % +0(x3)> (x % +0(:c3)) —r- T T +o(z?) =2 — Za® + o(z?).

x

4 Calculons le DL3(0) de la fonction f : x +—

1—2
1 9 3 3 Y 22 23 ,
—— =1l4+z+z°+z°4+o(x’) et e=14+x+—+—+o0(z).
11—z 5 6
D’ou par produit :
z2 28
f@) = L+ +2” +2%+oa?) (1+x+2+6+0(x3>>,

ce qui donne, en développant et en simplifiant :

2
+ 2%+ x2> + o(z?)

5 8
=142z+ 5302 + §x3 + o(z?)

Remarque. Si on multiplie un DL a l'ordre p avec un DL a lordre n, la précision finale est min(n, p).

Exercice. Déterminer le DL5(0) de x +— cos(x)ch(z).
4

Solution : cos(z)ch(x) = 1-— % +o(z®).
r—

Composition

— Propriété 25

Sif:I—Jetg:J— K ont des développements limités en 0 a l'ordre n :

f(x) = Po(z) +o(z") 5 g(x) = Qn(x) +o(z"),

si lin%) f(x) =0, alors la composée g o f a un développement limité & 'ordre n en 0 :
z—

go f(z) = To(Qn o Pu)(x) + o(z").

16
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Preuve. Puisque lir% f(x) =0, on peut factoriser dans le DL de f en 0 :
r—r

f(@) = Pa(a) + o(a™) = 2 (Paa(@) + 0fa" 1))

On substitue dans g o f(z) = qu(f(:r))k + (f(z))"eq(f(z)) le DL de f :
k=0

go f(@) = ar(Pu(@) +o(z")F + 2™ (Pa_1 (@) + o(a" 1)) "e(f(2)).
k=0

On regarde a présent chaque terme de cette expression :

e (P.(x)+o(x™))* : en développant par la formule du binéme, on a un terme en (P, (z))* et tous les autres
termes contiennent o(z™) et sont négligeables devant ™. Ainsi, on a :

(Pa(2) +0(z™)* = (Pa(x))* + o(z").

o 2 (Paoa(@) +o(a™ )y (F(2))  oma lim (Pay(2) + o)) ey (f(2)) = 0, done -

2" (Pooi(2) + 0(a" 1) "eq(f(2)) = o(a").

Finalement, on obtient que :

n

go f(@) = ar(Pu(x)" + o(x™) = Qn o Pu(x) + o(z™).

k=0

Et comme P, (2)Qn(x) = Tp(PoQyn)(z) + 2" R, (x) o R, est une fonction polynomiale, on en déduit que
P (2)Qn(x) = Tn(PrQn)(x) + o(z™) et donc :

go f(z) = T,(Qno Pp)(x)+o(z").
z—0
C’est bien le DL, (0) de fg car T,,(P,Qy) est une fonction polynomiale de degré < n. a
Exemple. Déterminons le DL4(0) de x — f(x) = (1 + x)”.

Pour tout = € I, f(z) = e (142 ayec lin%)xln(l + ) = 0. On utilise la composition des DL.
r—r

Le développement limité & l'ordre 4 de x — xIn(1 4 z) s’écrit :

2 3 3 4
zIn(1+ z) ?x(m—xQ—i-g—i—o(mg)) :xz—%—&—%—&—o(az‘l).
=u(x)

On a u(z)? = 2* + o(z*), u(x)? = o(z*). 1l suffit donc de faire le DLy(0) de exponentielle :

u u2 2
e :1+u+?+0(u)

On obtient en substituant :

(1+ )$_1_|_ 2 j+i _|_14_|_(4)
)" = T 5 3 5% tolz
Exemple. Calculons le DL4(0) de z — g(z) =1n (an(w)

On fait le développement limité de sin & l'ordre 5 (car on divise par 2 ce DL). On obtient :

sin(z) x? 4 4
-y .
2 o507 T tol®)

=u(x)

On a u(x) — 0 quand x — 0. On peut donc composer les DL. On a :

In(1 + w) ol + 3 + o(u?).
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De plus, u?(x) = % + o(z*) et u3(x) = o(z*). Donc en substituant, on obtient :

sin(z) x x
r 220 6 180°

Exercice. Déterminer le DL4(0) de @ = e<5(*),

z—0

2
Solution : e®s(®) = ¢ (1 _ % + % T o(a:4)).

Exercice. Déterminer le DL3(0) de z — h(z) = /3 + 1+ 22.
Solution : 3+ VI+2e = 2+ - % + B

Quotient de DL

— Propriété 26

Soient f,g: D — K.
Si f et g ont des développements limités a 'ordre n en 0 et si g admet une limite finie non nulle en
0, alors f/g admet un développement limité & 1’ordre n en 0.

Preuve. Puisque lir% g(x) =10, il existe un intervalle J contenant 0 et inclus dans I sur lequel g ne s’annule
T—r

pas sur DN J, et la fonction f/g, définie sur DN J.

g(x) =1
I

Ecrivons g(z) = (1 + u(z)) (ot u(z) = . On a alors :

f@) 1 fw)
g@) " Tl "

o
14+ u(x)
et de z — u(x). On obtient ainsi le DL, (0) de

Puisque lir% u(z) = 0 et que v admet un DL, (0) (car c’est le cas pour g), on en déduit que z —
z—

1

admet un DL, (0) par composition des DL, (0) de  — T
x
f/g en multipliant le DL, (0) ainsi obtenu avec celui de f. a

1
» Pour faire le DL en 0 d’un quotient x +— ﬁ avec 1i(I)ng # 0, on se raménera toujours (comme dans la
g(x

preuve précédente) a un développement limité d’une fonction de la forme :

1
r— ————  avec u(z) — 0.
1+ u(x) z—0
Exemples.
4 Déterminons le DL5(0) de tan.
tanzx = 5 smzs =sinz x (1 —u(x) +u(z)? — u(@)® + u(z)* — u(x)® + o(z®)).

x* oz

LT 5
5 + 91 + o(x®)

=u(x)

On a u(z)? = 4 o(x%), u(z)® = o(z*). D’ott en substituant :

4
z3  ab 5 2 ozt ot 5
tanxm:(J(m—6—1—1204—0(,@))(1—1—2—24—1—4—1—0(36))
3 b 5 z? 5zt
= _ — _ 1 - IR 5
(:U 5 +120+0(x ))( t5+t54 + o(x ))
_$_£3+L5+£3_£5+57335+0(x5)
B 6 120 2 12 24
3 220 5
st gty o)
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Dét i s le DL3(0) de = — .
¢ Déterminons le DL3(0) de x g

On al+e* — 2. On écrit alors :
x—0

1 T 11
1+er  24(e—1) 21-1="
1—e* . 1
Posons u: z — . On fait le DL3(0) de x — ————. On a:
1—u(x)
1 .
T+ u(@) o 1+ u(z) + u(x)? + u(z)® + o(z?)
avec
2 3 2 3 3
u(e) =~ - T - o) u@)?="T+ T 4ol et u(@) =% +ola?)
Il en résulte que :
1 r 2 2 G . B
=1-= = ST 4
1— u() 2+< 4+4)+(12 1 8>+0(x)
3
x
=1-= 4= 3
5t 22 + o(x?)
ce qui donne :
1 1z a3 3
Treraoz 4 a5 o)
. . . 1
Exercice. Déterminer le DL4(0) de z — ————.
1+ sin(z)
5
on ¢ ———— 11— 2_92,3,%.4 4
Solution : T sin(@) x~>01 x4z i + 3% + o(x*).

Remarque. Si g tend vers 0, il est encore possible que la fonction i possede un développement limité : si f
et g admettent des DL,,(0) de formes normalisées : !

f(@) =a™ (ap, + ap, 417 + .. + an, ™ 7P 4 o(a™ 7))

g(x) =a™ (bp2 +bp, 12+ .+ by 4 0(:5"2*1’2))
avec ap, ,bp, # 0, alors le quotient s’écrit :

EACH R (am 1@ et Qg @M o(x’“m)>
g(x) bpy + bpot1Z + ... 4 by x™2 P2 4 o(z727P2)

=h(x)

Comme b, # 0, la proposition précédente, assure que la fonction h possede un développement limité. De plus,

a
le terme constant du développement limité de la fonction h vaut -2+ donc est non nul. Par suite i admet un
P2 g
développement limité si et seulement si p; —py € N, c’est a dire pa < py, et son ordre est min(ny — py, Ny — p2).

x
11—
Exemple. Déterminer, s'’il existe, le DL3(0) de la fonction x +— £ -
In(1 4 x)
e Prédiction de lordre des DL & choisir (au brouillon) :
: 2 (1 2
PR o (§+%+§7+-~-> L lyegpzy
2 K 2 2
In(l+z)  z2+Z 42+ . s(l+2+2+.) 1+2+2Z 4+
=h(x)

Pour obtenir le DL3(0) de f, il faut donc le DLy(0) de h ce qui nécessite un DL2(0) du numérateur et
du dénominateur de h. Cela nécessite donc un DL4(0) de x + e — 1 — x (on a factorisé par z?) et un
DL3(0) de x — In(1 + x) (on a factorisé par z).
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e Rédaction :
2 3 4 2 3
em—l—x:%—k%—!—%—!—o(ﬁ) et ln(l—i—x):x—?—k%—ko(xg)

ou sous forme normalisée :

1 2 2
er—l—x=x2<+x+x+0(x2)) et ln(l—l—x):x(l—g—l—g—i—o(ﬁ))

2 6 24
On obtient 1’écriture suivante :
1z 2? 9 1
3 3 o(x
=u(x)
Comme on a : )
u(z)? = = +o(z?),
on obtient : ,
1 1 r T
= =1+ —"+4o(z*
1—%4—%24—0(;52) 1—’[1,({,1;‘) 2 12 ( )

Pour obtenir le développement limité de f cherché, il reste a calculer le produit :
1z 2? 9 r oz 9
f(m)—x<2+6+24+0(x )> X <1+2—12+0(x )

. 1+(5+§)+ LT LT T @)
T\ 2 4 6 24 12 24

4 Applications des développements limités

4.1 Recherche de limites et d’équivalents

Rappel. Supposons que f admette un développement limité a I’ordre n en a de partie réguliere non nulle. On
écrit sa forme normalisée :

f@)=(z—a)’(ap + app1(x —a) + ... + an—p(x —a)" P+ o((x —a)"7P).

Alorson a: f(z) ~ ap(z—a)?
r—a

Exemple.
sin(2x) — sh(2x)
(2x —sinz — tanz)?’

¢ Déterminons un équivalent au voisinage de 0 de

Cherchons un équivalent du numérateur :
4 4
sin(2x) = 2z — gms +o(z®) et  sh(2z)=2x+ §x3 + o(2®)

8
ce qui donne : sin(2x) — sh(2z) ~ —§x3.

Cherchons un équivalent du dénominateur.

1 1
2r —sinz — tanz = 2z — (x — 61:3 + o(a:3)> - (x + §x3 + 0(m3)>
L 3 3 L 3
=—=24o(z°) ~ —=x
6 + o) 6
On en déduit par produit et quotient d’équivalents :

sin(2z) — sh(2x) —8a3 96
(2r — sinz tan )2 (_%mS)Q x3
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3sinx — xrcosx — 2x

¢ Etudions la limite en 0 de la fonction x — =

sin” x
On sait que :
. x3+x5+(5) . . x2+x4+(4)
sine =x — — o(x e cosr=1——+ — +o(x
6 120 2 24
On en déduit :
3sinx—xcosm—2x~—%x5 et sin®x ~ 2°,
puis :
3sinx — xcosx — 2x %w‘r’ 1
sin® x b 60

1
ce qui nous donne que la limite cherchée vaut ~50"

In(z) —z+1
(z —1)?
On se ramene en 0 en posant t = z — 1 et on cherche un équivalent du numérateur :

¢ Déterminer la limite en 1 de = —

In(z)—z+1=In(l+t)—t= (tt;Jro(tz)) —t:f§+o(t2)

11 en résulte que In(1 + ¢) ¥ —t2/2, et la limite cherchée est donc —1/2 :

4.2 Etude locale d’une fonction

Rappel. Si f admet un DL4(a), f est dérivable en a et la courbe représentative de f admet une tangente en
a.

» Pour déterminer la position relative de la courbe représentative d’une fonction f par rapport a sa tangente,
on cherche un équivalent de x — f(x) — f(a) — (x — a)f'(a) en a en effectuant un DL de f :

f(x) = fla) = f'(a)(z — a) ~ ap(z —a)?  avec a, € R* et p e N\{0,1}.

Alors x — f(x) — f(a) — f'(a)(x — a) est du signe de ap(z — a)? au voisinage de a :

e sip est pair, f(x) — f(a) — f'(a)(x — a) est de signe constant au voisinage de a. La courbe est au-dessus
ou en-dessous de sa tangente en a (suivant le signe de ap).

e sip est impair, f(z) — f(a) — f'(a)(x — a) change de signe en a. La courbe traverse sa tangente en a. On
parle de point d’inflexion.

Remarque. Dans le cas d’un point critique a, c’est & dire si f'(a) = 0, cette étude nous dit si on a un extremum
local (si n pair) ou non (si n est impair).

Exemple. Soit f: 2 — % f admet le DL3(0) suivant :

1 1
f(z) = —5t + ﬂgg:ﬁ + 0o (z?).

Ainsi f est dérivable en 0, et f/(0) = —%. Comme f(z) + %x ~ 2—14m3, qui change de signe en 0, la courbe
Tr—r

représentative de f traverse sa tangente en 0. Ainsi f admet unlpoint d’inflexion en 0.

4.3 Application a I’étude d’asymptotes obliques

Définition.

Soit f : I — R définie au voisinage de +00. On dit que f posséde un DL, (£o0) si la fonction g : u — f(1/u)
possede un DL, (0).

21



PCSI5 Lycée Saint Louis, Paris

Exemple. Calculons le DLy(c0) de f: x +— o

x—1
1
On pose u = 2. Alors g(u) = 1 = 1+ u+u?+ o(u?) et on en déduit le DLy(00) de f :
— U u—r
1 1 1

Définition.
Soit f : I — R. On dit que f admet une asymptote oblique en +oo s’il existe (a,b) € R? tel que f(x) —ax —b
tende vers 0 en £oo.

» Soit f: I — R telle que f(x) —+> +o00. On souhaite préciser son comportement en 400, en étudiant
r—r+00

Uexistence éventuelle d’une asymptote oblique et sa position relative par rapport a Cy. Pour cela, on procédera
comme suit :

e On effectue un DLy(400) de f@) :
x

f
f@) = ao+%+%+o(l/x2).

X Tr—+00
a
e En multipliant par x, il vient f(x) = oz +a;+ =+ o(1/x). La courbe admet alors la droite
T——400 T
Yy = apx + a1 pour asymptote oblique en +oco.

a
e La position de la courbe de f par rapport a l'asymptote oblique est donnée par le signe de =2 (si az =0,
x

on augmente l'ordre du DL jusqu’a trouver un coefficient non nul).

c 1
Remarque. La relation f(z) = ax+b+ — 40 <> est appelée développement asymptotique de f au
x x
1
voisinage de 'infini & la précision —.
T

Exemple. Soit f: 2 — ,/Ex—fl. Déterminons I'asymptote éventuelle de f en +oc.

On pose u = % et on étudie @ =uf(u?t) = \/% (on recherche I'asymptote en +oo, donc 0 < u < 1). On

effectue le DL(0) de u —

1 .
Vi—u °
1 u  3u?
=1+ +— %).
— +2+ ) +00(u)

Donc on obtient f(z) =2+ 3 + & + 0400(2 7). La droite y =  + § est asymptote & la courbe et le graphe de

f est au-dessus de asymptote au voisinage de +oo (car f(z) —x — % Mete 8% > 0).
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