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1 Généralités

1.1 Définitions

Définition.

N — R

Pour tout n € N, u(n) est généralement noté u,, et est appelé n-iéme terme de la suite (ou terme

d’indice ou de rang n). La suite u est alors notée (u,)neny ou (uy,) plus simplement. L’ensemble
des suites réelles est noté RN,

Une suite réelle u est une application de N dans R : « :

Remarque. On prendra garde a bien distinguer la suite (uy)nen avec son n-ieme terme u,,.
Par extension, nous appellerons aussi suite réelle une famille de réels indexée par un intervalle d’entiers
du type [|ng, +00|]. La suite u est dans ce cas notée (un)n>n,-

Une suite peut étre définie de trois manieres différentes :

e par une formule explicite : chaque terme de la suite est donné directement en fonction de n,
soit u, = f(n). Par exemple,

1
Vn € N, Up = m
e par une formule de récurrence : u, est exprimé en fonction de n et des termes précédents :
Up—1, ... Ug. Par exemple,
up=1etVneN, upy; = Vu, +2 (relation de récurrence d’ordre 1)

vo=0,v1 =1et Vn € N, v,19 =vp41 + v, (relation de récurrence d’ordre 2)

La suite (vy,) est la suite de Fibonacci.

e par une formule implicite : le terme général u, de la suite est solution d’une équation
dépendant de n. Par exemple,

Vn € N, u,, est I'unique solution de I'équation x>+ — 1 = n.

1.2 Opérations sur les suites
Définition.
Soient u et v deux suites réelles.

e La somme de u et u est la suite notée (u + v) définie par :

VneN, (u+tv), =up+ vy

e Le produit de u et v est la suite notée (u x v) définie par :

VneN, (uxv), =u, X v,

e Le produit de u par un scalaire A € R est la suite notée \.u définie par :

VneN, (Au), =\ X uy

1.3 Suites réelles et relation d’ordre
Définition.

On dit qu’une suite (uy)pen est :



PCSI5 Lycée Saint Louis, Paris

(strictement) croissante si Vn € N, uy, < upqq (resp. uy < Upy1).

(strictement) décroissante si Vn € N, uy, > tpy1 (Tesp. up > Uny1).

(strictement) monotone si elle est (strictement) croissante ou (strictement) décroissante.

e constante si Vn € N, u, 1 = u, (& Vn € Nyu, = ug).

Remarque. Pour montrer qu’une suite est croissante, on pourra montrer, selon les cas :

® que Upt1 — Uy > 0,

Un41

e si u, > 0 pour tout n € N que > 1.

Un

n!
Exemple. Etudions la monotonie de u, = — :
n

un—l—l:( n >n<1'
Up, n+1

Donc (uy,) est strictement décroissante.

Définition.

On dit qu’une suite (u,)npen est :
e majorée s’il existe M € R tel que Vn € N, u, < M.
e minorée s’il existe m € R tel que Vn € N, m < u,.

e bornée si elle est majorée et minorée.

Propriété 1

La suite (un)nen est bornée si et seulement si (Ju,|)nen est majorée i.e si et seulement si :
M > 0,Vn €N, |u,| < M.

Preuve. Supposons (uy)nen bornée. Il existe alors m et M € R tels que Vn € N, m < u,, < M. Soit
K = max(|m/|,|M|). Pour n e N, —K < —|m| <m <wu, <M < |M| < K, donc |u,| < K.
Réciproquement, supposons qu'’il existe M > 0, tel que pour tout n € N, |u,| < M. Pour n € N, on a
alors —M < wu,, < M donc (up)nen est majorée par M et minorée par —M. Ainsi (uy,)nen est bornée.
O

Exercice. Montrer que ’ensemble des suites bornées est stable par somme, produit, et produit par
un scalaire.
Définition.
On dit qu’une suite (u,) satisfait la propriété P(n) a partir d’un certain rang s’il existe ng € N tel
que

Vn >ng, P(n) est vraie.
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Définition.

La suite (uy,) est dite stationnaire si elle est constante a partir d'un certain rang i.e si :

dng € N,Vn > ng, Uy, = Unp,-

Exemple. La suite (u,) définie par u,, = [[;_,(100 — k) est stationnaire, constante égale & 0 & partir
du rang n = 100.
2 Limite d’une suite réelle

2.1 Limite finie
Définition.

e On dit qu’une suite (u,)pen converge vers un réel [ € R, et on note uy, —J)r [ si
n—-—+0oo

Ve>O,EINeN,Vn€N,(n2N — |un—uge).

e On dit qu'une suite (uy)nen converge s’il existe un réel [ tel que (uy)nen converge vers [. On
dit que (uyp)pen diverge sinon.

Remarque. Ainsi (uy)nen converge vers un réel [ si
Ve>0,3NEN,VneN,(n>N = l—e<u, <I+e<e).

Autrement dit, ceci signifie qu’étant donné un nombre réel ¢ > 0, tous les u, sont dans le segment
[l — €, + €] a partir d’un certain rang N.
Exemple. # Soit (uy)nen+ = (L)nen+. Montrons que (u,)nen converge vers 0.

Soit € > 0, on cherche N € N* tel que Vn > N, |u,| < € i.e.
alors pour n > N, n> N > %, donc % <eet|uy| <e.

<eie n> % Posons N = [%] +1,

1
n

¢ Soit (up)neny = (¢")nen avec g €] — 1, 1[. Montrons que (uy,)nen converge vers 0.

Soit € > 0. On cherche N € N tel que Vn > N, |u,| <€, ie. |g|" <eie. In(|g))n <lIn(e) i.e. n > 13}?2‘))
In(e)

car In(|q|) < 0 puisque |g| < 1). On pose N = + 1 et comme plus haut, on montre que pour
1 0 pui 1). O N = |mic| +1 lus b
n> N, |u,| <e.

4 Les suites u et v définies par u, = (—1)" et v, = n pour tout n € N, sont divergentes.

Remarque. On notera que (uy) converge vers [ si et seulement si |u, —I| — 0.
n—+oo

D’autre part, le fait que la suite converge ne dépend que du comportement de la suite a partir d’un
certain rang.

Propriété 2

Si la suite réelle (u,) converge, alors sa limite est unique. On la note lilll Up,.
n—-+00
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=]
2

Preuve. Supposons par I’absurde que [y # ls. Soit € = > (0. Par définition de la limite, on a

N1 €N tel que Vn > Ny, |u, — 4] <

NSRRI}

dNy, € N tel que  Vn > No, |uy, —la] <

Soit N = max(Ny, Na), alors pour tout n > N, |u, —l1| < § et |u, — 2| < §.

Ainsi, par I'inégalité triangulaire, |l; — lo| < |l1 — up| + |up, —lo] < € = % D’ott une contradiction,

donc 11 = I. O

Propriété 3

Si la suite (uy,) converge vers [ € R, alors (|uy,|) converge vers ||.

Preuve.

Remarque. La réciproque est fausse (prendre par exemple la suite des (—1)").

Lemme. Soit [ € R et on considére (o) une suite réelle positive tendant vers 0 telle que :
VneN, |lu, =1 <ap

Alors, la suite (u,) est convergente de limite limu,, = [.

Preuve. Soit € > 0. Par définition de la convergence, il existe N1 € N tel que : Vn > Ny, |v,| < e.
De plus, il existe No € N tel que : Vn > N, |u, — | < v,. Posons, N = max(Nj, Ny). Pour tout
n>N,ona: |u, —!l| <wv, <e Ainsi, (u,) converge vers [. O

» Pour montrer qu’une suite (up)nen converge vers l, on peut tenter de magjorer |u, —l| par une suite
qut converge vers 0.

Exemple. Montrons que liI_’I_l ”7‘77: = 0 pour tout a € R.
n——+oo '

Supposons a # 0 (sinon le résultat est évident). Posons u,, = % pour n € N. On a “* = e
: n n—+oo
0. Par définition de la limite, il existe donc N € N tel que pour tout n > N, |[“2| < %

On montre ensuite par récurrence aisée sur n > N que |u,| < 2n#_N|uN| Comme hrf Q%N’U N| =0,
n—-+0oo

on en déduit que u,, — 0.
n—-+o0o

2.2 Limite infinie

Définition.

e On dit que (up)nen tend (diverge) vers +oo, et on note u,, —> +ooou lim wu, = +oo, si
n——+o00o n—+oo

Wle]Ri,HNeN,VneN,(nzN — unzA).

e On dit que (up)pen tend vers —oo, et on note u,, — —ooou lim w, = —oo, si
n—-+o0o n—-+o00

VAER,HNEN,VneN,(nzN — un§A>.
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Remarque. La définition de la limite 400 se traduit par : pour tout A € R, aussi grand soit-il, la
suite (uy) a tous ses termes plus grands que A a partir d’un certain rang.

La définition de la limite —oco se traduit par : pour tout A € R, aussi grand soit-il en valeur absolue,
la suite (uy,) a tous ses termes plus petits que A & partir d’un certain rang.
Exemple. Soit (up)neny = (n)nen. Montrons que (up)nen diverge +oc.

Soit A € R. Posons N = [A] +1si A >0, N =0 sinon. Alors pour n > N, n > N > A.

Remarque. Si (u,) n’est pas majorée, on n’a pas nécessairement lim wu, = +oo (prendre par
n—-+oo

exemple la suite définie par u,, = (—1)"n pour tout n € N).

2.3 Propriétés des suites convergentes

Propriété 4

Toute suite réelle convergente est bornée.

Preuve. Soit (u,) une suite convergente vers un réel [ € R. Posons € = 1 > 0, par définition de la
convergence, il existe N € N tel que : VYn > N, |u, — | < 1 par définition de la limite. Pour tout
n > N, on a donc |u,| < |uy, —I|+]I] < |I]+1. Posons alors M = max (Jugl, ..., |lun—1]|,1 4+ |I|). Ainsi,
pour tout n € N, |u,| < M. O

Remarque. La réciproque est fausse. La suite ((—1)"),,~ est bornée mais ne converge pas.

— Propriété 5

e Si 11111 up =1, avec I > 0 ou l = 400, (Up)nen st minorée par un réel m > 0 & partir
n—-+0oo

d’un certain rang.

e Si liril up = 1, avec | < 0 ou l = —00, (up)pen est majorée par un réel M < 0 a
n——+0oo

partir d’un certain rang.

Remarque. Une suite qui converge vers un réel # 0 est donc non nulle a partir d’un certain rang.

Preuve. o Si ] = +o00, par définition de la limite, il existe N € N tel que Vn > N, u, > 1.
Supposons donc [ € R%. Alors, par définition de la limite, il existe N € N tel que : Vn > N,
lup — 1| < L. Pour tout n > N, on a alors —4 < u, —1 < £ donc u, > £ > 0. Ainsi (uy)nen est
minorée par un réel strictement positif & partir d’un certain rang.

e Le deuxiéme point se montre de méme. Il

2.4 Opérations sur les limites

— Propriété 6

(1) Soient (up)nen €t (vn)nen deux suites qui convergent vers 0, alors (u, + vy, )nen converge
vers 0.

(2) Soient (up)neny une suite qui converge vers 0 et (vp)pen une suite bornée. Alors
(UnVp)nen converge vers 0
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Preuve.

(1) Soit € > 0. Par définition de la convergence, on a :

dN; e N tel que  Vn > Ny, |uy| <

Nl Ao

N, € N tel que  Vn > No, |v,| <

Posons N = max(Ni, N2). Alors pour tout n > N, on a |uy + vy| < |up| + |vp| < €. Ainsi on a
montré que (uy + vy )nen converge vers 0.

(2) (vp) est bornée donc il existe M > 0 tel que : Vn € N, |v,| < M. Soit € > 0. par définition de
la convergence, il existe N € N tel que : Vn > N, |u,| < 7. Ainsi, pour tout n > N, on a alors
[tnvn| = |un| X |vn| < 57 X M = € (en multipliant les inégalités entre nombres positifs). On a donc
montré que (u,vy)neN converge vers 0.

]

— Propriété 7 (Opérations sur les limites finies)
Soient (uy)nen €t (vn)nen deux suites qui convergent respectivement vers [ et .

(1) Pour tout (A, i) € R, (Auy, + vy )nen converge vers Al + ul’.

(2) (upvp)nen converge vers ll'.

Preuve.

(1) Soit (\, u) € R%. Pour tout n € N,

M+ pon — AL+ pl')| = [Aun = 1) + pp(vn = )] < A un = 1]+ |p] % fon = 1|

avec |u, — | e 0, |vn — 1 T 0, |A| et |p| bornés. Ainsi par le lemme précédent, || X |u, —

U+ |p| X |vp =U| — 0, et (Auy + pop)nen converge vers Al + ul’.
n—+oo
(2) Pour tout n € N, on a
[unvn, — U] = Jupvy — log + v, — | = |up — 1| X Jvg| + |on = U] x |

avec |u, — | T 0, |vn, =1 T 0, |I| borné et (|v,|)nen bornée (car convergente). Ainsi par

le lemme précédent, |u, — 1| X |v,| + |v, — '] x |1 " 0, et (upvn)nen converge vers Il
n—-+oo

O

— Propriété 8 (Limites infinies)
Soit (vp)nen une suite qui tend vers +oo.

(1) Si (un)nen est une suite minorée alors (u, + vy, )nen diverge vers 4o0o.

(2) Si (un)nen une suite minorée par un réel strictement positif & partir d’un certain rang
alors (unvn)nen diverge vers 400.

Preuve.
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(1) (uy) est minorée donc il existe m € R tel que :Vn € N, u,, > m.
Soit A € R. Par définition de la limite, il existe N € N tel que :Vn > N, v, > A — m.
Alors pour tout n > N, u, + v, > A et on a montré que (u, + vy )nen diverge vers +oc.

(2) (up) est minorée & partir d'un certain rang donc il existe m > 0 et N1 € N tel que : Vn > Ny,
Uy = M.
Soit A € R. Par définition de la limite, il existe No € N tel que : Vn > Ny, v, > %. Comme
m > 0, on en déduit que pour tout n > max(Ny, Na), upv, > A.

O
On déduit des propositions précédentes les opérations sur les limites, suivant les deux tableaux suivants

Soient [, I" deux réels, (un)nen €t (vn)nen désignent deux suites réelles.

Limite de (uy + vp)nen

nEI—Eooun = l l l +o0 —00 +o0
- = ;
nEI—&I—loovn l +00 —00 +00 —00 —00
ngrfoo (up, + vp) = 1+ +00 —00 +00 —00 Forme
indéterminée

Limite de (uy X vp)nen

LHm up = l 140 +00 0
lim v, = U +o0 +o0 +oo
n—-+o0o
lim (u, X vy) = IxU +o00 +oo Forme
n—-+00
La regle des signes donne le signe du produit indéterminée

— Propriété 9 (Inverse)

(1) Si (uy) converge vers | € R et (v,) converge vers I’ € R*, <un> est définie & partir
neN

Un,
d’un certain rang et converge vers —

.

1
(2) Si (|un|)nen diverge vers +oo, alors <> est définie & partir d’un certain rang et
Un / neN

converge vers 0.

(3) Si (un)nen converge vers 0 et est strictement positif (resp. strictement négatif) a partir

d’un certain rang, alors est définie a partir d’un certain rang et diverge vers
Un / neN

+00 (resp. —00).

Preuve.

(1) Comme (|vp|)nen converge vers |I'| > 0, (|vn|)nen est minorée par un réel m > 0 & partir d’un
certain rang N. Pour tout n > N, on a donc |v,| > m > 0 et v, # 0, donc z—: existe. De plus

u, 1 upl’ — vyl

U U

Cugl” =111 — < [up, — 1) X |U'| + v, = U] % ]I
- ] % Jvn] N

vy,

m|l|
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[wwn — 1| x|V |4 |vn =1 | x|l
mll’|

et comme précédemment, on montre que — 0 donc (Z—”) converge vers
neN

n—+oo n

|~

7 .

o~

(2) Comme (|uy|)nen diverge vers 400, elle est minorée par un réel strictement positif & partir d’un
certain rang Np, donc u, # 0 & partir de ce méme rang et i existe.

Soit € > 0. Par définition de la limite, il existe Ny € N tel que :¥n > Na, |u,| > % Pour tout

n > max(Ny, Na), on a alors ‘ui‘ < ¢, donc on a montré que (ui) converge vers 0.
n "/ neN

(3) Il existe N1 € N tel que : Vn > Ny, u,, > 0. Ainsi ﬁ existe a partir du rang Nj.
Soit A € R. Si A <0, on a u% > A a partir du rang N;. Sinon A > 0 et par définition de la
limite, il existe No € N tel que Vn > Na, |u,| < % Ainsi, pour tout n > max(Ny, Na), u, > 0,

donc uy, = |u,| < % puis ui > A. Ainsi on a montré que (ui) diverge vers +oo.
n "/ neN

2.5 Passage a la limite dans les inégalités

— Propriété 10 (Passage a la limite dans les inégalités larges)

Soient (un)nen €t (vn)nen deux suites convergentes vers [ et I’ respectivement, et soient
m, M € R.

(1) Siwu, <M a partir d'un certain rang, alors lim u,, < M.
(2) Siw, > m a partir d'un certain rang, alors lim u,, > m.

(3) Si u, < v, a partir d’'un certain rang, alors [ <.

Preuve. On montre le troisiéme point, les deux autres points en découlent en prenant (u,) ou (vy,)
des suites constantes égales & m ou M. Par I’absurde. Supposons [ > I’, on pose alors € = % > 0.
Par définition de la limite, on a :

N1 €N telque VYn> Ny, |u,—1] <e

IN, €N tel que  Vn > Ny, |v, —1'| <e
Il existe également N3 € N tel que :Vn > N3, u, < vy,.
Posons N = max(Ny, Na, N3). Ainsi, pour tout n > N, ona: | —¢ < u, < v, <I'+¢€et
I—1U'<2e=2(l1—").. Absurde ! Ainsi [ <V’ O
Remarque. On retiendra que les inégalités strictes deviennent larges en passant & la limite. Par

exemple, pour tout n € N, p— > 0 mais on n’a pas 0 > 0.
n
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3 Théoreme d’existence d’une limite

3.1 Théorémes d’encadrement

— Théoréme 11 (Théoreme d’encadrement)

Soient (tn)neN, (Vn)neN €t (wp)nen trois suites vérifiant :
e AN eN, Vn> N, u, <uv, <wy,
e Les suites (up)nen et (wp)nen convergent vers la méme limite [

Alors (vp)nen converge et lim v, = 1.
n—-4o00

Preuve. Soit € > 0. Par définition de la limite, il existe (N1, N2) € N? tels que :
{ Vn > Ny, |u, — 1] <e ot { VYn> Ny, —e<u,—1<c¢
VYn > Na, |w, —1| <€ Vn >Ny, —e<w, —1<e¢
Posons N3 = max(Nj, No, N). Ainsi, pour tout n > N,ona —e < wu, — 1 <v, —l <w, — 1 <¢ donc

|vp, — 1] < € et on a montré que (vy,)nen converge vers . O
n
Exemples. ¢ Pour n € N* on pose u, = ) 725 Calculer limu,.
n n - 9 2
Ona: 15 = ;l 2+n < uy, < kganLH = nQ—H Or, ngl—&l-loom = ngrfoo? =1et ngg-loonhrl =
nETOO 1+1 . Le théoréme d’encadrement permet d’affirmer que la suite (u,) tend vers 1.

¢ Pour n € N*, on pose u, = . Calculer lim u,,.

— Propriété 12

Soient (uy) et (vy,) deux suites réelles.

lim wu, = +o0o ’ nos
n—-+o0o

dNeN, Vn > N, up, < vy,
1) Si alors lir}rl vy, = +00.
o0

lim v, = — ’
N0 n n—-400

IN eN, Vn > N, up < vy
2) Si alors lim wu, = —oc.

Preuve. Montrons le point 1. ( la preuve du second étant analogue).
Soit A > 0. Il existe N1 € N, tel que : Vn > Ny, u, > A. En posant Ny = max(N, N;), on obtient :
Vn > N, v, > A. La suite (v,) tend donc vers +oo. O

n
Exemple. Pour n € N*, on pose u, = ) ﬁ Etudier la limite de (uy,).
k=1

n—-+00 n—-+o00

n
On sait que /n = 2= Z n. Or, lim /n =400 ainsi lim wu, = +oo.

n

Exemple. Pour n € N*, on pose H, = ) 1. Etudier la limite de (H,).
On a pour tout £ > 1 :

1 a1 1 1
- < <= dott —— <In(k+1)—In(k) < ~.
k+1_/k <z ol nk+1)— n()_k

10
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En sommant, on obtient :

1
H,—1<In(n)<H,——.
n

Ainsi, In(n) < H, <In(n)+1. Donc lim H,, = 400, et on obtient de plus par théoreme d’encadrement

que lim —— = 1.

In(n)

3.2 Convergence des suites monotones bornées

— Théoréme 13 (Théoreme de la limite monotone)
(1) Toute suite (u,) croissante et majorée de réels converge, et a pour limite :
lim u,, = sup{u,|n € N}.
Toute suite (uy,) croissante non-majorée de réels diverge vers +oc.
(2) Toute suite (u,) décroissante et minorée de réels converge, et a pour limite :
lim u,, = inf{u,|n € N}.

Toute suite (u,) décroissante et non-minorée de réels diverge vers —oo.

Preuve.

e Supposons (u,)peny majorée. Notons A = {u, ; n € N}. A est non vide car contient ug, et
majoré (car (un)neny majorée). Ainsi A admet une borne supérieure, noté L.

Soit € > 0. Par caractérisation de la borne supérieure, il existe z € A tel que L — ¢ < .
Il existe donc N € N tel que x = uy. Comme la suite est croissante, pour tout n > N,
L—e<uy <wu, <L (car L majore A). Ainsi |u, — L| < € et on a montré que (uy),en converge
vers L. L majore A, donc pour tout n € N, u,, < L.

e Supposons maintenant (u,)peny non majorée. On a donc :
non (IM €R, VneN, u, < M) cestadire (VM eR, IneN, u, > M)

Soit A > 0. Il existe N € N tel que uy > A. Puisque la suite (u,) est croissante, on en déduit
que pour tout n > N, u, > uy > A et on a montré que (uy,)nen tend vers 4o0o.

O

n
Exemple. Pour n € N* on pose u, = k—12 Comme Uy 41 — Uy = ﬁ > 0, la suite (up)pen+ est
k=1

croissante. De plus

(]

() e e
Up < T = - =1- <
kZlk(kJrl) —\k k+1 n+1

donc la suite (uy)nen+ est majorée. Par le théoreme de la limite monotone, elle converge (et on peut
montrer que ca limite est %2 D.

3.3 Convergence des suites adjacentes

Définition.

On dit que deux suites (un)nen €t (vn)nen sont adjacentes si :

11
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e (up)nen est croissante ;
o (vn)nen décroissante ;

o (Vy, — Up)nen converge vers 0.

— Théoréme 14 (Théoreme des suites adjacentes)

Soient (un)nen €t (vn)nen deux suites adjacentes, avec (uy,) croissante et (v,) décroissante.
Alors :

(1) (un)nen et (vp)nen convergent vers la méme limite [ ;

(2) Vn e N, uy, <1 < vy,

Preuve. Pour tout n € N,

('Un—l—l - un—l—l) - (Un - un) = (Un—i—l - Un) - (Un—i-l - un) <0.

La suite (v, — up)nen est donc décroissante. Comme elle converge vers 0, on obtient que pour tout
néeN, v, —u, >01ie u, <uv,.
Pour tout n € N, on a donc

ug < up < vy < V.

Ainsi (up)nen est croissante et majorée par vy et (v, )nen est décroissante et minorée par ug. D’apres
le théoreme de la limite monotone, ces deux suites convergent, disons vers [ et ls. Par opérations sur
les limites, (v, — Uy )nen converge vers [y — [y et par unicité de la limite, lo — 1y = 0, donc I3 = ly. O

Exemple. Pour x € R, les suites des valeurs approchées par défaut et exces de x, définies par :

 B(107z)  E(10") +1
VnGN,un—Tetvn—W

forment deux suites adjacentes convergeant vers x.

n
Exemple. Pour n € N*, on pose u, = > % et vy, = up+ ﬁ Etablir que ces suites sont adjacentes.
k=0

® Uy — Uy = ﬁ >0, (up)nen+ est croissante.

1 _ nm+D)4+n—(n+1)? . 1

1 1 . .
® Untl = Un = Gy T A DR GED! T Al © e DD = aGrnmrn < O» lasuite (vn)nen
est décroissante.

e (v, — up)nen converge clairement vers 0.

Donc les suites (up)nen et (vn)nen sont adjacentes, donc convergent vers la méme limite.
Remarque.

e On avait montré dans un cours précédent que la limite commune de ces deux suites est e. Ainsi
pour n € N*, comme u, < e < v,, u, est une approximation de e a précision plus petite que
ﬁ. On a par exemple que uz =1+ 1+ % + % =2+ % ~ 2,67 est une approximation de e a

précision plus petite que %8.

12
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e On peut déduire de ces suites que e est un irrationnel : par ’absurde supposons que e = %. On

a ug < e < vy, et comme u, est un rationnel et peut s’écrire % (N e N),

N 1 N 1 1
uq—'<e:B<uq+—':7—|——'0uN<p(q—1)!<N+f.
q: q qq- 9+ 9q: q

L’entier p(q — 1)! est donc strictement compris entre les deux entiers consécutifs N et N + 1.
Impossible !

4 Suites extraites

Définition.

On appelle suite extraite de (up)nen ( ou encore sous-suite de (up)nen toute suite de la forme
(tgp(n))nen avec ¢ : N — N strictement croissante.

Remarque. On vérifie par récurrence que si ¢ : N — N est strictement croissante, alors on a la
propriété P(n) : “p(n) > n” pour tout n € N :

e Comme ¢(0) € N, ¢(0) > 0 et P(0) est vraie.

e Soit n € N tel que P(n) est vraie. Alors ¢(n + 1) > ¢(n) > n (car ¢ strictement croissante et
par hypothese de récurrence). Ainsi ¢(n+ 1) > n+ 1 (car ce sont des entiers) et P(n + 1) est
vraie.

En conclusion Vn € N, P(n) est vraie.
Exemple.
® (Up+1)neN, (Up2)n>1, (U2n )nen sont des suites extraites de (up)nen-

o (u2n)nen €t (Unt1)nen sont des suites extraites de (uy)nen appelées suites extraites paire et
impaire.

Propriété 15

Toute suite extraite d’une suite (uy,)nen convergente converge vers la méme limite lim u,,.

Preuve. Soit € > 0. Par définition de la limite, il existe N € N tel que Vn > N, |u, — | < €. Ainsi,
pour tout n > N, on a ¢(n) > n > N d’apres ce qui précede, donc |ugy,) —I| < e Ainsi (ug(n))nen
converge vers [. O

» Pour montrer qu’une suite diverge, on se sert souvent de la contraposée de ce théoréme : si on trouve
deux suites extraites de (un)nen qui ne convergent pas vers la méme limite, alors (un)nen diverge.

Exemple. ¢ La suite ((—1)"),en diverge (ses suites extraites paires (ugy,)nen et impaires (u2,+1)nen
convergent vers 1 et —1).
4 La suite des v, = cos(nm/2) diverge.

Exercice. Soit (u,) une suite telle que les suites extraites (uay) et (ugn+1) convergent vers la méme

limite [ € R. Montrer que u, —> [.
n——+0o00

13
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5 Suites récurrentes

5.1 Cas particuliers

Définition.

On dit qu’une suite (uy)pen est :
e arithmétique de raison r € Rsi: Vn € N up11 = u, + 7.
e géométrique de raison ¢ € Rsi: Vn € N, uy11 = qup,.

e arithmético-géométrique s’il existe (a,b) € C? tels que : Vn € N, wu,,1 = au, + b.

Remarque. Calcul du n'*™° terme des suites précédentes.

e Si (up)nen est arithmétique de raison a, pour n € N, u,, = ug + na.

e Si (up)nen est géométrique de raison ¢, pour n € N, u,, = upq".

e Si (u,) est une suite arithmético-géométrique avec a # 1, on définit le point fixe & € R par
a=aa+b. On a donc :
Upt1 = alUy + b et a =aa + .

Par différence, on en déduit que pour tout n €€ N, u,41 — o = a(u, — «). La suite (vy)peny =
(up, — @)nen est donc géométrique de raison a, et pour tout n € N,

vp = a"(ug — ) & up = a+ a"(ug — ).
Exercice. Un individu I dispose d’une information binaire (Vrai ou Faux). Il la transmet a I, qui

la transmet & I, ..., qui la transmet & I,,. Chacun transmet l'information recu (ou son inverse) avec
la probabilité p (ou 1 —p). Quelle est la probabilité p,, pour que I,, dispose de I'information correcte ?

Notons V;, 'événement : “I;, apprend l'information initiale correcte”, et Vj, I’événement contraire. Par
la formule des probabilités totales :

P(Vir1) = P(Vieyr /Vie) P(Vie) + P (Vi1 /Vie) P (V).
Comme P(Vj41/Vi) = p et P(Viy1/Vi) = 1 — p, on obtient :
P(Viy1) = 2p—1)P(Vi) + (1 - p).
k — pr = P(V) est une suite arithmético-géométrique. On cherche le point fixe qui est 0.5. D’ou :
Pr+1 = (2p — )pr + (1 — p).

0.5=(2p—1)0.5+ (1 —p).

Par différence, pg+1 — 0.5 = (2p — 1)(pr — 0.5), et donc p, = (2p — 1)"(pp — 0.5) + 0.5.
Comme I a information, pg = 1, d’ou p, = 0.5((2p — 1) + 1), et lim p,, = 0.5.

14
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5.2 Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

— Propriété 16 (Suites récurrentes linéaires d’ordre 2 (Cas réel))

Soient (a,b) € R x R* et (u,)nen une suite définie par (ug,u;) € R? et :¥n € N, upyo =
atp41 + bu,. L’équation 72 — ar — b = 0 est appelée équation caractéristique.

e Si I’équation caractéristique admet deux solutions réelles distinctes r1 et ry, alors :

I\ ) €R? telque VneN, u, =Ml + prd

e Si Déquation caractéristique admet une solution double r, alors: 3\, pu) €
R?  tel que Vn €N, u, = A" + unr™.

e Si I’équation caractéristique admet deux racines complexes (non réelles) conjuguées
r1 = re? et 1y = re”® (avec r > 0 et § € R), alors : 3!(\,u) € R?  tel que :Vn €
N, u, = 7" (Acos(nd) + psin(nh))

Exemple. Etude de la suite de Fibonacci.

Soit (Fy)nen la suite définie par Fop =0, F1 =1let: Vne N, F19 = F,11 + F),.
Posons P(r) = r2 —r — 1. P admet deux racines réelles distinctes 71 = 1_7‘/5 et ro = 12—‘/5 D’apres
le théoreme précédent, on peut donc dire :

I\ p) €RE VneN, E, = Xl + purd

A+p=0

Les cas n = 0 et n = 1 conduisent a résoudre le systeme : (E) { Nty =1
1 2 =

Or,
p=—A

(E) — { )\(7“1 - 7‘2) =1

- {A:Z
].

lL[/ =
On s’intéresse ici aux suites récurrentes définies par : u,+1 = f(uy) avec f une fonction a valeurs

1+v5)  (1-v5
2 2
réelles définie sur un intervalle I.

|
< S

3

. _ 1
On a donc : Vn € N, Fn—ﬁ

5.3 Suites récurrentes de la forme u, 1 = f(u,)

Remarque. Une telle relation de récurrence ne permet pas toujours de bien définir une suite : par
exemple il n’existe pas de suite définie par ug = 1 et pour tout n € N, upy1 = 2+ /1 —u,. La
proposition qui suit permet de garantir ’existence de certaines suites.

— Propriété 17

Soit f : I — R telle que I est stable par f (c’est & dire f(I) C I)eta € 1.
Uy =a

Il existe une unique suite (u vérifiant :
aue sute (tn)nes ¥n € N, it = fun)

Preuve. Par récurrence. O

Remarque. Si f est une fonction affine, alors (uy) est arithmético-géométrique.

15
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— Propriété 18 (Monotonie de (uy,))

. o ug=a €1
Soient f : I — R avec I stable par f et (u définie par .
f p f ( n)nGN p { Vn c N, Upil = f(un)
1. Si f est croissante sur I alors la suite (u,,) est monotone:

(a) Si f(up) —up > 0, alors (uy) est croissante.

(b) Si f(up) —up <0, alors (uy) est décroissante.

2. Si f est décroissante sur I, alors les suites extraites (ug2,) et (ug,41) sont monotones
et de monotonie contraire.

Preuve.

1. Si f(ug) —up > 0, alors uy > ug. La relation w19 — up+1 = f(uns1) — f(uyn) permet alors de
montrer par récurrence que (uy) est croissante.
On procede de méme si f(ug) — ug < 0 pour montrer que (u,) est décroissante

2. Posons g = f o f. Cette application est croissante sur I. Posons v, = ug, et w, = Usnt1.
Les deux suites vérifient v,41 = uont2 = f(uant+1) = f (f(uan)) = g(u2n) = g(vy) et de méme
Wp+1 = g(wy). Le point 1 permet alors d’en déduire que chacune des suites (v,) et (w,) est
monotone.

Supposons, par exemple que (v,) est croissante. On peut donc écrire, pour tout n € N :
Up < vpt+1. En appliquant la fonction f décroissante, on en déduit f(v,) > f(vp+1) C'est a dire
Wy, > Wp41. La suite (w,) est donc décroissante.

Si I'on suppose désormais que la suite (v,,) est décroissante, on peut déduire de la méme maniere
que (wy,) est croissante.

O

Remarque. Pour déterminer la monotonie de (u,,), il peut parfois étre intéressant d’étudier le signe
de z — f(z) — 2z sur I. En effet, supposons par exemple que : Va € I, f(z) — 2 > 0. Alors, pour tout
n €N, upt1 — up = f(un) — up > 0. Ainsi, la suite (uy,)pen serait croissante.

— Propriété 19 (Convergence de (uy,))

Soient f : I — R avec I stable par f et (up)pen définie par ug = a € I et : Vn € N,
Unt1 = f(un).

Si f est continue sur I et si (uy,) converge vers [ alors f(I) = 1. On dit que [ est un point
fixe de f.

Preuve. Cette preuve utilise la caractérisation séquentielle de la limite qui sera démontrée dans un
chapitre ultérieur. O

Exercice. Etudier la suite définie par : Vn € N, u,11 = /1 4+ u, et ug > —1.

6 Breve extension aux suites complexes
Définition.

Une suite complexe est une application de N dans C. On la note souvent (uy)nen ou (uy,).
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On peut étendre aux suites complexes toutes les propriétés des suites réelles qui ne font pas référence

a la notion d’ordre sur R (les notions de suites croissantes, décroissantes, majorées, minorées, ...

ne

pourront plus étre utilisées pour les suites complexes !). Les propriétés faisant intervenir la valeur

absolue seront étendues en la remplacant pas le module.
Définition.

e On dit que (uyp)neny € CY est bornée s'il existe M > 0 tel que Vn € N, |u,| < M.

e On dit que (uy)nen € CN converge vers [ € C si

Ve>0,§|NEN,Vn€N,(n2N = |un—l|§e).

Remarque. Il n’existe pas de limite infinie.

— Propriété 20

Soit (Un)neN S CN.
(un)nen converge si et seulement si (Re(uy))nen et (Im(uy,))nen convergent, et on a alors

lim w, = lim Re(u,)+¢ lim Im(uy).
n—-+o00 n—-4o00 n—-+o0o

Preuve. e Supposons que (up)nen converge vers [. Alors pour tout n € N, |Re(u,) — Re(l)]

|Re(un, — )| < |un — 1] avec 11)111 |up, — 1] = 0, donc (Re(un))nen converge vers Re(l). De méme

(Im(uy))nen converge vers I'm(l).

e Supposons que (Re(uy))nen et (Im(uy))nen convergent, disons vers a et b. On pose | = a + ib.
Alors, par I'inégalité triangulaire, on a pour tout n € N, |u, — | < |Re(un, — )] + [Im(un, — )| <
|Re(uy) — a| + [Im(uy,) — b|. Comme (|Re(uy,) — al + |Im(uy,) — b|)nen converge vers 0, on a (uy)nen

qui converge vers [.

— Propriété 21

Soit (un)nen € CN. Si (uy)nen converge vers I, (T )nen converge vers [.

— Propriété 22 (Opérations sur les limites)

Soient (un)nen €t (vn)nen deux suites complexes qui convergent respectivement vers [ et I
e Pour tout (X, 1) € C?, (Auy, + pvn )nen converge vers Al + pul’.

e (Upvp)nen converge vers [l

u
e Si (up) converge vers | € C et (vy,) converge vers I’ € C*, <n> est définie a partir
neN

Un
l

d’un certain rang et converge vers 7

0

Preuve. Méme démonstration que pour les suites réelles en remplacant les valeurs absolues par des

modules.

O

17



PCSI5 Lycée Saint Louis, Paris

Propriété 23

Toute suite complexe convergente est bornée.

Preuve. Méme démonstration que pour les suites réelles en remplagant les valeurs absolues par des

modules.

En résumé :

Ce qui reste valable : Ce qui n’est plus valable :
Unicité de la limite Majorant /minorant
Une suite convergente est bornée Monotonie
Opérations sur les limites Limites infinies
Suites extraites Passage a la limite des <

Théoreme des gendarmes

Théoreme de la limite monotone

Suites adjacentes

— Propriété 24 ( Suites récurrentes linéaires d’ordre 2 (Cas complexe))

Soient (a,b) € C x C* et (un)nen une suite définie par (ug,u;) € C? et : Vn € N, uy0 =
aUn+1 + bty

L’équation 2 — ar — b = 0 est appelée équation caractéristique.

e Si I’équation caractéristique admet deux solutions distinctes rq et ro, alors :

I\ p) €C? tel que Vn €N, u, = A} + pry.

e Si Déquation caractéristique admet une solution double r, alors: 3\, pu) €
C? telque Vn €N, u, ="+ unr".

]

Remarque. L’hypothese b # 0 assure qu’il s’agit bien d’une relation de récurrence d’ordre 2. En

particulier, 0 n’est pas solution de I’équation caractéristique.
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