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1 Inégalités dans R

1.1 Relation d’ordre dans R
— Propriété 1

R est muni d’une relation de comparaison < qui est dite relation d’ordre total, c’est a dire qu’elle
possede les propriétés suivantes :

(1) Réflexivité : Vz € R, z <=

(2) Antisymétrie : V(z,y) €ER?, (z<yety<z)= 2=y
(3) Transitivité : V(z,y,2) €R3, (r <yety<z)= <2
(4)

4) Elle est totale : pour tout (z,y) € R?, on a nécessairement z < y ou y < .

— Propriété 2 (Compatibilité de la relation d’ordre avec I’addition et la multiplication)

Soient a, b, ¢, d des nombres réels.

(1) a < béquivaut A a+c < b+ec. (2)Sia<betc<d,alorsa+c<b+d.
(3) Pour tout ¢ < 0, a < b équivaut a ac > be. (4) Pour tout ¢ > 0, a < b équivaut a ac < be.
(5)Si0<a<bet0<c<d,alors ac < bd. (6) Sia,bec Ry oua,beR" tels que a < b, alors
151
a = b’

Exemple ¢ Pour z <y € [0,1], % < ﬁ En effet —z > —y, donc 1 —2 > 1—y > 0 (car y < 1) puis

0< ﬁ < 1%3/ Comme 0 < z < y, on obtient le résultat voulu en multipliant ces inégalités.

’ 1z iz x—1 .
¢ Résolvons I'inégalité {5 < 2:
e si x+ 3 > 0, cette inégalité équivaut & z — 1 < 2(z + 3), donc & z > —7. Comme z > —3, U'inégalité est
toujours vérifiée dans ce cas.
e Si maintenant z + 3 < 0, l'inégalité équivaut & z — 1 > 2(z + 3), donc & = < —7.

L’ensemble des solutions est donc | — oo, —7[U] — 3, +o0].

1.2 Valeur absolue
Définition.
Soit a € R. La valeur absolue de a est le nombre réel noté |a| défini par:

|a{ a, si a>0,

—a, si a<O0.

Propriété 3 (Inégalité triangulaire)

Pour tous réels a, b,
lla[ = [b]| < |a+b] < |a| + [b].

Preuve. L’inégalité |a + b| < |a| + |b] a déja été démontrée dans un cours précédent. On démontre la deuxieme
inégalité ici. Pour cela, on utilise que
[zl <me —-m<z<m.
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On va donc montrer que — |a 4+ b| < |a| — |b] < |a+b| :
o la|=|a+b—0<|a+b|l+]|—0b=|a+bl+]b. Dot |a| —|b] < |a+ b].
o [b|=1]b+a—a|l<l|a+Db|+]|a|l. Dou |b| — |a|] < |a+ b|, soit encore |a| — |b] > — |a + b].

O
Exemple. ¢ Soient z € R tel que |z — 2] < 1 et y € R tel que —5 <y < —4. Encadrons z +y, = — y, zy, %
Onal<z<3et -5<y<—4.
Ainsi, 4<z+y<-1,5<z—-y<8 —-15<ay< -4, -3 <
2 z+ty
¢ Pour (z,y) €] — 1,1[7, w
1+ 2y > 0. Pour (z,y) € — 1,1[%, on a donc :

fid _1
yS 5"

x| < let 0 <yl <1 alors |xy] < 1. Ainsi,

< 1. En effet, puisque 0 <

T+
‘ y‘<1{:>|x+y|§1+acy
1+a2y
= —l-zy<zt+y<l+ay
= 0<z+yt+azy+1l etO0<l+zy—z—1y
= 0<(l+z)1+y) et0<(1l-2)1-y)
La premiere inégalité est vraie car x > —1 et y > —1. La seconde inégalité est également vraie car x < 1 et
y < 1. En remontant les équivalences, on a donc prouvé I'inégalité voulue.

1.3 Intervalles de R
Définition.
Soit I une partie de R. On dit que I est un intervalle dans les quatre cas suivants :

e I={xeR/a<z<b}, (a,b) € RU{—00,400}) x (RU{—00,400}), et on note I =|a, b ;

(
e I={zeR/a<x<b}, (a,0) € (RU{—00,+00}) X R, et on note I =|a,b] ;
e I={zeR/a<z<b}, (a,b) € Rx (RU{—00,+00}), et on note I = [a, b];
(a,b)

o I ={zeR/a<z<b}, (a,b) € R xR, et on note I = [a, b].

— Propriété 4 (Intervalles et valeur absolue)

Soient a un réel quelconque et r un réel strictement positif. Alors:
(1) |z — a|] < r est équivalent & x € [a —r,a + 7).
(2) |z —a| > r est équivalent & x €] — co,a — 7] ou x € [a + 7, +00].

Ces propriétés sont encore vraies en remplacant les inégalités larges par des inégalités strictes et les
intervalles fermés par des intervalles ouverts.

Interprétation géométrique. La valeur absolue d’un réel représente sa distance a 0. Si a et x sont deux
réels, |z — a| est la distance de a & x. Sir > 0, l'inégalité |x — a| < r signifie que x est & une distance de a
inférieure ou égale a r.

1.4 Majorant et minorant - Maximum et minimum
Définition.
Soit A une partie de R.

e A est majorée s’il existe M € R tel que pour tout x € A, x < M.

On dit alors que M est un majorant de A.

e A est minorée s’il existe m € R tel que pour tout z € A, x > m.
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On dit alors que m est un minorant de A.

e A est bornée lorsque A est a la fois majorée et minorée.

Remarque. La partie A est bornée si et seulement si : Im € R, tel que Vo € A, |z| < m.
Définition.
e Si A est majorée et possede un majorant qui est dans A, alors celui-ci est unique. On lappelle

maximum de A et on le note max A.

e Si A est minorée et possede un minorant qui est dans A, alors celui-ci est unique. On lappelle
minimum de A et on le note min A.

Preuve. Justifions I'unicité du maximum : supposons que x et 2’ sont deux plus grand éléments de A. Puisque
7 est un maximum de A, ona: Va € A, x <a. Or, ' € A, donc v < 2/. De méme, en utilisant le fait que =’
est un maximum de A, on obtient : ' < x. Finalement, z = z’. |

Exemples. Déterminer si les parties suivantes sont majorées, minorées, bornées, en donnant le cas échéant un
exemple de majorant, de minorant, le maximum et le minimum.

A=R, ; B=[0,1] ; C=7Z ; D:{%,nGN*}.
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2

Généralités sur les fonctions

2.1 Définitions

Définition.

Soit A une partie de R et f une fonction de A a valeur dans R. On appelle domaine de définition de f
I’ensemble
Dy = {x € A tels que f(z) existe }.

Sixz € Dy et siy = f(z), on dit que :
e y est I'image de x par f,

e z est un antécédent de y par f (pas forcément unique).

» Etant donné une fonction f, il faudra toujours commencer par préciser le domaine de définition de f.

Exemple. ¢ Déterminons le domaine de définition de f:x — V=22 +5x —6et de g: a — —=—

cos(2x) *
e La fonction racine est définie sur Ry et —2? + 52 —6 = —(x — 2)(z — 3) > 0 pour = € [2,3]. On en déduit
que la fonction f est définie sur [2, 3].
e La fonction g est définie pour tout = € R tel que cos(2z) # 0. Or cos(2x) = 0 si et seulement s’il existe

3
k € Z tel que 2x = 5 + km, soit encore x = 7 + k7. Ainsi, on obtient D, = U } il + kz o

s
4 27 4 +k§ '
keZ

Définition.

Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle commun 1.

(1) La somme de f et g est la fonction notée (f + ¢g) définie pour tout = € I par :
(f +9)(x) = f(z) + g().
(2) Le produit de f et g est la fonction notée f x g définie pour tout x € T par :

(f x 9)(z) = f(z) x g().

est encore continue sur I.

(3) Supposons de plus que g ne s’annule pas sur I. Le quotient de f par g est la fonction notée i définie
g
(DY -12)
g g9(x)

Soient f une fonction définie sur un intervalle I et g une fonction définie sur un intervalle J telles que
f(I) C J. La composée de f par g est la fonction, notée g o f, définie pour tout = € I par :

Vazel, (gof)(x)=g(f(z)).

pour tout z € I par :

Définition.

2.2 Représentation d’une fonction

Définition.

Soit f une fonction de Dy dans R. On appelle courbe représentative de f, et on note Cy, I’ensemble des
points de coordonnées (z, f(z)) (x € D) du plan dans le repére orthonormé direct (O, @', j ).
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— Propriété 5

Soit f: R — R et a € R. Le graphe de

%
e x— f(z)+ a se déduit du graphe de f par une translation de vecteur a j .

%
x> f(z + a) se déduit du graphe de f par une translation de vecteur —a i .

x +— f(a — z) se déduit du graphe de f par une symétrie d’axe = = a/2.

x +— f(ax) se déduit du graphe de f par une dilatation horizontale de rapport 1/a.

x +— af(x) se déduit du graphe de f par une dilatation verticale de rapport a.

(z—1)*
2

Exemple. Représenter la courbe représentative de la fonction f(x) = — 1 a partir de la courbe

2
représentative de x — 2. Déterminer alors graphiquement I’ensemble des solutions de ’inéquation % -1<
-1/2.

Pour tracer le graphe de f & partir de la courbe de x +— 2, on effectue successivement :
e une translation de vecteur i ;
e une dilatation verticale de rapport 1/2 ;

e une translation de vecteur —j.

Les solutions de l'inéquation ($;l)2 —1 < —1/2 sont alors ’ensemble des x € [—1, 3] pour lesquels la courbe est
située en dessous de la droite y = —1/2. L’ensemble des solutions est donc l'intervalle [0, 2].

2.3 Parité, imparité, périodicité

Béﬁnition.

e Une fonction f est paire lorsque le domaine de définition Dy est symétrique par rapport a 0 et que:
VaeDy, f(-) = f(a).

e Une fonction f est impaire lorsque le domaine de définition D est symétrique par rapport a 0 et que:
Ve Dy, f(—z) = —f(a).

e Une fonction f est T-périodique (T > 0) si :

Vx €Dy, v+ T € Dy.

Vo eDy, flxa+T)=f(z).

Exemples.

e x> 2, |z|, cos(x) sont paires.
1, o

e x+— — x x° sin(x), tan(x) sont impaires.
x

. e e . . 2r . .
e cos, sin sont 2w-périodiques, tan est m périodique. Si a > 0, z — cos(ax) est —-périodique.
a

e r+— z™ a la parité de n.
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— Propriété 6 (Interprétation graphique de la parité)

(1) Une fonction f est paire si et seulement si sa courbe représentative Cy est symétrique par
rapport a ’axe des ordonnées.

(2) Une fonction f est impaire si et seulement si sa courbe représentative Cy est symétrique par
rapport a l’origine du repeére.

(3) Une fonction f est T-périodique si et seulement si sa courbe représentative Cy est invariante
. —
par translation de vecteur 7 i .

Preuve. Montrons par exemple le premier point (les autres points se démontrent de maniére analogue).
Supposons f paire et notons G son graphe. Si M = (x,y) € G, on ay = f(x). Le symétrique de M par rapport
a l’axe des ordonnées est (—z,y) = (—=z, f(z)) = (—=z, f(—z)) € G, donc G est symétrique par rapport a I’axe
des ordonnées.

Réciproquement, supposons que G soit symétrique par rapport & (Oy). Alors d'une part Dy est symétrique par
rapport & 0. De plus si (z,y) € G, alors (—z,y) € G, et on a y = f(x) = f(—x). Ainsi f est paire. O

» Lorsqu’une fonction sera paire ou impaire, on restreindra son étude au domaine Dy N[0, +o00[ et on complétera
la courbe par une simple symétrie. Si la fonction est T-périodique, on restreindra son étude a4 un segment de
longueur T et on complétera la courbe par translation de vecteur T 1 .

cos(2x)
cos?(z) +1°

e Dans un premier temps, on remarque que la fonction est w-périodique. On restreint ’étude de f a

I'intervalle [-F, 7].

Exemple. ¢ Déterminons le domaine d’étude de la fonction f définie sur R par f(z) =

e Dans un deuxiéme temps, on note que f est également paire. On peut donc restreindre le domaine d’étude
a [0, 31.
Le domaine d’étude de f est donc [0, [. Lors de la représentation graphique, on pensera a compléter la courbe

par une symétrie d’axe (Oy), puis par une translation de vecteur .
¢ Attention a lerreur suivante : f(x) < f(z + 1) pour tout x n’implique pas que f est croissante (prendre par
exemple x — cos(2mx)).

2.4 Fonctions et relations d’ordre
Définition.
Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

e La fonction f est croissante (resp. strictement croissante) sur I si pour tout z < y (resp. x < y),

f(x) < fly) (vesp. f(z) < f(y)).

e La fonction f est décroissante (resp. strictement décroissante) sur I si pour tout z < y (resp.

x <y), f(x) = f(y) (vesp. f(z) > f(y))-

e La fonction f est monotone (resp. strictement monotone) sur I si f est soit croissante (resp.
strictement croissante), soit décroissante (resp. strictement décroissante) sur I.

Exemple. La fonction cos est :

e décroissante sur tout intervalle de la forme [2km, (2k + 1)x], (k € Z),

e croissante sur tout intervalle de la forme [(2k + 1)7, (2k 4+ 2)7], (k € Z). Mais elle n’est pas monotone sur
R.

Propriété 7

La composée de deux fonctions monotones est monotone (et la régle des signes donne le sens de
monotonie).
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Remarque. On ne peut en revanche rien dire sur le produit ou une combinaison linéaire quelconque de deux

fonctions monotones en général ! Par exemple x ~— 22 est croissante sur Ry, 2 — x également, mais pas
2 !

= at—x!

Définition.
e Une fonction f est dite majorée lorsqu’il existe un réel M tel que: V o € Dy, f(x) < M. Le réel M

est alors appelé un majorant de f.

e Une fonction f est dite minorée lorsqu’il existe un réel m tel que: V o € Dy, f(x) > m. Le réel m
est alors appelé un minorant de f.

e Une fonction f est dite bornée lorsqu’elle est a la fois majorée et minorée.

Propriété 8

Une fonction f est bornée si et seulement si |f| : x +— |f(x)| est majorée.

Preuve. Supposons f bornée. Alors f est minorée et majorée, donc on a m et M € R tels que pour tout « € I,
m < f(z) < M. Soit N = max(|m|,|M|), alors pour x € I, =N <m < f(z) <M < N, donc |f(z)| < N.
Supposons maintenant avoir M > 0 tel que pour tout = € I, |f(z)| < M. Alors pour z € I, —M < f(z) < M,

donc f est minorée (par —M) et majorée (par M). O
Exemple. La fonction f : z — T2 définie sur R, est majorée par 1 et minorée par 0. En effet, pour tout
x
z € R,
l<lta?e <le flz)<1 et 0<1+x2<:>0<L<:>0<f(x)
- 1422~ - 1+ a2 '

Ainsi, pour tout z € R, 0 < f(z) < 1. Voici la courbe représentative de f:

Définition.
Soit f une fonction et z¢ un point de Dy.

e f admet un maximum global (resp. minimum global) en z, lorsque :
Va €Dy, f(x) < flzo) (resp. f(x) = f(xo)).

On note alors f(xzqg) = ;Ié%); f(x) (resp. f(xo) = apgglf f(x)).

¢ f admet un maximum local (resp. minimum local) en z s'il existe un intervalle I C D contenant
o tel que :

Veel, f(z) < flzo) (resp. f(z) = f(x0)).

On note alors f(xg) = max f(z) (resp. f(zo) = r;leulgf(x))

Exemples. ¢ Reprenons la fonction f(z) = 5 de 'exemple précédent. f admet un maximum global en

142z
0. En effet, pour tout z € R,
1
= ——7<1= f(0).
f@) = 1y < 1=100)

Par contre, elle n’admet pas de minimum global. En effet, si f admet un minimum global en z, alors pour
tout z € R, f(z) > f(xo). Or si z est "assez grand”, on a:

L & £(@) < f(xo).

1+22>1 IS L g
* + 0 1422 1443
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On obtient donc une contradiction, donc f n’admet pas de minimum global.

4 La fonction g(x) = 23 — 3z, définie sur R, admet un maximum local en —1. En effet, g(—1) =2 et Vx € R,
g(x) —g(-1) =23 -3z —2=(z+1)?(z — 2) dow: V€ — 00,2, g(z) < g(-1).

Exercice. Ecrire  Daide de quantificateurs :
e f est non majorée par M : Jx € I, f(x) > M.

e f est non minorée : Ym € R, 3z € I, f(z) <m.

f est non bornée : VM € R, Jzx € I, |f(x)| > =.

f n’est pas croissante : Jx,y € I, x < y et f(x) > f(y)

f n’est pas monotone : Iz, y,z,t €I, x <y, z<tet f(z)> fly), f(z) < f(t).

2.5 Limites d’une fonction de la variable réelle

— Propriété 9 (opérations sur les limites)

Pour calculer la limite d’une fonction, on sera amené & utiliser ces régles de calcul qu’on démontrera
dans un prochain chapitre, et dont on retiendra les formes indéterminées:

(1) soient ,I' € R,

si f a pour limite l l l 400 | —00 | 400
si g a pour limite U 400 | —00 | 00 | —o0 | —o0
alors f + g a pour limite | [+’ | +o0 | —0c0 | +00 | —oo | F.L

(2) soient I,1' € R,

si f a pour limite I 1I>0]1>0|1<0|1<0]| 400 | 400 | —© 0
si g a pour limite U!' | 400 | —0 | 400 | —00 | 400 | —00 | —0c0 | +00 ou — 00
alors fg a pour limite | I’ | 400 | —c0 | —oo | +o00 | 400 | —0c0 | +00 F.1.

(3) soient [,I' e R, I' #£0,

si f a pour limite l l 400 —00 400 —0 | 400 ou — o0
si g a pour limite ' | 4o0cou —oo | U'>0|0I'>0|1I'<0 |1V <0 | +ooou —o0

alors i a pour limite | — 0 400 —00 —00 +00 F.I.

Et dans le cas particulier ou I’ est nul,

si f a pour limite I>0|1>0|1<0|1<0 0
si g a pour limite 0+ 0— 0+ 0— 0
alors i a pour limite | 400 | —o0 | —o0 | +0 | F.I.

g

Exemple. ¢ Calculons la limite quand x — +oo de : f(z) = 2?1

1—z4
On est ici dans le cas d'une forme indéterminée du type “22”7. On peut cependant lever cette indétermination
en factorisant en haut et en bas par z :

2_ 1 21 _ 1 _ 1
x > xl—23 il o

1—z4 z4%71 :1729014—1'

Par la propriété d’opérations sur les limites, on obtient que 1i3_1 f(z)=0
Tr—r+00
1
4 Calculons la limite quand z — +oo de : g(z) = ﬁ
La aussi, on est dans le cas d’une forme indéterminée du type “%”. Pour lever I'indétermination, on multiplie
par la quantité conjuguée :
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1 lo+,/4-1) lo+,/4-1) 1
x _ = =24+4/4— —.
2-\Ji-1 - \i-he-\fi-y @it \/i

Remarque. On retiendra que pour lever 'indétermination, on peut éventuellement transformer I’expression

algébrique donnée: développement, factorisation, quantité conjuguée...

— Propriété 10 (limite d’une fonction composée)

Alors, sous réserve d’existence, la fonction composée g o f vérifie:

lim go f(z) =c.

r—a

Soient a,b,c € R et f, g deux fonctions pour lesquelles on suppose lim f(x) = b et lin%7 g(z) =c
Tr—a xr—r

Remarque. Cette derniére propriété nous permet alors de justifier la recherche d’une limite par changement

de variable; on ne s’intéresse plus & la limite de g o f(z) quand = — a, mais de g(X) quand X — b.

Exemple. Calculer la limite quand z — 0 de la fonction: x +— In* (@) +2In(z)

In?(z)+1
On a lim,_,qIn(z) = —oco. On étudie alors la limite quand X — —oc de X;jff( :
X24+2X 142+
X24+1 1+
o X242X Lo
Ainsi Xgnjoo Xeil o 1, et par propriété de limite d’une composée EE% g(z) = 1.

— Propriété 11 (Etude des branches infinies)

Soient a,b € R.
(1) Silimg_q f(z) = %00, alors Cy admet une asymptote verticale d’équation x = a.

(2) Silimgy_ 400 f(z) = b, alors Cy admet une asymptote horizontale d’équation y = b.

2.6 Continuité
Définition.
Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

e On dit que f est continue en un point a € I si lim f(z) = f(a).
r—a

e On dit que f est continue sur un intervalle I si elle est continue en tout point de I.

Interprétation graphique. Une fonction f est continue sur un intervalle I si elle est définie sur cet intervalle

et si sa courbe représentative se trace d’un ”trait continu”, sans lever le crayon.

Exemples. ¢ Fonctions continues sur [0, 6]:

Brisée en 2

10
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4 Fonctions discontinues sur [0, 6]:

— Propriété 12 (Opérations sur les fonctions continues)

_/

Avec un saut en 2 Avec un "trou” en 2

Soient f et g deux fonctions définies et continues sur un intervalle I.

(1) Les fonctions (f 4+ g) et f X g sont encore continues sur I.

(2) Supposons que g ne s’annule pas sur I. La fonction i est encore continue sur /.
g

— Propriété 13 (Composée de fonctions continues)

Soient f une fonction continue sur un intervalle I et g une fonction continue sur un intervalle J telles
que f(I) C J. Alors g o f est encore continue sur I.

2.7 Bijectivité, réciproque d’une bijection

Définition.

Soit f une fonction définie sur I a valeurs dans J. On dit qu’elle est bijective si tout élément de J admet

un unique antécédent par f.

Lycée Saint Louis, Paris

On appelle alors bijection réciproque la fonction notée f~! qui & tout y € .J associe 'unique antécédent

de y par f, de sorte que :
(120 o (rlo=r

zel

— Théoréme 14 (de la bijection)

Soit f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I de R. Alors :
(1) f réalise une bijection de I dans l'intervalle J = f(I) ;

(2) son application réciproque f~! est elle-méme continue sur J, strictement monotone et de
méme sens de variation que f.

— Propriété 15

Les courbes représentatives Cy et Cy—1 sont symétriques par rapport a la premiére bissectrice
d’équation y = z.

Preuve. Notons G le graphe de f et G’ celui de f~!. Soit M = (x,y) un point de G, alors y = f(z).

Le

symétrique de M par rapport & la premiere bissectrice est (y,z) = (f(x),z) = (f(z), f1(f(z))), donc est dans

G

11
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Réciproquement, si M = (x,y) est un point de G’, y = f~(z). M est le symétrique par rapport & la premiere
bissectrice du point (y,2) = (f~(z),z) = (f~(z), f(f~1(x))), donc d’un point de G. O

Exemple fondamental. La fonction carrée f : z +— 22 n’est pas bijective sur R car, par exemple, f(—1) =
f) =1

Considérons la restriction de f sur Ry. f est continue et strictement croissante sur R, a valeurs dans R et le
théoreme de la bijection permet de conclure que f réalise une bijection de Ry sur Ry.

Elle admet donc une bijection réciproque f~!: Rt — R* qui est la fonction racine carré :

{aﬁzy o {V@:x

x e R y € RT

Grace au théoréme de la bijection, on en déduit que la fonction racine carrée est définie et continue sur R™, et
qu’elle est strictement croissante sur cet intervalle.

Voici les courbes représentatives de la fonction carrée C; et de la fonction racine carrée C;-1 (on pourra
remarquer qu’elles sont bien symétriques par rapport & la droite y = x sur R™):

c yex

» Soit f une fonction définie sur un intervalle I. Pour montrer que f est bijective, on utilise l'une des deux
méthodes suivantes:

e Méthode 1: On montre que f est continue et strictement monotone sur I. Alors, d’aprés le théoréme
de la bijection, f réalise une bijection de lintervalle I sur Uintervalle J = f(I).
Cette méthode est simple a appliquer car il suffit de justifier que f est continue sur I et d’étudier ses
variations pour montrer qu’elle est bijective. Par contre, cette méthode ne donne pas l'expression de la
bijection réciproque f~1 de f.

Exemple. Soit f la fonction définie par f(z) = 2> + 2 + 1.
1. Démontrer que f réalise une bijection de U'intervalle I = [—1,0] sur un intervalle J & déterminer.

2. En déduire que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution dans 'intervalle [—1,0].

La fonction f est définie et continue sur R comme fonction polynomiale. Elle est de plus dérivable, et f/'(z) =
3z2 4+ 1 > 0 pour tout z € R. Ainsi f est strictement croissante. Par le théoréme de la bijection, f réalise une
bijection de [—1,0] sur lintervalle f([—1,0]) = [—1,1]. Puisqu’enfin 0 € [—1,1], on en déduit que I’équation
f(z) = 0 admet une unique solution dans l'intervalle [—1, 0].

e Méthode 2: On montre que l’équation y = f(x) (d’inconnue x) posséde une unique solution qui est

z=f"1(y).
Cette méthode, en générale plus compliquée que la précédente, permet d’obtenir l’expression de la bijection
réciproque =1 de f.

Exemple. Soit g la fonction définie par:

{]—L—Foo[ — ] —o00,1]
g:

Montrer que g est une bijection et déterminer sa bijection réciproque.

12
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Tout d’abord g est bien définie : en effet pour x > —1, on a z + 1 > 0 et le quotient ;—H est bien défini. De

plus pour tout x > —1, on a :
z—1 1 2

=1—-——¢€|—00,1].
z+1 z+1 ] [
Soit y < 1. on résout 'équation y = g(z) :
r—1 14y 2
= Srly-1)=-1l—-yeor=—">=-14+——.
y=or ol Y 1—y 1y
Ainsi ¢ est bijective et son application réciproque g—' est donnée par
] =00, 1] — ]—1,400]
-1 1+y
g y o 1Y
)
Voici les courbes représentatives de g et de g~ :
Cq y=x
, ..

2.8 Dérivabilité
Définition.
Soit f une fonction définie sur un intervalle I et @ € I. On dit que f est dérivable en a si le taux
d’accroissement de f entre x et a :
f(@) — f(a)

Tr—a

) ('/E#a%

admet une limite finie quand z tend vers a. Dans ce cas, la limite est appelée nombre dérivé de f en a
et est noté f’(a). On note alors :
x)— f(a
o 1) = f(a)

T—a r—a

= f'(a).

Interprétation graphique. Fixons a € I et considérons « € I, x # a. On note A(a, f(a)) et M(x, f(x)) un
point courant. Le taux d’accroissement désigne le coefficient directeur de la corde (AM).

0

o T / 3 H T 3 [

f est donc dérivable en a si la corde admet une position limite lorsque le point M tend vers le point A: la
tangente a Cy au point A:

13
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— Propriété 16 (Equation d’'une tangente)

Si une fonction f : I — R est dérivable en a, alors I’équation de la tangente a la courbe
représentative Cy de f au point (a, f(a)) est:

y = f'(a)(x—a)+ f(a).

En particulier, f/(a) est le coefficient directeur de la tangente en a & la courbe représentative de

f.

Remarque. Lorsque le taux d’accroissement tend vers oo, la courbe admet une tangente verticale en A.
Définition.
Une fonction f: I — R est dérivable sur I si f est dérivable en tout point de 1.

On appelle fonction dérivée de f sur I, que 'on note f’ (ou %), la fonction qui & tout x de I associe le
nombre dérivé de f en x.

— Propriété 17 (Caractérisation de la monotonie par le signe de la dérivée)

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.

(1) Si pour tout z € I, f'(z) > 0 (vesp. f'(x) > 0), alors f est croissante (resp. strictement
croissante) sur I.

(2) Sipour tout z € I, f'(x) <0 (resp. f'(x) < 0), alors f est décroissante (resp. strictement
décroissante) sur I.

(3) Siva el, f'/(x) =0, alors f est constante sur I.

Remarque. Si f’ est positive (resp. négative) sur I et ne s’annule qu’en un nombre fini de points, alors f est
strictement croissante (resp. décroissante) sur I.

Propriété 18 (Continuité et dérivabilité)

Soit f une fonction définie sur un intervalle I. Si f est dérivable sur I, alors f est continue sur I.

Preuve. Fixons a,x € I, a # z. Alors f(x) = x (x —a) 4+ f(a). Le membre de droite a bien une

f(@) — f(a)
Tr—a
limite quand x tend vers a, qui est f(a). Ainsi f est bien continue en a € I, et donc sur I. O

Remarque. La réciproque est fausse: une fonction peut étre continue en un point et non dérivable en ce point.
Par exemple, les fonctions valeur absolue ou racine carrée sont continues en 0 et non dérivable en 0.

14
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— Propriété 19 (Opérations sur les fonctions dérivables)

Soient f, g deux fonctions définies et dérivables sur un intervalle I, A\, u € R.

(1) La combinaison linéaire A\f + ug est encore dérivable sur I et pour tout x € I:
(M + ng)'(x) = Af'(2) + pg'(2).
(2) Le produit fg est encore dérivable sur I et pour tout x € I:

(f9)'(x) = f'(x)g(z) + f(2)g'(x)

1
(3) Supposons que g ne s’annule pas sur I. Le quotient — est encore dérivable sur I et pour tout
g

xzel:

1\’ —g'(z
Bfo- 3t
g (9(x))
(4) Supposons que g ne s’annule pas sur I. Le quotient 2 est encore dérivable sur I et pour tout
g

xzel:

I P @) - @) (@)
<g) (=)= @R

— Propriété 20 (Composée de fonctions dérivables)

Soient f une fonction dérivable sur un intervalle I et g une fonction dérivable sur un intervalle J
telles que f(I) C J.
Alors la fonction g o f est encore dérivable sur I et pour tout x € I,

(gof)(x) = f(z) xg" (f(2)).

— Propriété 21 (Dérivée de lapplication réciproque d’une bijection)

Soit f une fonction bijective de I dans J. Si f est dérivable sur I et si f' ne s’annule pas sur I,
alors f~! est dérivable sur J et :

Vyed, (f Yy = W)

Exemple. f : R, — R,, # — 22 est bijective (comme vu plus haut) de réciproque : f~! : R, — Ry,

x — y/z. f est dérivable (car polynomiale) et pour x € Ry, f/'(z) = 2z. Ainsi, f'(z) = 0 <= z =0. Par le
théoréme de dérivabilité de la fonction réciproque, f~! est dérivable sur Ry \ {f(0)} = R%, et pour y € R%,
—1y/ — 1 — 1
=) = 7y = s
Définition.
Soit f: I — R. On définit récursivement :
e Pour n=0, fO = f;
e Pour n € N, si f(® est dérivable sur I, f(+D = (™))

Si, pour n € N, la fonction f(™ existe, on dit que f est n fois dérivable sur I, et on appelle f() la dérivée
n**m¢ de f sur I.

Remarque. Ainsion a f(O = f ) = ¢/ @) = 7

1
Exemple. ¢ Soit f 'application définie par : Vo € R*, f(x) = —. Montrons que pour tout n € N et pour tout
x

15
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n!

) () = (=1 ——
Ve € B, [0(a) = (~1)"
|
On note P(n) la proposition “pour tout Vo € R*, f")(z) = (—=1)" n+ ”. On montre que P(n) est vraie pour
xn

tout n € N par récurrence.

Initialisation : n=0: fO(z) =1 et (-1)°% =1 donc P(0) est vraie.
Hérédité : Supposons que P(n) est vraie et montrons P(n + 1).

n!
On a par hypothese de récurrence que pour tout Vo € R*, f(")(z) = (—1)» 1 La fonction f(™ est bien
x

dérivable sur R* comme quotient de fonctions dérivables, et on a pour tout Va € R* :

FOED @) = (FY ) = (-1 e D e D

D’ou la propriété au rang n + 1. On conclut par principe de récurrence.

¢ Soit f(z) = sin(z). Montrons que Vn € N, Vz € R*, f(™(z) =sin (z + ng).
De méme on procéde par récurrence en notant P(n) la proposition “ Va € R*, Vo € R*, f(")(z) = sin (x + ng)”.

Initialisation : n =0 : f©(z) = f(z) = sin(z) = sin(z + 0% ), donc P(0) est vraie.

Hérédité : Supposons que P(n) est vraie et montrons P(n + 1).
On a par hypothése de récurrence que pour tout Yz € R*, f(™) (z) = sin (x + ng) La fonction f(™ est bien
dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables, et on a pour tout Vo € R :

f(n—i-l)(x) — (f(n))/(x) = —cos (x + ng) = sin (x +(n+ l)g) .

D’ou la propriété au rang n + 1. On conclut par principe de récurrence.

3 Plan d’étude d’une fonction

Nous terminons en résumant les différentes étapes pour I'étude d’une fonction f.

e On commence par déterminer le domaine de définition de f.
e On restreint l'intervalle d’étude par parité ou périodicité si c’est le cas.
e Avant de dériver, on justifie que f est continue et dérivable sur I'intervalle d’étude.

e On calcule et on factorise f’ puis on détermine son signe en résolvant I'inéquation f’(z) > 0. On détermine
également les points d’annulation de la dérivée en résolvant f'(z) = 0.

e On détermine les limites de f au extrémités du domaine de définition, et selon les cas ses extremum, des
valeurs remarquables...

e On dresse le tableau de variation de f en y reportant toutes les informations obtenues.
e On trace la courbe représentative de f, en utilisant les éventuelles symétries liées a la parité ou la
périodicité.
Exemple. On étudier la fonction f : 2 +— cos(z) — cos?(z).
e La fonction cos est définie sur R donc f est définie sur R.

e La fonction cos est 2m périodique, f est donc également 27 périodique. On étudie f sur [—m, 7] et on
obtiendra toute la courbe en effectuant les translations de vecteurs (2km,0), k € Z.

e Soit x € [—m, 7] alors —x € [—m, 7] et : f(—x) = cos(—x) — cos?(—z) = cos(x) — cos?(z) = f(z) (car cos
est paire), donc f est paire. On étudie donc f sur [0, 7] et on effectuera la symétrie par rapport & 'axe
des ordonnées pour obtenir la courbe sur [—m, 7] .
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e cos est dérivable sur [0, 7] donc f est dérivable sur [0, 7]. Soit = € [0, 7]

1

'(z) = —sin(z) + 2sin(z) cos(z) = 2sin(x) <cos(z) - 2) .

On a donc le tableau de variations suivants :

On obtient la courbe :

17
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4 Fonctions usuelles

4.1 Les fonctions logarithmes

4.1.1 La fonction logarithme népérien

1
Rappel. La fonction z — — est continue sur R* . Elle admet donc une unique primitive qui s’annule en 1.
x

Définition.
On appelle fonction logarithme népérien la fonction In définie comme 'unique primitive de x i sur
R? qui s’annule en 1.

— Propriété 22

T dt
(1) Pour z € R+*, on a In(z) = 7
1
. * * /! 1
(2) In est dérivable sur R* et : Vo € R%, (In)'(z) = e

(3) In est strictement croissante sur R}

Remarque. La dérivée de la fonction z — In(|z|) est = — 1/z.
Ce résultat a déja été établi pour x > 0, et il reste valable pour z < 0 car on a alors :

d d -1 1
~(n(fel) = - (n(—2) = — = .

—T

Finalement,  — In(|x|) est une primitive de « — 1/x sur | — 0o, 0[ et sur |0, +oo.

— Propriété 23 (propriétés algébriques)

Soient a,b € R7..
(1) In(ab) = In(a) + In(b).
(2) In(3) = —In(b), et donc In(%) = In(a) — In(b).

(3) Pour tout n € Z, In(a™) = nln(a).

Preuve.

(1) Soit b € R% fixé. On pose g : R — R, x + In(bx) — In(x) — In(b). g est dérivable comme combinaison
b 1

linéaire et composée de fonctions qui le sont, et pour x € R, ¢'(z) = i 0. Ainsi g est constante.

z

Comme ¢(1) = In(b) — In(1) — In(b) = 0, g est constante nulle. Ainsi g(a) = 0 puis In(ad) = In(a) + In(b).
(2) Onaln(a) +1n (%) =In (%) =In(1) = 0 par la proposition précédente. Ainsi In (1) = —In(a).

(3) On a avec la proposition précédente, In (%) = In(a) + In ($) = In(a) — In(b).

(4) Montrons par récurrence sur n € N la propriété P(n) : In(a™) = nln(a).
On a In(a®) = In(1) = 0 = 0 x In(a) donc P(0) est vérifiée.
Soit n € N tel que P(n) est vraie. Alors In(a"™!) = In(a™ x a) = In(a™) + In(a) = nln(a) + In(a) =

(n+ 1) In(a) et on vérifie donc P(n + 1).
En conclusion, ¥n € N, P(n).

Si maintenant n € Z, n < 0. On a In(a") = In(-%;) = —In(a™™). Or, —n > 0 donc en utilisant la

a—™

récurrence précédente, on obtient : In(a"™) = —(—n)In(a) = nln(a).
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Exercice. Déterminer I’ensemble des fonctions f dérivables sur R qui vérifient pour tous x,y € R :

fzy) = f(z) + f(y).

Tout d’abord, prenons z =y = 1. On obtient f(1) = 2f(1) et donc f(1) = 0.

On suppose maintenant x € R fixé, et on dérive I'égalité f(xy) = f(x) + f(y) par rapport a y € R%. On
obtient x f'(zy) = f'(y). Faisons y = 1, il vient que f'(x) = f'(1)/z, soit f'(xz) = 8/x si on pose B = f'(1).

On en déduit que : Vz € R%, f(z) = Sln(z) + v, donc f(z) = Sln(z) puisque f(1) = 0.

Inversement, x — [1ln(x) vérifie la relation proposée pour tout choix du réel S.

— Propriété 24 (limites)

(1) lim In(z) =400 (2) limIln(zr)=-oc0 (3) lim

xr——+00 x—0 z—1x —1 o x—0 x

Preuve.

(1)

La fonction In est croissante, donc, par le théoréme de la limite monotone, ou bien elle admet une limite

finie L en 400, ou bien elle tend vers +oo (si elle n’est pas majorée). Or, pour n € N, on a In(2") = nln(2)

d’apres le troisieme point du corollaire et In(2) > 0, donc hIJIrl nln(2) = 4o00. La fonction In n’est donc
n—-+0oo

pas majorée. On a donc lim In(z) = +oo
r— 400

P R%, 1 = —In(L), d lim 1 = i ~In(%)) = 1 —In(X)) = —
our z € R, In(x) n (1), donc Jim n(x) Jim, (-In (1)) Xir}flm( n(X)) 00 par
opérations sur les limites.

Méln/(l)zlzl
1

La fonction In est dérivable en 1 et on a :
r—1 r—1

Cette limite s’obtient a partir de la précédente en posant h = 1 + z.

Théoréme 25

La fonction In réalise une bijection de R sur R.

Preuve. On a vu que ln est strictement croissante et dérivable (donc continue), ainsi In est une bijection

strictement croissante de |0; +oo[ dans } lim In(z); lim In(x) [ =R. O
z—0+ T—+00

Terminons par la courbe représentative de In.
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4.1.2 La fonction logarithme décimal
Définition.
On appelle logarithme décimal (ou de base 10) et on note log (ou log) la fonction de R* dans R définie

par : Vo € R% | logq(x) = 111?136)'

Remarques.
e log vérifie les méme propriétés que In, la seule différence est que log(10) = 1 ce qui permet d’avoir
log(10™) = n pour n € Z. Par exemple puisque log(46!) = 57,76, on en déduit que 46! est un nombre &
58 chiffres !

e Cette fonction est tres utilisée en physique et en chimie. Le ph par exemple, est le logarithme décimal des
concentrations. La magnitude d’un séisme est le logarithme décimal de son amplitude.

Propriété 26

La fonction log est dérivable sur R* et pour tout z € R*, on a: log(z) = m
zIn

4.2 La fonction exponentielle népérienne
On rappelle que la fonction In réalise une bijection de R sur R.
Définition.

On appelle fonction exponentielle népérienne sa bijection réciproque notée exp telle que:

y = In(x) o exp(y) =z
r e RY yeR

— Propriété 27

On en déduit immédiatement:
(1) exp(0) = 1.
(2) Pour tout x € R, Inoexp(x) = x et pour tout x € R}, expoln(z) = .

(3) La fonction exp est également continue et strictement croissante sur R : elle réalise une bijection
de R sur R%.. De plus, elle est dérivable sur R et pour tout z € R, exp’(z) = exp(z).

Preuve. On démontre le dernier point. La fonction In : R} — R est bijective, dérivable, et pour z € RY,
In'(z) = % > 0. Ainsi exp est dérivable par le théoreme de dérivabilité de la fonction réciproque, et pour x € R,

1 1

/ - - =5 .
exp’(z) = I (exp(2)) 1 exp()
exp(x)
(I
— Propriété 28 (propriétés algébriques)

Soient a,b € R.
(1) exp(a+ b) = exp(a) exp(d).
(2) exp(—b) = Wl(b), et donc exp(a — b) = %.
(3) Pour tout n € Z, exp(na) = (exp(a))™.
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Preuve. On démontre le premier point : soient a et b dans R. Puisque In est bijective, il existe z,y € R%
uniques tels que a = In(x) et b = In(y), ou encore de manieére équivalente x = exp(a) et y = exp(b). Alors :

exp(a + b) = exp(In(z) 4+ In(y)) = exp(ln(zy)) = 2y = exp(a) exp(b).
Les autres points en découlent astucieusement. O
Exercice. Déterminer I’ensemble des fonctions f dérivables sur R qui vérifient pour tous z,y € R:
f+y) = f)fy).
Solution. La fonction nulle, et toutes les fonctions de la forme = — exp(ax) ot o € R.

Remarque. La derniére assertion nous donne en particulier: V n € Z, exp(n) = exp(n.1) = (exp(1))™. Ainsi
en posant e = exp(1) (e = 2,71828..., voir ci-dessous), on est ramené & écrire: exp(n) = e™.
Dans le reste du cours, on choisira d’étendre cette notation puissance aux nombres réels:

VreR, exp(x)=e”

Propriété 29 (limites)

On termine en donnant la représentation graphique de la fonction exponentielle.

Exercice. Calcul approché du nombre e.
a) Montrer que pour tout = € R, e* > x + 1. Interpréter ce résultat graphiquement.

en déduire ’encadrement :

1 n 1 n+1
VnGN,<H> §e§<n+ > .
n n

¢) En déduire ’encadrement suivant du nombre e pour n > 1 :

1\" 3
0<e—(1+=-] <=
n n

_ 1 __ 1
b) En prenant z = ;- et v = — =+,
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1 n
d) En déduire lim (1 + ) ainsi qu'une valeur approchée de e & 1072 pres.
n

n—-+oo

4.3 Les fonctions puissances

Remarque. On a déja définit la fonction p, : © — % dans les cas suivants :
e lorsque & =n € N : p, est définie sur R et pour tout € R, p,(z) =z x x X --- x x (n fois) ;

o lorsque a =n € Z, n < 0 : p, est définie sur les intervalles R et R* , et pour tout x # 0, p,(z) = (%)_n
(n fois) ;

e lorsque a = %, n € N* : x +— z” réalise une bijection de

— R dans R si n est impair,

— R% dans R sin est pair.
On définit alors p;/,, comme la bijection réciproque de x +— x™. Elle est donc définie sur R ou sur R*
selon que n soit impair ou pair.

{63

Dans tous les cas précédents, on a pour tout x € RY, 2* = exp(aln(z). On étend maintenant cette formule

pour tout a € R.
Définition.
Soit a € R. On appelle fonction puissance d’exposant « la fonction p, définie sur RY par:

pa(x) — & — @ ln(m).

— Propriété 30

(1) Soit o € R*. La fonction puissance d’exposant o est continue et dérivable sur R*, et pour tout

zeRiona
1

pl(z) = az® .
La fonction p, est donc strictement monotone sur R* et sa monotonie dépend du signe de a.

(2) Sia>0,alors lim z%=4o0et limz® =0.

r—400 z—0
Sia<0,alors lim z%=0et lim 2% = 4o0.
T—+400 z—0

Preulve. Do est dérivable sur R* comme composée de fonctions qui le sont, et pour € RY, pl (z) = =
ar®Tr. O

o
T

Remarque. Si a > 0, la fonction p, peut étre définie sur Ry en lieu et place de R*.. En effet, nous venons de
montrer que dans ce cas, lirr%) 2% = 0. On prolonge alors p, en 0 en posant p,(0) = 0. Ainsi définie, la fonction
r—r

Do est alors continue sur Ry. On parle de prolongement par continuité de la fonction.

Interprétation géométrique. On retiendra ces différentes allures:
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a>1
Yy
a=1
Casa>0:
Casa<0:
\\ a<0
x
— Propriété 31 (régles de calcul)
On a pour tous z,y >0, a, 5 € R:
1
+8 _ B B _ .af — o«
(1) 2*7 =g2%" (2) (2%)" =2 (@) (2y)* =2 (@) 5 =27°
— Propriété 32 (croissances comparées)
Pour lever certaine indétermination, il est tres pratique de connaitre le comportement asymptotique
des fonctions usuelles les unes par rapport aux autres.
Pour tous «, 8 > 0,
. (IH(ZL‘))a _ B o : e’ _ . B ax __
M im0 @) lm e n@)t =0 (3) lm So=teo (o) Tm |affe =0
Preuve.
e s s Inx
(1) Préliminaire : montrons que lim — =0:
r—4+oc0 X
1
Soit > 1. Pour t € [1,7], v/t < t, donc ? 7 puis en intégrant (les bornes étant dans le bon sens),
OSInzz/ /— t :2\/5—2§2\/5.
Vi
1 2
En divisant par z > 0, il vient 0 < i < i = 7 Par le théoreme des gendarmes, on a alors
x x x
|
lim —2 — 0.
r—+o00 X
s (2 (%)) (%))
o) _ (1 ain(af) s () :
Pourx>0,ona:(nx) :<nf> = aig :(§> —=%>] . Vuque lim 2% = +o0,
T B T B @ B T——+00
on en déduit le résultat de la proposition.
1 In X)°
(2) Posons X = —. Ona: lim 2%|/Inz|® = lim X~ (lnX)B = lim (In X) =0
x z—0+ X —+o00 X—+oo X©

ax

(3) &+ = exp(—aln(z) + azx) = exp (v (a — L)) — +oo par opérations sur les limites.

x x T—+00
eat -1
(4) Posons t = —x. On a: lim |z|% = lim t*e”* = lim | — =0
T——00 t——+o00 t—+oo \ 1@
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O

» Si une fonction est donnée sous la forme u(x)"®) (u & valeur strictement positive), on veillera & chaque fois
a se ramener o une écriture exponentielle exp(v(x) In(u(x))) pour en simplifier ’étude.

Exemple. Etudier puis représenter la fonction définie par f(z) = (1 + %)z

e Variations de f :

La fonction f est définie si et seulement si 1+ 1 > 0 donc Dy =] — 0o, —1[U]0, 4-00[. f est dérivable sur
son ensemble de définition et

f(@) = (m (1 + i) - (11”) erin(1+2) _ (m <1 + jg) - x}H> (1),

1
On ne peut donc pas conclure directement sur le signe de f’(x). On pose k(z) =In (14 1) — 1
x
est dérivable sur | — oo, —1[ et sur |0, +o0[ et
-1 1 -1
K (z) = + = :
(=) 22(1+21)  (@+1)?  z(@+1)?

Donc k est croissante sur | — 0o, —1[, décroissante sur |0, +oo[ et on a 11111 k(z) = 0 (par quotient). On
T—> 00

en déduite que k est positive sur | — oo, —1[ et sur |0, +oo[. Donc f est croissante sur | — oo, —1[ et sur

10, +o0].

e Limites de [ aux bornes de son domaine de définition :

In(1+X
Limite en o0 : lim zln (1 + l) = lim w
z—+o00 ® X—0 X
méme, on trouve que lim f(z)=-e.
T——00

=1 Ainsi, lim f(z) = e (par composition). De
T—>+00

. . . In(l1+X) . In(X) 1 . In (X)
. l = —_— —_— —_ =
Limite en 0 lim ol (1+3) = lm =3 oy Uty ) o T =0
. . . 1Yy _ o Lo 1\
(par croissances comparées) et XE)IEOO In (1 + )= In(1) = 0 par composition. Ainsi, xlg(l)ler In (1 + 5) =

0 et lim+ f(z) =1 (par composition). On peut alors prolonger la fonction f par continuité en 0 en posant
z—0

(0)=0.
Limite en —1 : l(im) (1 + %) = 0% donc par composition et produit, l(im) zln (1 + %) = +o00.
rz—(—1)" x—(—1)"
Finalement, l(im) f(z) = +oo (par composition).
rz—(—1)"

o Tableau de variations et courbe représentative de f :

4.4 Les fonctions cosinus et sinus hyperboliques

Rappelons que toute fonction définie sur R s’écrit de fagon une comme somme d’une fonction paire et d’une
fonction impaire définies sur R .
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Définition.

e On appelle alors fonction cosinus hyperbolique la partie paire de la fonction exponentielle définie

par:
VzeR, ch(z)= ete”

e On appelle alors fonction sinus hyperbolique la partie impaire de la fonction exponentielle définie
par:

eZE —T

VzeR, sh(x)= —¢

2

Remarque. En particulier, ch est paire, sh est impaire et elles vérifient pour tout z € R:
e® = ch(z) + sh(x) , ou encore, e”* = ch(x) — sh(x).
De plus on a l'identité, pour tout x € R :

ch(z)? — sh(z)* = 1.

— Propriété 33 (étude de la fonction ch)

(1) La fonction ch est continue et dérivable sur R, et pour tout = € R, ch/(z) = sh(x).

(2) On a lirf ch(z) = +o0.

T— 00

— Propriété 34 (étude de la fonction sh)

(1) La fonction sh est continue et dérivable sur R, et pour tout = € R, sh/(z) = ch(x).

(2) Ona lim sh(r)=4occet lim sh(z) = —oc.

r—+00 T——0Q

Tableau de variations de ch et sh et leur graphe :

y| = cosh(z) y = sinh(z)

Remarque. Vous avez déja rencontré des cosinus hyperboliques dans votre vie quotidienne : la forme d’un
cable suspendu dans le vide entre deux points est une chainette d’équation

yza-ch(%) oua > 0.
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4.5 Les fonctions circulaires

Définition.

Dans un plan muni d’un repére orthonormé direct, on considere le cercle trigonométrique et on note M un
point du cercle tel que 'angle de vecteurs (i, OM) = z:

e On appelle alors fonction cosinus la fonction notée cos définie sur R par cos(z) = zyy.

e On appelle alors fonction sinus la fonction notée sin définie sur R par sin(z) = ypy.
e Enfin, on définit la fonction tangente sur R — {Z + kn, k € Z} par tan(z) = Z;I;E:::)) =yp

Propriété 35 (étude de la fonction cos)

La fonction cos est paire, 2r-périodique, continue et dérivable sur R, et pour tout x € R, cos’(x)

— sin(x).

Tableau de variations de cos et son graphe :

— Propriété 36 (étude de la fonction sin)

La fonction sin est impaire, 2r-périodique, continue et dérivable sur R, et pour tout x € R, sin’(z)

cos(x).

Tableau de variations de sin et son graphe :

Propriété 37 (étude de la fonction tan)

La fonction tan est impaire, 27-périodique, continue et dérivable sur tout intervalle de la forme
| =5 +kn, 5 4+ kn[ (k € Z), et pour tout x €] — § + km, § + kn[, tan’(z) = COS%(I) =1+ tan?(x).

Tableau de variations de tan sur ] — g; g [ et son graphe :
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Remarque. Revoir le formulaire pour les valeurs usuelles, les formules de transformations de sommes en

produits ...
— Propriété 38 (formes indéterminées en 0)
On a:
(1) ili% cos(a;) -1 _ 0 @) ilg}] 1- ;c;b(a:) _ 1 3) }HO sin$(m) 1@ ilj&) tar;(x)
Définition.

que x =y + ka.

— Propriété 39

(1) Siz=y [a)etu=v [a], z+u=y+v [a]
(2) Siz=y [a] et sibeR* zb=yb [ab].

— Propriété 40 (Cas d’égalité des fonctions trigonométriques)

1) On a cosz = cosy si et seulement si © = +y [27].

2) On asinz =siny si et seulement sixc =y [2nr] ouxz =7 —y [27].

(1)
(2)
(3) On a cosxz = cosy et sinz = siny si et seulement si x =y [27].
(4)

4) On a tanz = tany si et seulement si x =y [7].

4.6 Fonctions circulaires réciproques

— Propriété 41

(1) cos: [0, 7] = [—1,1] est bijective.

(2) sin: [-%, %] — [~1,1] est bijective.

Soit a > 0. On dit que deux nombres réels z et y sont congrus modulo a, noté x =y [a] s’il existe k € Z tel
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Définition.
e La bijection réciproque de cos : [0,7] — [—1, 1] est appelée arccosinus et noté : arccos : [—1,1] —
[0, 7].
e La bijection réciproque de sin : [—=Z,Z] — [—1,1] est appelée arccsinus et noté : arccos : [-1,1] —
[-3:3]-
e La bijection réciproque de tan : }—37 3 [ — R est appelée arctangente et noté arctan : R — }—37 5 [

— Propriété 42 (Arccos)

—1
V1i—a22

(1) arccos est dérivable sur | — 1;1[ et : Vz €] — 1;1[, arccos’(z) =
Ainsi, arccos est strictement décroissante sur | — 1;1][.
(2) Pour tout x € [—1,1], cos(arccos(z)) = x

(3) En revanche, arccos(cos(z)) = & uniquement si x € [0; 7]

Preuve. cos :]0, 7[—] — 1, 1] est bijective, dérivable, et pour x €]0, [, cos’'(x) = —sin(z) < 0.

Par le théoreme de dérivabilité de la fonction réciproque, arccos est dérivable sur |—1; 1], et pour tout « €]—1, 1,
1

arccos’(z) = D’autre part, pour tout x €] — 1;1[, cos?(arccos ) + sin(arccosx) = 1, donc

sin(arccos z)
sin?(arccos z) = 1 — 22 puis sin(arccosz) = £v/1 — 22.
Or, arccosz € [0, 7] et sin est positif sur cet intervalle, donc sin(arccosz) = /1 — 22 et on a ainsi prouvé le
résultat voulu. O

Tableau de variations de arccos et son graphe :

Y

Yy = arccosxr .

— Propriété 43 (Arcsin)

(1) arcsin est dérivable sur | — 1;1[ et : Vo €] — 1;1[, arcsin’(z) =
Ainsi, arcsin est strictement croissante sur | — 1;1].
(2) arcsin est impaire.

(3) Pour tout z € [—1,1], sin(arcsin(z)) =

(4) En revanche, arcsin(sin(x)) = = uniquement si x € [—g; g]

Preuve.
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202
Par le théoréme de dérivabilité de la fonction réciproque, arcsin est dérivable sur |—1; 1], et pour « €]—1, 1],
1

cos(arcsinz)

D’autre part, pour tout = €] — 1; 1], cos®(arcsin z) + sin?(arcsinz) = 1, donc cos?(arcsinz) = 1 — x2 puis
cos(arcsinz) = +v1 — z2.

Or, arcsinz € ]f%, g[ et cos est positif sur cet intervalle, donc cos(arcsinz) = /1 — 22 et on a ainsi le
résultat voulu.

e sin:|—%, 2] —] — 1,1 est bijective, dérivable, et pour tout z € } ,g’ g [, sin’(z) = cos(z) > 0.

arcsin’(z) =

e En posant f = sin, on a, pour tout = € [—1,1]:
fof Y —a)=—-a=—fof Ha)=—f (f_l(:t)) =f (—f‘l(x)) car f est impaire. En appliquant f~' a
chacun des membres de cette derniere égalité, on déduit que f~1(—x) = —f~1(z), ce qui montre que f~*
est impaire.

d
Tableau de variations de arcsin et son graphe :

f(z) = arcsing

— Propriété 44 (Arctan)

(1) arctan est dérivable sur R et : Vo € R, arctan’(z) = EeE
x
Ainsi, arctan est strictement croissante sur R.

(2) arctan est impaire.

i —x ' —_r
(3) IETOO arctan(z) = 7 et ZEIPOO arctan(x) 5

(4) Pour tout z € R, tan(arctan(z)) =z

(5) En revanche, arctan(tan(z)) = x uniquement si x € [0; %}

Preuve. e tan : ]—g, g[ — R est bijective, dérivable, et pour x € ]—g, 5 [, tan’(x) = 1 + tan?(x) > 0. Par le
théoréme de dérivabilité de la fonction réciproque, arctan est dérivable, et pour tout x €] — 1,1[, arctan’(z) =

1 1
2 = 2" O
1+ tan®(arctanz) 14z

Tableau de variations de arctan et son graphe :
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Y y =tanz
7z
.
7z
7z
7z
7z
7z
7z
.
/|
T 7z
Yy bl _
Ly =
‘ PR — arctan x

» Pour montrer une égalité faisant intervenir les fonctions trigonométriques réciproques, on peut essayer de
montrer que les cosinus/sinus/tangentes des deux membres sont égaux. Attention, ceci ne montre qu’une con-
gruence entre les deux termes. Il faut ensuite avoir un encadrement des deuxr membres pour la transformer en
égalité.

Propriété 45

1 s
Pour tout z € R*, on a arctan z + arctan (> = signe(x)§
x

1 1 1
Preuve. Soit z € R, tan <72r — arctan ()) e i e tan(arctan(z)), donc gfarctan () =
x x

tan(arctan(—))
x

arctanz [m].

1 7r 1 m 1 7r
Or arctan(z) € 0, %[ et arctan [ = | € }07 5{ (car x > 0 et — > 0) donc 5~ arctan | — | € }07 3 [ donc on a

x x
égalité.
Si z € R* | on applique ’égalité obtenue a —z > 0. (]
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Formules sur les dérivées

Terminons le chapitre en rappelant toutes les formules utiles sur la dérivation.

Dérivées usuelles

Lycée Saint Louis, Paris

On considére f définie par f(x) alors f est dérivablesur I = ... | etV €, f'(z) = ..

a constante R 0

2", neN (z €R) R na" 1
1

\/El(x € [0, +o0[) 10, +00] ﬁ

- (x € R¥) R* =
e’ (z € R) R e’
In(z) (z €]0, +00l) 10, +o0] %

z% a €R (z €]0,+0]) 10, +o0] ar®1

Dérivation et opérations

Soient A\ € R, u,v : I — R deux fonctions dérivables sur I. Alors:

(1) Pour tout x € I,

() (u+ o) (@) =) +v'(a),
(iti) (uv)'(2) = ' (2)o() + u(2) (@),

(2) Si, pour tout z € I, u(z) > 0,

(3) Si, pour tout z € I, v(x) #£ 0,

(4) Si, pour tout z € I, u(z) > 0,

(5) Pour tout x € T,

V() = u'(z)
(Vi)' () = 52
! u'(z)v(z) — u(z)v'(z)
) (z) = v(x)?
oy (@)
() () = 2 2.
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