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TD9
Ensembles usuels de nombres

Exercice 2

b
Soient x € R\ Q, (a,b,c,d) € Q* tels que ad — be # 0. Montrer que al‘i—d ¢ Q.
cr
Solution. ; )
Raisonnons par I’absurde et supposons que T € Q. Alors, il existe ¢ € Q tel que b _ q.
cr+d cr+d
Ainsi, ax + b = q(cx + d) et (a — cq)x = dq — b.
ad = cdq
Si a = cq alors, dg = b donc : et Ainsi, on aurait alors ad = bc ce qui est exclu. Ainsi,
bc = cdq
a # .
. . dgq—1b
On peut donc diviser par a — cq et on obtient : x = € Q. Absurde.
b
Ainsi, am—f— gﬁ Q.
Exercice 11
Montrer que pour tout n € N* et pour tout z € R,
n—1
" k=0
Solution.
Soit n € N* et soit « € R.
e On a:
|nx] < nx
donc [n2 <z
n
.| [nz] : : N :
ainsi, | ——| < |z] car la fonction partie entiere est croissante
n

De plus, on sait que : n|z| < nz, par définition de la partie entiere de x. Ainsi, n|z]| est un
entier inférieur & nz donc inférieur au plus grand entier inférieur ou égal a nz : an < nacj

[na]

]
On en déduit donc que : |z| < ——. |z] est un entier qui minore [nz] donc |z]| < { na)
n n

Fiemen, 1] = | 221

p+k< +k p+k+1

En réalisant la division euclidienne de p par n, il existe (q,7) € Z2 tel que p= qn—H“ et O‘r < n—1.
En remplagant dans I'inégalité précédente, on obtient :

e Notons p = |nz|. Pour k[|0,n—1]|], on a alors : p < nzx < p+1 donc

» Sir =0, alors pour tout k € [|0,n — 1]],

k k k+1 n—1+1
¢<q+—-—<zr+-<q+—<qg+——=q+1
n n n n
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k n—1 k n—1
Dans ce cas, pour tout k € [|0,n — 1]], {x+ J = q et donc ) {m—{— J => qg=ng=
n k=0 n

k=0
p=|nx|.
» Sil<r<n-—1l,alorspour0<k<n—-r—1lona:
k+r k k+r+1 n—r—1+r+1
¢Sqt+— —Sato<qgt———<Sq+ - =q+1

k .
etdanscecas |r+—| =qetsin—r<k<n-—1,ona:
n

n—r4+r k+r k k+r+1 n—14+r+1 n+n
g+1 =g+ < g+ <z4— < g+ < g+ < g+ =q+2,
n n n

k .
et dans ce cas, |z + —| = ¢+ 1. Ainsi,

n
n—1 k n—r—1 n—1 n—1 n—1
Z {x + nJ = Z q+ Z (g+1) = Zq—i— Z 1 =ng+((n—1)—(n—r—1)) = ng+r = p = |nz|.
k=0 k=0 k=n—r k=0 k=n—r
Dans tous les cas, on a montré que :

n—1 Ek
Vr € R, Vn € N¥, —| =
x n g {m + nJ |na |




