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TD4
Nombres complexes et trigonométrie

Notations algébrique et trigonométrique

Exercice 1
Soit 6 €] — 7, 7[. Déterminer la forme algébrique de :

a) 21 = (2+1)e’, d) zy = (V3 —i)2015,
b) 22 = (1 —2i)e ™, e) z5=(1+e?)" neNetfcR,
2i0 :
e 1+itan6
- £) 26 = Yy oy _momy
) # 1—i’ ) % 1—itan6’ €]-%:5l

Exercice 2

Soit z € C tel que |z| # 1. Montrer que pour tout n € N*, ll_fzn < 1;_'7;
Exercice 3
Trouver les modules et arguments de
1+74 _ V342 1+ cosf +isinf
_ c) z3 = : f =
a) 21 V3—i Voriva ) 26 1—cosf —isiné
d) z4=1+itané
b) 29 = —2i(2 + 2i) e) z5=1+¢e" ou b €]—m;n| g) zr=(1+14)"

Exercice 4 <(1 . Z\/§)5

n
Pour quelles valeurs de n, le nombre complexe (1)3) est-il un réel positif ?
—1

Exercice 5
Montrer qu’il existe A € R*, w € R tel que chaque fonction s’écrive sous la forme A cos(z — w) pour
tout x € R :

a) cos(x) + sin(z) b) cos(x) — V3 sin(x)

Trigonométrie - Linéarisation - Sommes

. LT LT
Exercice 6 sin <f) — sin (f>
Calculer la fraction 3 4

() e ()

s
. En déduire t (7>
11 dedulre tan 24

Exercice 7
Exprimer sin(50) en fonction de sin @ et en déduire la valeur de sin %.

Exercice 8

Linéariser cos?

4

x, sin* z et cos xsin? z.



PCSI5 Lycée Saint Louis - Paris

Exercice 9
Calculer les sommes suivantes ((a,b) € R? :

A= Zn: sin(ka) B = Zn: cos(a + kb) C= Zn: sin(a + kb) D= " (Z) cos(a + kb)
k=0

k=0 k=0 k=0

Exercice 10

n
Soit n € N*, soit « € R. Calculer la somme : S = Y cos"(z)sin(kz)
k=0

Equations polynomiales dans C

Exercice 11
Déterminer les racines carrées de 1 + 67 et 247 — 7

Exercice 12
Résoudre dans C :

a) 22 —2cosfz+1=00u6cR d) 22-22+i)2+6+8 =0
b) (2+i)22+(5—49)z+2-2i=0 e) 24+ (3 —6i)22 —2(4+3i) =0
c) 22" —2z"cos (nf)+1=00u6 € Retn e N* f) 254+ 2i-1)22-1-i=0

Exercice 13
a) Soit I'équation d’inconnue z € C : 223 — (3 +4i)22 — (4 —Ti)z + 4+ 2i = 0.

(i) Montrer qu’elle a une racine zp réelle.

(ii) En déduire toutes les solutions de 1’équation.
b) Soit I’équation d’inconnue z € C : 2% + (1 —2i)2%2 + (1 — i)z — 2i =0

(i) Montrer qu’elle a une racine zy imaginaire pure.

(ii) En déduire toutes les solutions de 1’équation.

Exercice 14

& i .. =144
Déterminer tous les couples de complexes x et y vérifiant { r+y +1

Ty=2—1

Racines n-ieme

Exercice 15

. o 1414
a) Donner les racines cinquiemes de

—

b) Sachant que (2 + 4i)% = 7488 4 28164, donner les racines sixiemes de 7488 + 2816i.

Exercice 16
a) Calculer les racines n-iemes de —i et de 1 + i.
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b) Résoudre dans C I'équation 22 —z+1—i=0.

c) En déduire les solutions dans C de I’équation 22" — 2" +1 —1i = 0.

Exercice 17
Soit 8 € R, résoudre dans C :

a) 23 =4v2(1 +1) d) <Z+1>n+<2_1>n:2008(n0)

z—1 z+1

b) 2° = —i e) z4+1)"=(z—1)"

Exercice 18 .
Onpose z=e¢7 ,u=z+22+2 et v =123 +2°+ 25
1. Calculer u + v puis u? en fonction de w.

2. En déduire la valeur de sin 27“ + sin 47“ + sin 87“.

Exercice 19
Montrer que :

On pourra considérer les solutions de z!'' = —1.

Exercice 20
Soit U,, I’ensemble des racines n-ieme de 1'unité.

a) Calculer »  wP oupeN.
UJEUn

i n—1 n—1
b) Soit w = e’ , calculer ST whP et (1 4wk
k=0 k=0

n—1
¢) Soit n € N* et w € Uy, calculer 3 (k4 1)w*.
k=0

Exercice 21
Soit n un entier non nul fixé. Résoudre (1 + 2)?" = (1 — 2)
nulles.

2n_ Calculer le produit des racines non

Exponentielle complexe

Exercice 22
Résoudre dans C :
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a) e =3 c) =231

b) e =i d) e =1+1iV3

Nombres complexes et géométrie plane

Exercice 23
a) A quelle condition les points les points d’affixes a, b et ¢ forment-ils un triangle équilatéral?

b) Déterminer les nombres z € C tels que :
(i) 1, z et 22 forment un triangle rectangle.
1
(ii) z, — et —i sont-ils alignés.
z

(iii) z, 22 et z* sont alignés.

Exercice 24
Déterminer ’ensemble des points M (z) tels que :

a) |z +i| = |z — 1] o 2 ler
z—1
1
b) z, — et 1 + z aient le méme module. d) z+2z=122
z

Exercice 25

D’aprés Concours Centrale-SupFElec PSI

Soit z € C*. On note p et g ses deux racines carrées. Trouver une condition nécessaire et suffisante
pour que les points M, P et () d’affixes respectives z, p et ¢ forment un triangle rectangle en M.

Exercice 26
Déterminer I’écriture complexe de chacune des transformations suivantes :

1
a) L’homothétie f de centre 1 d’affixe 4i et de rapport -3

3
b) La rotation g de centre 1 d’affixe —2 et d’angle Zﬂ

c¢) La translation h de vecteur d’affixe 4 — 2i.

Exercice 27 /
z 1

z—1

N 1
A tout point M d’affixe 2z # 1, on associe le point M’ d’affixe 2’ = % Etablir que : |2/| =1,
z

/

est réel et est imaginaire pur. En déduire une construction géométrique du point M’.

Exercice 28
On considere la transformation du plan complexe définie par 2’ = 2iz + 5.

a) Montrer que cette transformation admet un unique point fixe My d’affixe zg.

b) Ecrire la transformation dans le repere d’origine M)y, puis la reconnaitre.




