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—— TD17
Espaces vectoriels

Espaces vectoriels - Généralités

Exercice 1
Les ensembles E suivants, munis de leurs opérations usuelles, sont ils des R-espaces vectoriels 7

(z,y,2) ER3, x+y+2=0et z—3y =0} ; £) {(un)nen € RY bornée } ;
z,y,2) ER3, —x +3y+2=0};
:2) Y ' 2) {(un)nen € RN, Vn € N, upyo = Bupi1 +

) {
) {
c) {(z,y,2) €R?, 2y > 0} ; 2} ;
) {2 +y,z+y+2) R, (2,y,2) €R}
) {

a b
f:R — R monotone } ; h) {<c d),a—l-d:O}.

Exercice 2
On définit les sous-ensembles suivants de R3:

E={(z,y,2) €R} 2c+y—2=0} ; F={(z,2,—2)€R> xR}
a) Montrer que E et F sont des sous-espaces vectoriels de R? et déterminer E N F.

b) On pose u = (1,—1,1) et v = (3,1,7). Montrer que Vect(u,v) C E. A-t-on égalité?

Exercice 3
Ecrire les espaces vectoriels suivants sous la forme d’un Vect :

a) {(z,y,2,t) € R*; =3y = 2z + 2t} ; ¢) {(un)nen € RY géométrique de raison 2} ;

b) {(z,y,2) ER3 ; 2+ 2y = 2z + 2} ; d) {P e R3[X]; P(1) = P(2) =0}.

Exercice 4
Dans R2, on pose F' = Vect((2,3,—-1),(1,—1,-2)) et G = Vect((3,7,0),(5,0,—7)). Montrer que
F=aG.

Exercice 5
Dans 'espace F(R,R), on pose :

(@) = cos(kz) ;5 gi(x) = cos* ().
a) Démontrer par récurrence sur n € N qu’il existe un polynéme 7;, tel que :
Vz € R, cos(nz) = T,(cos(x)).
Montrer qu’on a la relation T, 49(X) = 2XT,+1(X) — T, (X).
b) Expliciter Ty, Th, T2, T3, et préciser le degré et le coefficient dominant de T,.

¢) En déduire I'égalité des sous-espaces Vect(fo, fi,--.,fn) = Vect(go,g1,---,n)-

Exercice 6
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de F un K-e.v.. Montrer que F U G est un sous-espace
vectoriel de F si et seulement si FF C G ou G C F.
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Espaces vectoriels supplémentaires

Exercice 7
On pose:
F={(z,22,3z),z e R} et G={(z+y,x+v,y), x,y € R}

Montrer que R? = F @ G.

Exercice 8
Soit E = R* On pose u; = (1,0,0,0), uz = (1,1,0,0), uz = (1,1,1,0), ugy = (1,1,1,1), et F =
Vect(ui,u2), G = Vect(us,uq).

a) Montrer que F' = {(z,y,2,t) € E, 2=t =0} et G ={(x,y,2,t) e E,x—y=0et x +y— 22z = 0}.

b) Montrer que F' et G sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

Exercice 9
Dans E = C([0,1],R),, on pose :

1
FZ{fEE,/ f=0,f(0)=0, f(1)=0} ; G={z+ ap+arx+aw’ ap,a1,as € R}.
0

Montrer que F et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de F.

Exercice 10
Montrer, dans chacun des cas suivants, que F' et G sont deux-sous-espaces vectoriels supplémentaires dans F :

a) E=R[X], F={PeR[X]; P(1) = P(2) = 0} et G = Ry[X].
b) E = Mn(R), F = Sp(R) et G = A, (R).

c) E = {(un)nen € RY convergente}, F' = {(up)neny € RY de limite nulle} et G = {(up)pen € RY
constante}.

Exercice 11

Soit £ = C([0, 1], R) et soient p réels (a;);c|j1,p) deux a deux distincts dans [0, 1]. On pose:

F={feE Vie|l,pl, f(a;)) =0}.
a) Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de E.

b) Déterminer un supplémentaire de F' dans F.

Exercice 12
On considere trois sous-espaces vectoriels F, G, H d’un espace vectoriel F.

a) Comparer les sous-espaces (F+G)NH et (FNH)+ (GNH).

b) Montrer que ces espaces sont égaux si F' C H.

Exercice 13

Soit E un K-espace vectoriel, soient A et B des sous-espaces vectoriels de F, soit C un supplémentaire
de AN B dans B, c’est-a-dire tel que (AN B) & C = B.

Montrer que A et C' sont supplémentaires dans A + B.
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2 Familles finies de vecteurs

Exercice 14
Les familles suivantes de R3 sont-elles libres ou liées?

a’) ((17 170)7<O7 17 1)) 7 C) ((17 170)7<1707 1)7(27172)) 7
b) ((1,-1,0),(0,1,-1),(1,0,-1)) ; d) ((1,1,-1),(1,-1,1),(~=1,1,1),(1,1,1)).

Exercice 15
Les familles suivantes de F(R,R) sont-elles libres ou liées 7

a) fi:xrrcos’x, forx v cosz, f3:xs 1 ¢) (z+—sinz,...,z+— sin(2"x)) ;

b) fi:xz|, forxz—|lz—1], f3:z— |x+1]; d) fiz eNT ol A\ < --- < Ay

Exercice 16
Les familles suivantes de R[X] sont-elles libres ou liées ?

a) (3,X?+1,X°-3X?+2); o) (X*(X =)™ )pom) 3
b) (To,...,T,) ou T; : i-éme polynoéme de d) (Lo,...,Lp) ou L; : i-éme polynéme de La-
Tchebytchev ; grange associé a ag < -+ < Gp.

Exercice 17
Soit E un R-espace vectoriel. Soient a,b,c € E. On pose :

u=b+c,v=c+a, w=a+b.

Montrer que :
(a,b, c) est libre < (u,v,w) est libre.

Exercice 18
a) Montrer que E = {(z,y,2) € R3, 2z — y + z = 0} est un R-espace vectoriel et en donner une base.

b) Méme question avec F = {(z,y,2) € R3, x = 2y — 32}.

Exercice 19
Soient a, b € C tels que a # b. On pose:

E = {P € C4[X], P(a) = 0, P(b) = 0}.

Montrer que E est un sous-espace vectoriel de C4[X] et déterminer une base de E.

Exercice 20
Soit E' un K-espace vectoriel. Soient & = (€;)ic[1,] €t F = (fi)ic| p| deux familles libres de vecteurs
de E. On suppose que, pour tout i € [|1,p|], fi € F; ou F; = Vect(ey,...,e;).

a) Montrer que:
Vi € [|1,p|], ei € E; ou E; = Vect(fi,..., fi)

b) Montrer que si £ est une base de E alors F est une base de E.




