PCSI 5 Note /10
Interrogation de cours 25 du Lundi 2 Mai 2016

Nom et prénom :

1. (/2 points) Enoncer (th. + formule) le théoréme du rang :
Soit E de dimension finie, F' quelconque, f € L(F, F). Alors tout supplémentaire de Ker(f) est

isomorphe a I'm(f).
dim(E) = rg(f) + dim Ker(f).

2. (/4 points) Soit f Papplication de R? vers R? définie par
V($,y,2’)€R3, f(l’,y,Z) = (I+2y—2,—$+y—22,y—2)
a) Montrer que f est un endomorphisme de R3.
Soit uy = (21, y1,21), Uz = (T, Yo, 22) ER3, A\ p € R. On a:
fun + pug) = (Ary + pas) +2(Ayr + pyz) — (Az1 4 p2e), —(Azy + pa) + Ay + pyz) — 2(Az1 + pza),
(Ay1 + py2) — (Az1 + pz2))

= Mw1 +2y1 — 21, =21+ Y1 — 221,51 — 21) + (2 + 290 — 20, —T2 + Yo — 222, Y2 — 22)
= A (ur) + pf(ug)

b) Déterminer une base du noyau de f.

(:c—|—2y—z:O
(ZE,y,Z)EK@T(f)@ —J]+y—2Z:O
ly—2=0
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N r+2y—z=0
y—2=0
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=
y—2=0

Ainsi, Ker(f) = Vect(—1,1,1) et une base de Ker(f) est (—1,1,1).
¢) Déterminer le rang de f.
Par le théoréeme du rang, rg(f) = dim(R?) — dim(Ker(f)) =3 —1= 2.

3. (/1 points) Compléter :
Si (e1,...,e,) est une base de F, si (x1,...,x,) est une famille de vecteurs de F', alors il existe une
unique application linéaire de E dans F' telle que f(e;) = x; pour tout i.

4. ( / 3 points) Compléter (on exprimera F' et G en fonction de p et s) :
pop=Dp sos=1dg
F =1Im(p) = Ker(p — Idg) = Inv(p) = Ker(s — Idg)
G = Ker(p) = Ker(s + 1dg)



