PCSI5 Lycée Saint Louis

DS2
Correction du Devoir surveillé du 10/10/15

Exercice 1
1. La fonction cos est définie sur R a valeurs dans [—1,1]. arccos est définie sur [—1,1] donc
arccosocos est définie sur R. la fonction sinus est définie sur R a valeurs dans [—1, 1] donc
arcsin o sin est définie sur R.
En conclusion, f est définie sur R.
Toutes les fonctions composant f sont continues sur leurs domaines de définition respectifs. f
est donc continue sur son domaine de définition, c’est a dire sur R.

2. Yz € R, —z € R. De plus, cos(—z) = cos(x). Ainsi, f(—x) = f(x).
f est donc paire.
3. Pour tout u € [—1, 1], posons g(u) = arccos(—u) + arccos(u).
1 1 1

N \/1—(—u)2_\/1—u2:\/1—u2_

g est dérivable sur | —1,1[ et pour tout u €] —1, 1], ¢’(u)
1
V1—u?
g est donc constante sur | — 1, 1[. De plus, g(0) = 2arccos(0) = 7. Ainsi, pour tout u €] — 1, 1],

g(u) = .
Or, g est continue en 1 et en —1 donc on a : Yu € [—1,1], g(u) = .

=0.

4. Ve eR, z+7meR.
Et: f(z+m) = arcsin [sin (arccos(cos(a:%—ﬂ)))} = arcsin {sin (arccos(— cos(:p)))} = arcsin [sin (7T—
arccos(cos(a:))) d’apres la question précédente.
Ainsi, f(m + x) = arcsin {sin (77 - arccos(cos(a:)))] = arcsin {sin (arccos(cos(x)))} = f(x).

Donc f est m-périodique.

9. e f étant m-périodique, il suffit de tracer la courbe représentative de f, notée Cy, sur un
intervalle de longueur 7 puis d’effectuer des translations de vecteur kwi, k € Z. On fait le
choix d’étudier f sur [—z, z}.
272
e De plus, f est paire. Il suffit donc de I'étudier sur [0, g} puis d’effectuer une symétrie de
Cy par rapport a ’axe des ordonnées.

e Pour tout z € [0, g], arccos(cos(x)) = x. Ainsi, f(x) = arcsin(sin(z)) = x.

obtient finalement la courbe suivante :

ol

Sy

NI
w3 1
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Exercice 2
1. Posons h(x) = 2sh(z) 4+ 1. La fonction h est définie et continue sur R puisque sh l’est. Elle est
de plus dérivable sur R, et pour tout x € R, on a h/(z) = 2ch(z).Puisque h'(z) > 0 pour tout
x € R, la fonction A est strictement croissante.

Calculons les limites de h en oo : on sait que lim sh(z) = +oo et lim sh(z) = —oo. D’ou
T—r—+00 r——00
immédiatement lim h(x) = +oo et lim h(zx) = —oo.
T——+00 T——00
On a donc montré que h est continue et strictement croissante sur R. Elle réalise donc une
bijection de R sur | lim h(z) = —oo, lim h(x)[ =] — 00, 4+00[. L’équation h(z) = 0 admet
T—r—00 r—r+00
donc une unique solution a sur R. En particulier, h est négative sur | — 0o, a| et positive sur
[a, +0o0[, et on a :
1
h(a) =0 = 2sh(a) +1 =0 = sh(a) = ~3

2. Pour z € R, on pose u(z) = ch?(x) + sh(z). La fonction u est définie et continue sur R comme
somme et produit de fonctions continues. Elle est de plus dérivable sur cet intervalle, et on a
pour tout x € R :

u'(z) = 2sh(x)ch(x) + ch(z) = ch(z)(2sh(z) + 1).
Puisque ch(z) > 1 pour tout z € R, u/(z) est du signe de 2sh(z) + 1. On obtient donc le tableau
de variations suivant pour w :

T —00 a +o00
u'(x) - 0 +
4

En particulier v admet un minimum global en a qui vaut :
9 9 1 1 3
u(a) = ch*(a) 4+ sh(a) = 1 + sh*(a) + sh(a) = 1—1—1—5 =1 > 0.

Ainsi u(x) > 0 pour tout x € R.

3. Posons f(z) = ¢s*® — gz — 1. La fonction f est bien définie et continue sur R comme composée
et sommes de fonctions continue. Elle est de plus dérivable sur cet intervalle, et on a pour tout
recR:

f'(x) = ch(z)e® — 1.

La fonction f’ est de nouveau dérivable sur R, et on a pour tout € R :
f”(.%') = (Ch(w)z + Sh($))eSh(x) — u(x)esh(x)'

Par ce qu'on a fait & la question 2., on en déduit que f”(z) > 0 sur R et donc que f’ est
strictement croissante sur R. On obtient donc le tableau de variations suivant pour f.

x —00 0 +0oo
f(x) - 0 +
0
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En particulier, on obtient que f(z) > 0 pour tout z € R.

4. Par la question 3., on a déja que 1 + x < es"(®) pour tout x € R, et donc en particulier pour
x €]0,1[. Montrons la deuxieme inégalité. Soit donc x €]0,1[. On applique I'inégalité du 3. a
—x

0<1l-—2< esh(fx) — efsh(x)
1

1—x

car la fonction sh est impaire. Dol en passant & l'inverse : eSh(®) <

1
1—a

On obtient finalement l'inégalité suivante, valable pour tout x €]0,1[: 1+ z < ¢M®) <

5. On applique le logarithme aux inégalités précédentes (rappelons que le logarithme est strictement
croissant et conserve donc les inégalités, et qu’on a ici a faire & des nombres strictement positifs
pour lesquels on peut bien appliquer In) : pour tout x €]0, 1],

In(1+ z) <sh(z) < —In(1 — z).

A présent pour n > 2 et p € N*, on a % €]0, 1] pour tout n < k < np. On peut donc prendre
x = 1/k dans les inégalités précédentes. D’ou

In(1 + 1/k) < sh(1/k) < —In(1 — 1/k),

n () =0 (3) = ()

pour tout n < k < np. On peut donc sommer ces inégalités pour n < k < np. On obtient :

(k1) s, (] o~ (k=1
S () =X (a) =2 ()

k=n

soit encore :

soit encore :

i(ln(l{ +1) —1In(k)) < S5, < — i(ln(k — 1) —In(k).
k=n k=n

Les sommes a gauche et a droite sont télescopiques. On obtient donc finalement :

In(np+1) —In(n) < S, < —(In(n — 1) — In(np).
On a ainsi montré que pour tout n > 2 :
In (np—i—l) <S5, <—In <n—1>.
n np

6. On fixe l'entier p € N* et on passe a la limite quand n — +o00. On a :

1 1
lim In (np i ) = lim In (p + > = In(p)
n

n—+00 n n—s+o0o
—1 1 1
lim —In (n ) = lim In ( - ) = —1In(1/p) = In(p)
n——+o0o np n——+0o00 p np

Par le théoreme des gendarmes, on en déduit finalement que lirf Sy, = In(p).
n—-+0oo

Déterminer alors la limite de S,, lorsque n tend vers +oo.
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Exercice 3
1. On sait que pour tout x €]0, 27[, e'* # 1. Ainsi,

n - .
VA F. de Moivre Z( Za:)k _ 1 - (elx)n+1 F. de Moivre 1-— (el(”ﬂ)‘”
- C) T T e B 1—eim
k=0
7:(n-‘,-l)z i (n+1)zx 7:(n-‘,-l):c _21 Sin (n+1)m
_e T e T —e 2 F. d’Buler jne 2
els e7i5 — i3 —2i sin (%)
o sin ((n-;l)x)
jne
=e'"2 X
sin (%)
noo. km . . /nm noo. km . . noo. km
2. (a) Sp= > sin <> — sin(0) — sin (—) = Y sin| — | —sin(0) —sin(r) = > sin | —
k=0 n n k=0 n E=0 n

car sin(0) = sin(m) = 0.
n ke n -k
n utilisant la question précéedente, = mle ) = m e e . On peut alors
b) E ili 1 i Scéd S, 1 ¢ 1 ¢ (0] 1
k=0 k=0

b
utiliser la premieére question, en prenant x = — €]0, 27[. On obtient donc :
n

S, = Im | e Sin(%) _Sin(72r+7;)[m<i“)

2
e sin (4-) ~ sin () “*
s o
_ cos (i")lm A= c?s (%Tn) _ 1 _
(7)) (D)

carn>2d0n02—7é—etcos< >7é0

(c) Prenons n =4. On a bien n > 2. D’apres la question précédente, on a donc :

1 2
7:S4zsin(z>+sin(z)+sin Y V2 B
ton (2) 1 2 1 2

8

us 1
Ainsi, tan (—) =—=v2-1
8/ V2+1
T
1 2 9,
(d) Pour tout n >2,ona: — = — = = 2n7T .
n ™
ntan (—) tan (—)
2n 2n
o (5,) _
; _
Or, lim T — 0. Donc en utilisant que lim an(z) =1, on obtient que lim 7r2 =
n—+oo2n x—0 xT n——+o0o a
2n
S, 2
1 donc lim —* ==
n—+o0o N 71'

Probléme 1

1. tan est définie pour x € R tel que cos(z) # 0, i.e. x # 5 [r]. On a donc D = R\{5 + k7 ;
ke Z}.

2. Pour tout x € R, ch?(zx) —sh?(z) = 1.

3. (a) f est dérivable sur R comme composée de fonctions qui le sont, g comme composée et
quotient (le dénominateur ne s’annulant pas puisque ch est a valeurs positives) de fonctions
qui le sont.
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(b) Pour z € R, on a :

R S 1 B ch(x) _ch(z) 1
P = s O ) = 2((e) — () 7 o2 (@) 2ch2(x)  2eh(e)
et
J(z) = ( sh(x) )’ 1 - ch(zx)(1 + ch(z)) — sh?(z) y (14 ch(z))? i
ch(x ch(x))? ch(x))2 + sh*(x
1+ ch(z) 1+(1+C§1())) (1 + ch(z)) (1 + ch(z))? 4 sh*(z)
_ ch(z) + ch?(x) — sh?(x) B ch(z) +1
"~ 1+ 2ch(z) + ch®(z) +sh®(z)  ch®(x) — sh?(x) + 2ch(z) + ch®(z) + sh?(z)
ch(z)+1 1

" 2ch(z) + 2¢h%(z)  2¢h(z)

(c) On a vu dans la question précédente que pour z € R, f'(z) = ¢'(z), ce qui donne (f —
9)'(x) = 0. La fonction f—g est donc constante sur R, de valeur (f—g)(0) = f(0)—g(0) = 0.
On a donc f(x) = g(x) pour tout x € R.

4. (a) Pour z € R, on a 2f(x) = arctan(sh(x)) €] — 7, 5[. Ainsi 2f(x) € D et tan(2f(x)) est bien
défini. De plus,
tan(2f(z)) = tan(arctan(sh(z))) = sh(x).

(b) La fonction h est dérivable comme quotient de fonctions qui le sont (le dénominateur ne
s’annulant pas), et pour x € R,

ch(z)(1 + ch(z)) —sh*(z) _ ch(x)+ch?*(z) —sh*(z)  1+ch(z) 1

R )N | U= Yeo) R (A 05l Wy

>0

donc h est strictement croissante sur R. De plus, on a :

sh(z)  2sh(z) = e"—e ¥ 1+e 2 N
1+ch(z) 2+2h(z) 2+et+e® 142 %4 e 2% astoo

h(z) = 1

et de méme (ou par imparité de h), h(z) — —1. Comme h est strictement croissante,
T—r—00

on en déduit que pour z € R, —1 < h(z) < 1.

(c) D’apres la question précédente, pour xz € R, —1 < h(z) < 1. Comme arctan est strictement
croissante, ceci implique —% < arctan(h(z)) < 7 puis 2g(z) €] — 5, §[. Ainsi 2g(z) € D et
tan(2g(x)) est bien défini. De plus, on calcule :

~ 2tan(g(z))  2tan(arctan(h(z)))  2h(z)
tan(29(2)) = T2 (@) ~ 1= tan(arctan(h(2))) — 1= h(z)?
B osh(z)(1+ch(z))  2sh(z)(1+ ch(x))

— ) _
B 1— ( sh(x) ) ~ (1+4ch(z))2 —sh?®(z) 1+ 2ch(x)+ ch?(x) — sh?(x)
1+ch(z)

_ 2sh(z)(1 +ch(z))
= T ohom@) @)

(d) Les deux questions précédentes montrent que pour z € R, tan(2f(z)) = tan(2¢g(z)), donc
2f(x) = 2g(x) [r]. Or on a vu au 4.b que 2f(z) €] — 5, 5[ et au 4.c que 2g(x) €] — 7, 5.
Ainsi 2f(x) = 2g(x) et f(z) = g(z).

5 Ona (3) LIn(3) / /
1 =In —=1n 1/2 —1/2 1 2
ch(lm@y-C e 3TASTE S+l 2
2 2 2 2V3 V3
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et de méme sh(31n(3)) = —=. L'égalité f(z) = g(z) en x =

1
On en déduit que tan (1> =

Lycée Saint Louis

In(3) donne donc :

N[ =

}arctan <1> = arctan % ie T arctan <1>
5 3)~ 1+ Z) s 2+v3)°

12

Probléme 2

1. (Eg) :

2.

1
Le discriminant vaut A = —3. Ainsi, les solutions de (E2) sont 5 +i—=jet

224+z2z41=0.
V3

1 V3,
- — 11— ="
2 2 2

Elles sont toutes deux de modules 1 donc strictement inférieur a 2.

(a)

f est dérivable sur R en tant que fonction polynomiale et pour tout z € R, on a : f'(t) =
3t 4+ 1 > 0. Ainsi, f est strictement croissante sur R. De plus, th? f(t) = 400 et
—+00

lim f(t) = —o0.
t——o0
Ainsi, f est continue et strictement croissante sur R. Elle réalise donc une bijection de R
dans f(R) = R. Ainsi, I"équation f(t) = 0 admet une unique solution réelle que 1’on note

T.

3
De plus, f(—-1) = =1 < 0et f <—> =3 0. Ainsi, d’apres le théoreme des valeurs

1
intermédiaires, r € } -1, —3 [

Si on développe 'expression de P, on obtient :

X3+ X+1=X3 —XQ(zl + 204 7)+ X(rz1 +rze+ 2122) — rz122

z21+204+1r=0
Par identification des coefficients, on a : rz1+rzo+ 21290 =1 .
—rz129 =1

1 1
D’ou 214+ 29 = —r. De plus, r € } -1, —3 [, ainsi, 7 # 0. On en déduit donc que z129 = ——.
r

1
D’apres la question précédente, on a : |21 + lo| = | — 7| =|r| € } 2’ 1[ d’apres la question

1
2.(a). Do, = < |21 + 22| < 1.

-1 1 1 1
De méme, |z129| = ‘ = ’ = dfrac—1r. Or, =1 <r < —5 donc 5 < —r < 1 et par
r
décroissance de la fonction inverse sur R*, on a : 2 > — > 1. Finalement, on obtient :
r
1 <|z122] < 2.

1 2
On sait que 1 < |z122] < 2 donc |z1] # 0 et il < |z2| < ol Si on suppose de plus que
Z1 Z1

1
|z1| > 2, on obtient alors : — < —. Ainsi, |22| < = = 1.
Z1| 2 2

|z1| = |22 + 21 — 22| < |22]| + |21 + 22| d’apres 'inégalité triangulaire. Or, d’apres la question
2. (c), on sait que |z + 22| < 1. Finalement, on obtient : |z1]| < |z2| + 1.

Si on suppose |z1| > 2, on a donc montré que |z1| < 1+ |z2| < 2 Absurde.

D’apres la démonstration par 'absurde de la question précédente, on sait que |z1| < 2. Par
symétrie des roles de |z1| et |z2|, on obtient de méme |z3| < 2 Enfin, d’apres la question

1
2.(a), r € ] —5,—1 [ donc |r| <1< 2.
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(a) ¢ est dérivable sur [2,+oo[ et pour tout t € [2,+00[, ¢/(t) = nt"~* — 1. Puisque ¢t > 2 et
n > 2, ona ntvl—1>np2n -1 >2-1=1. Ainsi, ¢ est strictement croissante sur
2 . De pl li = 1 n = 2)=2"-3.
[2,4+00[. De plus, t_}inoogb(t) t_grnoot +00 et ¢(2) 3
Or, par croissance de ¢ sur [2,+o0o[, on en déduit que pour tout ¢t € [2, +00], ¢(t) > ¢(2) >
4 —3=1car n > 2. Ainsi, ¢ est strictement positive sur [2, +0o0[.

(b) Supposons que z" = z + 1. Raisonnons par l’absurde. Supposons que |z| > 2.
z" = z+4+ 1 donc z" = —z — 1. Ainsi, d’apres l'inégalité triangulaire, on en déduit que
2" < | —z—1] < |z] + 1.
De plus, on suppose que |z| > 2, d’aprés la question précédente, on en déduit que ¢(|z|) > 0
(¢(|z]) est bien défini car |z| > 2). Ainsi, |2"| > |z| + 1.
On obtient ainsi une contradiction.
On a donc bien montré que (z” +z241= 0) = {|z| < 2).

(c¢) La réciproque est fausse. Prenons z = 1. On a bien |z| < 1 et pourtant 2" + 2z +1 =3 # 0.

Probleme 3

1.

2.

La fonction f est définie et continue sur R en tant que fonction polynomiale. Elle est de plus
dérivable sur cet intervalle, et on a f’(z) = 322 — 12 = 3(x — 2)(z + 2) pour tout z € R. On
obtient le tableau de variation suivant pour f :

T —00 —2 2 400
f(x) + 0 — 0 +
8 400
— 00 —24

On calcule les limites de f en o0 :

lim f(z) = lim $3(1—12—8>:+oo : lim f(z) = lim 933(1——):—00

T—r+400 T—r+00 1‘2 x3 T——00 T—r—00

D’apres le tableau de variation, la fonction f est continue et strictement croissante sur | — oo, —2].
Elle réalise donc une bijection de | — oo, —2] sur | — 00, 8]. Puisque 0 €] — o0, 8], on en déduit
que 'équation f(z) = 0 admet une unique solution dans l'intervalle | — oo, —2].

On montre de méme que ’équation f(x) = 0 admet une unique solution dans l'intervalle | —2, 2],
et une unique dans Uintervalle ]2, +-o00].

Il y a donc exactement 3 solutions réelles a 1’équation (FE).

(a) On a pour tout 0 € R,

i0 —i0\ 3
1 . . . .
COS3(9) _ (6 ‘1‘26 ) _ g(e?n_, + 3619 + 36710 + 67310)

1 1 3
= §(2 cos(360) + 3cos(f)) = 1 cos(30) + 1 cos(0).
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On cherche les solutions de (E) sous la forme z = acos(#) (avec a et 0 réels). On a :

1 3
f(acos()) = a3 cos®() — 12acos(h) — 8 = a3 (4 cos(30) + 1 cos(H)) —12acos(f) — 8
3 3
= QZ cos(30) + (3% — 12a) cos(f) — 8
Pour a = 4, on a % — 12a = 0, et donc 4 cos(f) est solution de (E) si et seulement si
16 cos(36) = 8.

On doit donc résoudre I'équation cos(30) = %. Ceci est équivalent & 30 = g[QTF] ou 360 =

—z[2w], soit encore & 6 = g [2Z] oud = _% (2]

On obtient finalement 6 = %[277], 0 = %[2%], 0= %[277] ouf = —%[2ﬂ, 0= %[2%],
= 2" [2n]

Ainsi les valeurs possibles pour 4 cos(#) sont donc 4 cos(7/9) (= 4cos(—n/9), 4cos(57/9)
(=4cos(137/9)) et 4cos(7m/9) (= 4cos(117/9)).

Finalement on a obtenu 3 solutions de ’équation (E), qui sont 4cos(mw/9), 4cos(57/9)
et 4cos(7m/9). Puisque d’apres 1., on sait qu’il y a exectement 3 racines réelles a cette
équation, on en déduit que I’ensemble des solutions de I’équation (E) est donc :

{4 cos(m/9),4 cos(5m/9),4 cos(Tm/9)}

Soit = u + v une solution de (F), avec u,v € C. On a en remplagant dans (E) :
ud + 3uPv 4 3uv? + 03 — 120 — 120 -8 =0

soit encore :
ud + 3 + 3uv(u +v) — 12(u+v) — 8 = 0.

Supposons que uv = 4, on obtient alors en remplacant u® + v3 = 8.

On suppose toujours que uv = 4. On a donc u® + v3 = 8, et uv? = 64. On sait alors
que u? et v3 sont solutions du polynéme du second degré suivant : P(X) = X2 —8X + 64.
Le discriminant de ce polynéme vaut —3 x 64, et les racines sont donc 4 + 4iv/3 = 8¢*'3.
Ainsi, les valeurs possibles pour u? et v3 sont :

On doit donc chercher les racines 3-idmes de l'unité de 8¢'3. Une racine 3-itme partic-
ulidre est donnée par 2¢'5, on obtient alors toutes les autres en multipliant par les racines
troisitmes de D'unité : 2¢'s, Qei%,QeiBTﬂ.

En utilisant que uv = 4, on obtient finalement 6 couples possibles pour (u,v) :

- 137

(2¢'5,2¢75), (Qei%,Qe_i%), (QeiBTW,Qe_lT)
(2e775,2¢'5),  (2e775,2647), (2797, 265),
Les 3 solutions = u + v correspondantes sont donc

T i 137 5T
4cos(=), 4cos(—), 4cos(—) =4cos(—).
(5), cos(), dcos(~5) = eos()
On a ainsi obtenu de cette maniére 3 solutions de ’équation (E). Puisque qu’'on a vu qu’il y
en avait exactement trois, on les a toutes obtenues. On retrouve en particulier les solutions

qu’on avait obtenu précédemment.




