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Correction du devoir maison

Probleme 1

Partie I. Convergence de deux suites

On considere les suites définies par :
n! se\n
Vn e N*  u, =— (—) et vy, = In(uy).
1. Pour n € N*, on a

Upnt1 —Up=In((n+ 1)) +n+1—(n+1)In(n+1) — %ln(n +1)—In(n!) —=n+nln(n) + %ln(n)

zln(n+1)+1—(n+g)1n(n+1)+(n+%)1n(n)

:1—(n+%)(ln(n+1)—ln(n)):1—(n+%)ln (1—1—1)

n
:1_(n+1)<1_1+1+0<1>>
2’\n  2n?2  3n3 n3
:11+111+1+0(1>:1+0<1)
2n  3n?  2n  4n2 n3 12n2 n3
1

Ainsi vy, — vpg1 ~ T3z, donc vy — vpgr > 0 a partir d’un certain rang. Par le critere de
comparaison des séries & termes positifs, > (v, — v,41) converge. Ainsi Y (v,41 — vy,) converge.

2. La série S = > (vp41 — vp) converge. Or S, = v,41 — vg, donc on en déduit que (vy,)npen
converge.

3. Par continuité d’exponentielle, (u,)nen+ converge. On a donc A € R% tel que n! ~ A\y/nn™e™".

Partie II. Calcul de la constante k&

3 T 3 2
1. (a) W():/ dt = — et W1:/ sintdt = {—cost} =1.
0 2 0 0

(b) Soit n € N. Par intégration par parties, les fonctions ¢ + cost et t + sin® !¢ étant de

classe C! sur [0, g], on a :

% : ont1 on+1 2 2 n
Whio = sint x sin""t = |costsin"" t| — cost(n + 1)(— costsin™ t)dt
0

0 0
2 L ) 2 2 E ) 2 102
= (n—i—l)/ sin” t cos” tdt = (n+1)/ sin” t cos” t(1 — sin” t)dt
0 0

=n+1)W, —(n+1)IWn+2.

n+1

On en déduit que (n + 2)Wy42 = (n + 1)W,, puis que W49 = )
n

ne
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(c¢) De la relation de récurrence de la question précédente, on obtient, pour p € N :

(2p —1)(2p—3) Loy

2p—1
Vo = 2 = e p - 2)
_ @D -3)@p-5, @ -1x@Zp-3)x---x1,,
2p=6 2p) x (2p—2)x---x2

(2p)(2p —2)(2p —4)
[(2p—1)x (2p—3) x---x 1] x[(2p) x (2p—2) X -+ x 2] o7
2

N [(2p) % (2p —2) x -+ x 22
(2p)! Xg @p)! 7

T 2T w2 " 2
et de méme :
_ 2% __(2p)(2p-2)
Mo = g 1 T - 1)
~ (2p)(2p—-2)(2p—4) 7 o (2p) x (2p —2) X -+ x 2 .
T @D -1 -3) T 2p+ ) x(2p—1) x---x3
_ [(2p) x (2p —2) x -+ x 2]?
o l@2p+1) x (2p—1) x - x 3] x [(2p) x (2p—2) x -+ x 2]
(2Ppl)* 4P (p!)?
S (2p+1)! T (2p+ 1)
2. (a) Soit n € N, on a

bl 2
W1 — Wy, = / (sin" ™t — sin™ t)dt = / sin" t(sint — 1)dt <0
0 0

puisque pour tout ¢ € [0,5], 0 <sint¢ < 1, donc sin” ¢(1 — sint) < 0. La suite (Wp)nen est

donc décroissante. D’ou :

Vp e N*, Wapp1 < Wap < Wopg.

(b) Soit n € N. Comme pour tout t € [0,%
lintégrale, on a W,, > 0. De plus W,, # 0 car la fonction ¢ +— sin"(¢) est continue et
positive et non identiquement nulle sur [0, g] On en déduit en divisant par Wapy1 :

W Wop—
2p< 2p—1

}, 0 < sint, donc 0 < sin™t. Par positivité de

1< < 2p + 1.
Wopt1 = Wappa 2p

existe et on a :

Ainsi par le théoreme des gendarmes, lim
p——+00 W2p+1

. Wo
lim P —1.
p—+00 W2p+1

3. Ona: (2p)
Wap _M(Z!).2><72T_(2p+1)7r( (2p)! )2%1
T 4p(p!)? - 20 (p))2
W2p+1 (2p£1)! 2 2 p(p-)

Ainsi, on a bien :

o) ~a (o)~
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4. Grace a ’équivalent précédent, on en déduit que :
2% (p!)?
(2p)!

P
Or p! ~ k\/p (2> , d’ot1 en remplacant dans I’expression :
e

2p
o2, (P
222 (p!)? N 2 kp(e) :k\/g
5

(2p)! o <2ep>2p

7, soit encore k = /2.

Finalement on obtient que

Sk
|

Partie III. Applications

1. Le lancé d’une piece correspond a une expérience aléatoire a deux issus, pile ou face, avec la
probabilité de succes p (pour pile par exemple). On répete n fois cette expérience, d’ou une
probabilité p; d’avoir k succes égale a :

Pr = <Z>pk(1 —p)" .

D’ou dans le cas qui nous intéresse (p = 1/2 car la piece est équilibrée) :

- (2:)11:1(%)!‘

9n g — 4 (n))2

En utilisant la formule de Stirling, on obtient :

Ainsi, on a bien que p, ~

2. On calcule la somme partielle de cette série pour n € N :

n

2k 4+ 1\"
Zuk—Zln<2k_1> -n

—in 2n+1)" (2n—-1)"" 3i .
2n—1)" (2n—3)n—1 11
(2n+1) n
ln( n—l 2n—3)...1>_ln(e)
(@) en)en-2)...2
2n'><e"
(2n + 1)"2"n!
=In
S (2n)! xer

Or on a avec la formule de Stirling :

n
(2n)! x en (2n)2" 2

n
o X e

4mn

e
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2n
converge et que :

2 \" 1
Comme enfin < nt > = exp <nln <1 + >> — e1/2, on en déduit finalement que > upy

Probleme 2

Partie I. Etude de deux applications

1. Pour tout P € Ro[X], on a :

deg(P @) +P (X2+1>) < max(P @) P <X2+1)) = max(P (X),P (X)) < 2.

Donc f est bien a valeurs dans Ro[X]. Elle est de plus linéaire car pour tout P,Q € Ry[X] et
AMu€eR ona:

P +pQ) = % [(AP + 1Q) ();) + (AP + Q) <X2Hﬂ

()i (55) 1) 0 (5
=AM (P) + pf(Q)

Donc f est linéaire et est un endomorphisme de Ry[X].

NP

X
X+1 1
+ 3 = 4 det

2. f(1) =1, £(X) = ;

f(x?) =

Ainsi la matrice de f dans la base B de Ro[X] est :

X2+X2+2X+1
8 8 '

1 1/4 1/8
Matg(f)=10 1/2 1/4
0 0 1/4

3. La matrice Matp(f) est triangulaire supérieure avec des coefficients non nuls sur la diagonale.
On en déduit qu’elle est inversible. En particulier f est un automorphisme de Ro[X]. Elle est
donc en particulier injective et surjective.

4. Pour tout P,Q € Ry[X] et A,p € R, on a:
SOP +1Q) = (AP + uQ)(1) = AP(1) + uQ(1) = A$(P) + pd(Q)
Donc ¢ est linéaire, c’est une forme linéaire.
5. Ona P e Ker(¢) < P(1) =0+ (X — 1)|P. Ainsi on a :
Ker(¢) = {(aX +b)(X — 1)|a,b € R} = Vect(X (X — 1), (X — 1)).

Comme les vecteurs X (X —1) et X —1 ne sont pas colinéaires, on en déduit que (X (X —1),X—1)
est une base de Ker(¢), et donc que dim Ker(¢) = 2.

6. L’application ¢ n’est pas injective car Ker(¢) # {Og}. Elle est surjective car par le théoréme
du rang rg(¢) = 1 = dim(R). Puisque Im(¢) C R, on a bien Im(¢) = R et ¢ est surjective.
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Partie II. Calcul des puissances successives d’une matrice

1. La famille B’ est de degré échelonnée, donc ¢’est une famille libre de 3 vecteurs de Ry[X]. Puisque
la dimension de Ro[X] est 3, on en déduit que c’est une base de cet espace.

1 1 1
2.Q=[0 -2 -6
0 0 6

3. @ est inversible en tant que matrice de passage entre deux bases (ou parce que @ est triangulaire
supérieure a coefficients diagonaux non nuls). On calcule son inverse par le pivot de Gauss, on

obtient :
1 1/2  2/6
Ql'=10 —-1/2 -3/6
0o 0 1/6

4 f(1) =1, f(=2X +1) = —2f(X) + f(1) = %(_2)( +1) et

f(6X? —6X +1)=6f(X?) —6f(X)+ f(1)= 1(6X2—6X+1)

Ainsi on obtient :
0

1 0
M=10 1/2 0
0 0 1/4
5. On a A= Matg(f), M = Matp (f) et Q = Pg . Par les formules de changement de bases, on

en déduit que :
M=Q1'AQ =A=QMQ '

Des lors, A° = I3, A' = QMQ™', A2 = QMQ'QMQ™' = QMIzMQ™"' = QM?*Q~'. On
montre alors par récurrence (laissée au lecteur, faites 1a si cela n’est pas clair pour vous !) que
pour tout n € N :

= QM"Q L.
Or M est une matrice diagonale, d’oti immédiatement :
1 0 0
M* =10 1/2» 0
0o 0 1/4™
Reste & présent & faire le produit matriciel A = QM™Q~! dont on connait tous les termes. On
trouve :
1 1 1 1
L s(-m) 3(0+)
A=1o0 © L 0
27L
0 0 >

6. Soit n € Net P =a+bX +cX? avec (a,b,c) € R3, on a grace & I'expression de A" :

PP = 0f () + 100 +es) = a [ 3o+ 4 (1 L) e[ 3 (1= )] +e

2 2 AL
1 1 1 1 b
7.0na¢(f"(P) =al—4+=1+5)+b0|(=+=-(1-5) +cquitendversg+f+c:
2n 3 2n 2 3 2
1 1
/ at® 4 bt 4 ¢ dt = / P(t)dt. D’ou le résultat.
0 0
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Partie III. Une autre preuve du résultat précédent

1. La propriété est vraie au rang 1 par définition de f.

Soit n € N* et supposons la propriété vraie au rang n. Au rang n+ 1, on a pour tout P € Ro[X]

frEUP) = [T o f(P)
1 X X +1
ralr(z) e (550)))
1 X X+1
= ifn <P 2>> + (P (;)) par linéarité de f"
_— X+k
1 X +k
= onil P ( 27:_1 > +P Wf par hypothese de récurrence
k=0
1S (X +k X +k+2n
= gntl P( on+1 > +P <2n+1>
k=0
m—1
1 X+k X +k+2
= ont1 P<2n 1>+2n+12 <2n+1>
=0
m—1 on+1_
1 X +k 1 X+k
= Jni P ( 27:1 > + on il Z P (27:1> par changement de variables
k=0 k=2n
antl_g
X+k
=g 2 PGt

k=0

D’ou la propriété au rang n + 1. On conclut par principe de récurrence.

2. On en déduit que pour tout P € Ro[X], n € N*,

2n—1

D

k=0

1

o(f"(P)) = o

1+k

P - m5r(X)

On reconnait une somme de Riemann associée a P entre 0 et 1. P étant une fonction continue
sur R, on en déduit que :

lim ¢ (f"(P

n—-+00

/p




