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Feuille de TD n◦ 5

Fractions rationnelles

Exercice 1. Décomposer chacune des fractions rationnelles suivantes en éléments simples dans
R(X)

F1 =
X4 + 1

X2 − 4
; F2 =

1

X2(X + 1)
; F3 =

X4 + 1

X3 −X
; F4 =

2X + 1

X5 −X4 −X3 + X2

En déduire la dérivée neme de F1, les branches infinies de x 7→ F3(x) et une primitive de F2 et
F4.

Exercice 2. Décomposer chacune des fractions rationnelles suivantes en éléments simples dans
C(X)

F1 =
1

(X3 − 1)2
; F2 =

1

X4 + 1

On pourra pour cela calculer F1(jX) et F2(iX).

Exercice 3. Décomposer chacune des fractions rationnelles suivantes en éléments simples dans
C(X) et R(X)

F1 =
X2 + X + 1

(X − 1)(X − 2)2(X2 + 1)
; F2 =

1

X3 − 1
; F3 =

X4

(X2 + X + 1)2(X − 1)

Exercice 4. Calculer

Sn =

n∑
k=1

1

k(k + 1)(k + 2)

et en déduire la limite de Sn.

Exercice 5. Décomposer, de deux manières, en éléments simples dans C(X)

1

Xn − 1
.

En déduire que
∏
h6=k |zh − zk| = n

n
2 où zk = exp(2ikπn ).

Exercice 6. Soit P ∈ Rn−1[X]. Décomposer en éléments simples dans C(X) la fraction
P

Xn − 1
et en déduire l’égalité

P (0) =
1

n

∑
ω∈Un

P (ω).
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Pour vous exercer

Exercice 7. Décomposer les fractions

– F1 =
X5 + 1

X2 − 1

(
= X3 + X +

1

X − 1

)
,

– F2 =
X − 1

X3(X + 1)

(
=

2

X + 1
− 2

X
+

2

X2
− 1

X3

)
,

– F3 =
X3

(X − 1)(X − 2)(X − 3)

(
= 1 +

1

2(X − 1)
− 8

X − 2
+

27

2(X − 3)

)
.
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