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La calculatrice n’est pas autorisée, ainsi que les documents de cours et de TD. Chaque réponse
doit étre justifiée. Un soin particulier devra étre apporté a la rédaction.

Les exercices sont indépendants et peuvent étre traité dans un ordre quelconque.

Exercice 1.

1. Prouver que le produit d’un nombre quelconque d’entiers positifs de la forme 4k + 1
(k € N*) est encore un entier positif de la forme 4k + 1 (k € N*¥).

2. On consideére 'ensemble E des nombres premiers de la forme 4k — 1 (k € N¥).

(a) On suppose que F est fini : E = {p1, -+ ,pn}, et on pose alors x = 4p; ---p, — 1.
Montrer que z possede au moins un diviseur premier dans E' (utiliser la question 1.).

(b) Que peut-on en déduire ?
Exercice 2. Dans cet exercice on cherche & déterminer tous les polynémes P € R[X] vérifiant
les conditions :
P(0)=0 et P(X*>+1)=P(X)*+1. (%)

On définit une suite (u,)nen par up = 0 et u, 41 = u2 + 1 pour tout n € N.

1. Montrer que si P € R[X] vérifie (x) alors P(u,,) = u, pour tout n € N.

2. La suite (u,) comporte-t-elle un nombre fini ou infini de termes? Justifier la réponse.

3. En déduire que P(X) = X.
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Exercice 3. Soit n € N*. Dans cet exercice on cherche a calculer la quantité a,, = H sin(—).
. k=1 "
Pour tout k =0,...,n — 1, on pose z; = 2ie’ n sin(%”).

1. Montrer que les solutions dans C de ’équation (z + 1)™ = 1 sont les nombres complexes
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2. Soit P(X) = Z(X +1)*. Montrer que le polynéme (X 41)" — 1 se factorise sous la forme
k=0

(X +1)"—1= XP(X), et en déduire que les racines complexes de P sont les nombres
21y 3 ”n—1-
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3. On note a, = H sin(—). Démontrer que H e'n =i""1 et en déduire I'égalité
k=1 "
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4. Utiliser la question 2. pour obtenir une autre expression du produit H Z-
k=1
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n

5. Déduire de ce qui précede la formule a,, = o1

Exercice 4. Donner les décompositions en éléments simples dans R(X) des fractions ration-
nelles suivantes.

(X - 12(XZ 1)
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