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Devoir Surveillé n° 1
Mercredi 9 Octobre - Durée 2h

La calculatrice n’est pas autorisée, ainsi que les documents de cours et de TD. Chaque réponse
doit étre justifice. Un soin particulier devra étre apporté a la rédaction. Le devoir est volontai-
rement trop long, le baréme sera établi en conséquence.

Exercice 1. Questions de cours
1. Soit f: (G,*) — (G’,*") un morphisme de groupes. Montrer que
Ker(f) := {z € G|f(z) = ec}

est un sous-groupe de G, et que
Ker(f) = {eg} < f est injective.

2. Soit (G, *) un groupe, H; C G (i € I) des sous-groupes de G. Montrer que ﬂHZ est un
el
sous-groupe de G.
Exercice 2. On considere les applications de R — {0,1} dans R — {0,1}

firx—x; fg:l’H%; fs:x—1—2x;
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1. Ecrire la table de composition o des applications f;, i =1,--- ,6.

2. En déduire que G = {f1, fo, f3, f1, 5, f6} est un sous-groupe du groupe des bijections de
I'ensemble R — {0,1} muni de la loi o.

3. On considere le groupe S3 des permutations de l’ensemble {1,2,3}, constitué des six

éléments
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Ecrire la table de ce groupe. Que peut-on en déduire ?
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Exercice 3. Soit (G,*) un groupe. Pour tout a € G, on définit
Yot €CG —axxxa ' eq.

1. Montrer que ¢, est un morphisme du groupe G. Que vaut @, ?
2. Montrer que pour tout a,b € G,
Pa © Pb = Pab-
En déduire que ¢, est un automorphisme de G' (appelé automorphisme intérieur), et que

[‘pa]_l = Pg-1-
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3. Montrer que
Int(G) :={pq | a € G}
est un sous-groupe du groupe (Aut(G),o) des automorphismes de G.

4. Montrer que ¢ : a € G — @, € Int(G) est un morphisme de groupes surjectif, tel que
Ker(¢p) ={r € G| Va € Ga*xx =z *a}.

Rappelons que cet ensemble est appelé le centre du groupe G, noté C(G).

5. En déduire que C(G) est un sous-groupe de (G, *).

Exercice 4. On étudie le sous-ensemble de C défini par
Zljl={a+bjlabeZ}

ou j = exp(2im/3).
1. Montrer que Z[j] est un sous-anneau de (C, +, x).
2. Montrer que a + bj est inversible dans Z[j] si et seulement si a?—ab+b* =1.
[Indication : on pensera & utiliser 'application z + |z|?]
3. Supposons a + bj inversible.
(a) Montrer que le polynéme P(z) = 2% — bz + (b* — 1) a au moins une racine réelle. En
déduire que 4 — 3b% > 0.

(b) Montrer que b = 1,0 ou —1, et déterminer tous les éléments inversibles de Z[j].
Reconnaitre le groupe Z[j]* des inversibles de I'anneau Z[j].

Exercice 5. Soit (G,*) un groupe, H un sous-groupe de G. On définit sur G la relation R
suivante : pour tout z,y € G,
TRy <z sy e H.
1. Montrer que R est une relation d’équivalence sur G. On note G/H ’ensemble quotient,
i.e. Pensemble des classes d’équivalences T = {y € G|z Ry}.
2. Montrer que pour tout € G, T =xH ={zxh | he H}.

3. Supposons de plus que G possede un nombre fini d’éléments. Déduire de ce qui précede
I’égailté
Card(G) = Card(H) x Card(G/H).

Remarque : En particulier on a montré que dans un groupe fini GG, le cardinal d’un sous-
groupe divise le cardinal du groupe.

4. Supposons de plus que G est commutatif. Pour tout Z,5 € G/H, on définit le produit

TR®Y=2x*Y.

Montrer que ce produit est bien défini (i.e. qu’il ne dépend pas des représentants z, y choisis
pour les classes 7,7), et que (G/H,®) est un groupe. On l'appelle le groupe quotient de
G par H.



