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Calculs de primitives et d’intégrales

Autour du théoreme fondamental de ’analyse

Exercice 9.1 (%) 2

x

Soit f continue sur R. Montrer que la fonction g : z — f(t)dt est de classe €' sur R et donner
2x

sa dérivée.

x
Méme question pour h : x — / f(t+z)dt.
0

Exercice 9.2 (% %) .
Soit f continue sur R et g définie sur R par g(x) = f(x)/ f(t)de.

Montrer que si g est décroissante sur R, alors f est nulle.

Exercice 9.3 (%% % - Centrale PSI 2009)

sin?(z) cos?(z)
Etudier la fonction z — / arcsin(v/t) dt + / arccos(V/t) dt.
0

Calculs de primitives et d’intégrales

Exercice 9.4 (% %)
Déterminer une primitive des fonctions suivantes et préciser le domaine de validité :

(i) z — @ (v) x+— \/;7 (viil) x ~ tan?(z) (xii) x +— 7Sh(1$)2

i) o S0 (ix) =+ e Tsin(z)?

( ) 3—cos?(z) (Vl) N arcsin(Qx) (Xlll) €T — ﬁ
(iii) z — z(1 — 2) e (x) @+ cos (33) sin’ (z)

(iv) z— Vot + 22 (vii) 2+ cos?(x) (xi) z (xiv) = — Hiﬁ
Exercice 9.5 (% %) o
Pour (p,q) € Z?, calculer I, , = / sin(pt) sin(gt) dt.

0
E>,<erci.ce 9.6 (***) ‘ sin 2 cos 2 N
Déterminer des primitives des fonctions + — —— et £ — ——— . On précisera le
sinx + cos sinz + cosx

domaine de validité.

Intégration par parties

Exercice 9.7 (% %)
Calculer les intégrales suivantes a 1’aide d’une ou plusieurs intégrations par parties :



(i) /1 (t* +t+1)e tdt

-1

(i) /0 " gl cos(t) dt

(iif) /1 r In(t)? dt

V3
(iv) / t? arctan(t) dt
0

1

(v) / In(t?+p*)dtotp >0
-1

1/2

,1/\/5

(vi) V1—t2dt

Lycée Carnot

it
i dt
(vii) /0 cos(t)?

(vii) /1 " sin(In(t)) dt

1/2 _
(iX) / earcsm(t) dt
0

Exercice 9.8 (%)

Déterminer une primitive des fonctions suivantes et préciser le domaine de validité :

(i) x — arcsin(z) (i) z + 2%sin(z)3 (iii) In(In(x)) (iv) o — /gc e~ 4t
x 0
Primitives de fractions rationnelles
Exercice 9.9 (%)
Déterminer une primitive des fractions rationnelles suivantes :
) z+1 € A2
= — .
(1) T e 6 (v) @ (22 —4)2 (1x)me4_1
.. 1 1
(i) = +— L
3 _ (vi) = PR (x)x»—>x3+1
1
i) z— — " .
(iii) z(z +1)2 (Vn)xb—>7x2+x+1 (X1)$+—>7x4+1
, 5x2 + 21z + 22 2x + 1 . 1
T s xii) z —
(iv) @—1)(@+3) (viii) =+ P —— (xii) 22 1 1)

Exercice 9.10 (%%)
Soit a € C avec a = Re(a), b =

T odt 1

t—«

=35 In((z — a)® + b?) + i arctan

Im(«). Montrer que :

(”:;“) +K (o0 K €C).

Changement de variables

Exercice 9.11 (% %)

Déterminer des primitives des fonctions suivantes en utilisant le changement de variable indiqué :

. 1 1
r— —/———, u= =
) Va2 —1 *
x
i) ©+— ,u=+1+4=x
(it 1+ )

(iii)

1
VZ + Va3

sur RY , avec x = u

(iv) = —

(v) z+—

1
22v1 + x?
autre des changements z = 1, z = tan(u)
et x = sh(v)

sur R}, avec I'un ou

2 1+=x

, © = cos(u)

Exercice 9.12 (k%)

Calculer les intégrales suivantes en utilisant le changement de variables indiqué :



MP2I

sin(26)4/cos(0) df, t = cos(0)

dx
——t=vz -1
T+ vr—1

Q) /Oln@) efjl,x—et (iv) /%
(i) /0 ’ Co(ift),:n:sin(t) (v) /1 :
i) [ o=

o2 1y T—1
(W)/o \/1+tdt’u_\/1+t

Exercice 9.13 (k%)
En posant t = tan(z/2), calculer les intégrales suivantes :

2 dx 2 dx
L[ 2 [Py
0o 2+ cos(z) 0o 2—sin(z)

dx
sin(z) — cos(x) + /2

jus
4

s [

Exercice 9.14 (%k%)
On chercher a calculer I'intégrale : I =

/5 Ly
= sin(t) +tan(t)

1. En effectuant le changement de variable u = cost, montrer que ’on peut écrire I =

ou R est une fraction rationnelle.

2. En déduire la valeur de l'intégrale I.

/aﬁ

R(u)du

Calculs sans indication
Exercice 9.15 (k%)

Déterminer une primitive ou l'intégrale des fonctions suivantes :

. x’ . 7oAt

(1) X — m (IV) /O COS(t)4

. 1

(ii)) x . ) o arct;;(x)
... [t th(z)
(iif) /0 T+ ch(z) dz (vi) z + xarcsin(x)

1

(vii) z — tan(z)?

L [VE dz
(viti) /1 xzy/1 —1In(z)?

(ix) /1 i

1
<1 + 2) arctan(t) d¢
/2 t

Exercice 9.16 (%% %)

2 2 sin20%4 (z)
Calculer /
o sin?0%(z) + cos20%4(x)

dx.

Exercice 9.17 (%% % - Oral Mines Ponts 2

910)
Déterminer une primitive de x — (CE + Va2 — 1)

Exercice 9.18 (%% % - Oral Polytechnique)

Calculer [ = / ! In(1 + tan(z)) de. En déduire la valeur de J =
0

arctan(t)

dt.
14¢

r




Lycée Carnot

Suites d’intégrales

Exercice 9.19 (%k%) .
Soit (I, )nen la suite définie pour tout n € N par I,, = / (Inz)" dz.
1

1
1. Montrer que pour tout n € N, I, = / t"el dt.
0

2. Montrer que (I,)nen converge et déterminer sa limite.
3. Donner une relation de récurrence entre I, et I,.

4. En déduire la limite de la suite (n x I,,).

Exercice 9.20 (% %)
On considere la suite (I,) définie par :

us

VneN, [ :/Q:L‘"sinxdx
0

1. Etablir une relation de récurrence satisfaite par la suite (I,,).

2. En déduire, pour tout p € N, I, et I, sous forme de sommes.




