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Intégration

Fonctions uniformément continues, en escaliers, continues
par morceaux

Exercice 25.1 (%)
1. Soit f une fonction uniformément continue sur une partie 2 de R. Soient (x,) et (y,)
deux suites d’éléments de Z telles que 1_1)111 (xn —yn) = 0.

Montrer que nl_l)glco f(zn) — f(yn) = 0.

2. La fonction In est-elle uniformément continue sur R% 7 Sur un intervalle de la forme
la,+o0[, a > 07

Exercice 25.2 (% %)
1. Soit f une fonction continue sur R et périodique. Montrer que f est uniformément
continue sur R.

2. Soit f : R — R continue et admettant des limites finies en +00 et en —oo. Montrer que
f est uniformément continue sur R.

Exercice 25.3 (k% %)
Soit f : [0, +oo[— R une fonction uniformément continue. Montrer qu’il existe deux réels a et

b tels que |f(z)| < ax + b pour tout x > 0.

Exercice 25.4 (k% %)
Montrer que %,,([a,b], R) = €([a, b],R) + & ([a,b], R) (le + désignant la somme de sous-espaces
vectoriels).

Propriétés de I’intégrale, calculs

Exercice 25.5 (%)
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Exercice 25.6 (%)
Pour tout n € N*, on pose :
1 dt
Uy = [ ———.
o I1+t+tm
Montrer que la suite (u,) converge et déterminer sa limite.

Exercice 25.7 (%)
Donner un équivalent, lorsque x — 400, de :

. /OthJ dt ; . /Ox|sin(t)]dt.

Exercice 25.8 (%% - Cas d’égalité dans I’inégalité triangulaire - 4£9)
Soit f € €([a,b],R). Montrer que :

b b
/ f(t) dt‘ = / |f|(t)dt < f est un signe constant sur [a, b].

Exercice 25.9 (%) 1 1
Soit f € €([0,1],R) telle que / f(t)dt = 3 Montrer que f posséde un point fixe.
0

Exercice 25.10 (%% % - Premiére formule de la moyenne)
1. Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b] & valeurs dans R, avec g positive.

b b
Prouver qu’il existe ¢ € [a, b] tel que / f(t)g(t)dt = f(c)/ g(t)dt.

a

1 b
2. En déduire qu’il existe ¢ € [a, b] tel que f(c) = 2 / f(t)dt.
—aJa

1 T
3. Soit f continue au voisinage de 0. Calculer lim — / tf(t)dt.
z—0 2 0

Exercice 25.11 (k% %)

Soit f une fonction continue et positive sur [a, b]. Montrer que :

b n
I = ([ sty ar)”

Exercice 25.12 (k%% - Lemme de Riemann-Lebgsgue - £3)
Soit f € €n([a,b],R). On souhaite prouver que 1_131 / f(t) cos(nt) dt = 0.

1. Commencer par traiter le cas ou f est de classe ¢! sur [a, b].
2. Traiter le cas d’une fonction en escaliers.

3. Traiter le cas général a I'aide du théoréme d’approximation.
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Exercice 25.13 (%% %)
Soit f une fonction continue sur [a, b].

b
1. On suppose que / f(t)dt = 0. Prouver que f s’annule au moins une fois sur [a, b].
a

b
2. On considére & présent n € N, et on suppose que pour tout k € [0, n], / f(t)dt =0.

Montrer par ’absurde que f s’annule au moins n + 1 fois sur [a, b].

b
On pourra notamment considérer des intégrales de la forme / fQ(t)dt ou Q est un

a

polynome de R, [X] bien choisi.

Fonctions définies par une intégrale

Exercice 25.14 (% %)
Soient f et g deux fonctions continues sur [0, 1] telles que :

v € [0,1], f(:c):/oxg(t)dt ot g(a:):/ozf(t)dt.

Montrer que f et g sont égales a la fonction nulle.

Exercice 25.15 (% %)
Soit f une fonction continue et positive sur R;. On suppose qu’il existe un réel k positif tel
que :

Vo €R:, f(z) < k/oxf(t) dt.

Montrer que f est nulle.

Exercice 25.16 (% %) 10, +o0[ — R

: : _ ‘ it F - | e ‘

Soit f € €,,([0, +o0]) telle que xgrilmf(x) ¢ € R. On définit F . = ;/ () dt
0

Montrer que lim F(z) = /.

T—+00

Exercice 25.17 (% %)
Sans calculer les intégrales correspondantes, déterminer les limites suivantes :
- o2 . ) e dt

(1) Jimy ., sin(E) el (i) m f s

(iii) lim n dt (iv) lim e dt

z—0 Jg T—+400 Jg

Exercice 25.18 (% %)
Soit f une fonction continue sur [0, 1]. On considére la fonction F' définie par :

Vo el0,1, Fz)= /0 " min(z, £) £(£) dt.
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1. Montrer que F est de classe 62 et calculer sa dérivée seconde.

2. En déduire que pour tout = € [0, 1], F(x / (/ f(t dt) du.

Exercice 25.19 (% %)
Etudier la fonction f définie sur R par :

2x
X —
f / /t4 + t2

On étudiera la parité, les variations, la limite en £oo0.

Exercice 25.20 (%% %)
Soit f la fonction définie par :
dt

2x
R —.
fw /z t + sin(t)
1. Déterminer le domaine de définition Z; de f.

2. Montrer que f est de classe €' sur Z;.
3. Déterminer lim f(z). En déduire lim f(z).

r——+00 T—r—00
4. Montrer que 'on peut prolonger f par continuité en x = 0.

On note f la fonction ainsi prolongée.

5. Montrer que f est de classe €' sur R et calculer f'(0).

Exercice 25.21 (k%% - Une intégrale & parameétre)
Pour = > 0, on pose F(z) = / \/« + cos(t) dt. Dans la suite, on fixe xy > 1.
0

1. Prouver que pour tout i € {0 } pour tout h € [1 0, 1},

< h? 1
T 2V2 (\/1 + 20 + 2cos(t))3

h
2\/xo + cos(t)

‘\/xo + h + cos(t) — \/IBO + cos(t) —

2. En déduire que F est dérivable sur |1, +o0], et que :

3 dt
- /0 2/z + cos(t)'

Vr €1, +o0

Applications des formules de Taylor

Exercice 25.22 (%) 72 2 B
1. Montrer que pour tout x dans R, z — 5 < In(l42z) < z-— 5 t 3
x? 2 2t
2. Montrer que pour tout z dans [0,7/2], 1 — 5 < cos(x) < 1— > + o1
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Exercice 25.23 (% %) 2
Prouver que pour tout z € R, [e* — 1 — z| < ?e‘m|

Exercice 25.24 (% %) n(—1)kg2H]

Montrer que pour tout z € R, sin(z) = lim Z

n—too f= (2k + 1)1

Exercice 25.25 (% %)
Soit f de R dans R de classe €2 telle que f et f” soient bornée. On pose My = || fl|o et

My = [|/"]|oo-
1. A laide d’une formule de Taylor, montrer que :

2My  hM.
Vo €R Yh>0, |f(@)] < T4+

2. En déduire que :

£l < 2¢/ MoMs,.

Exercice 25.26 (%% %)
Soit f une fonction de classe € sur R, telle que pour tout n € N, f(™(0) = 0.

On suppose qu’il existe A > 0 tel que pour tout n € N, sup |f(”)| < A'nl.
R

Prouver que f est nulle sur }—%, %[, puis qu’elle est nulle sur R.

Sommes de Riemann

Exercice 25.27 (% %)
Déterminer les limites des suites de terme général :
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Exercice 25.28 (%% - Oral Mines Ponts) L _ 2n
Déterminer la limite de la suite de terme général I,, = /
0

T+ dt pour tout n € N*.

Exercice 25.29 (% %)
Déterminer un équivalent de u,, = VIV =14 V2/n =2+ ++v/n —=2v2+ vn — 1/1.
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Exercice 25.30 (% %)
Soit  : R — R une fonction convexe, et soit f : [a,b] — R une fonction continue. Montrer que

@(/abf(t)dt> S/QbQDOf(t)dt.

Exercice 25.31 (%% % - Intégrale de Poisson)
Donner les valeurs de a pour lesquelles In (a2 — 2acos(x) + 1) dz est bien définie, et calculer
0

la valeur de cette intégrale en utilisant des sommes de Riemann.

Exercice 25.32 (%% % - Oral X)

Soit f une fonction continue sur [a, b], & valeurs strictement positives, et soit n € N*.

1. Montrer qu’il existe une unique subdivision zq < 27 < --- < x,, de [a,b] telle que pour
tout k € [0,n — 1],
Th+1 1 b
/ £(t)dt = f/ £(t) dt.
T n Ja

n
2. Déterminer alors la limite, lorsque n — +o00, de — Z f(zr).
" k=0




