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—— TD24
Espaces vectoriels

Espaces vectoriels, sous-espaces vectoriels

Exercice 24.1 (%)
Les ensembles suivants sont-ils des espaces vectoriels ?

A= {(z,y,2) ER’| —z + 3y + 2 =0} ;
B={(z,y,z,t) eR* |20 —y+2=0etz—y+2—t=0};

o= {revtons| f -1}

D= {f e Z[R,R)| f monotone} ;

E={feZR, )|f27r périodique} ;

F={ye?RR)|y" -2 +2y=0};
3

G = {PeRX]|3(a,b,c;d) €RY P = aX(X — 1)+ bX2 + (X — 1) +d} ;
H= {PeRy[X]| P(X +1) =2P(X) et P(3) =0} ;
I = {P e R[X]|deg(P)=2};
J = {(un)nGN € RN ‘ Vn € N7 Upt2 = 4un+1 - 4un} )
_ N ~ k1.
K = {(u,) e R" | Ik € R, Un o~ =1

L = {suites réelles bornées} ;

_ 2a +b+ ¢ 0 0 1
M—{< 0 a+2b+c a_b>a(@ab70)€R},

N = {matrices nilpotentes de ., (R)}.

Exercice 24.2 (%)
Dans R?, on pose F' = Vect((2,3,—1),(1,—1,-2)) et G = Vect((3,7,0),(5,0,—7)). Montrer
que F =(G.

Exercice 24.3 (% %)
Soit E un K-espace vectoriel non réduit au vecteur nul.

1. Soient F' et GG des sous-espaces vectoriels de E. Montrer que :

FUGestunsev.deE & FcCcGoulGCF.

En déduire que E n’est pas une réunion de deux sous-espaces vectoriels stricts (c¢’est-a-dire
distincts de E).

2. (%% ) On suppose que E est de dimension finie et que K est infini (ce qui est évidemment
le cas si K =R ou C). Montrer que E n’est pas réunion finie de sous-espaces vectoriels
stricts.




Lycée Carnot

Familles de vecteurs

Exercice 24.4 (%)
Les familles suivantes sont-elles libres ou liées de E 7

= ((1,1,0),(0,1,1)), E=R*; Fs= (fi:xcosx, fo:x—sing, fy:x— 1),
E=ZR,R);
Fy = ((0,-2,1),(2,-1,-3),(1,1,-2)),

E=R3: Fo= (i:x—lz|, orx—lz—1|, fs:0— |z +1]),
E=Z7RR);
_ _ 3.
F3 = ((1,1,0),(1,0,1),(2,1,2)), E =R"; Fr = (X + k>k>ke[[0,n]]7 E=R,[X];
Fy= ((1,1,-1),(1,-1,1),(-1,1,1),(1,1,1)),| Fs= (X —a)"(X —b)" ")iefon) O @ # b,

Exercice 24.5 (%)
Pour k € N, on pose f; : « — €. Montrer que la famille (fi), .y est une famille libre de
% (R,R).

Exercice 24.6 (%)
Soit £ = RY l'ensemble des suites réelles. Pour & € N, on note v*) la suite définie par

o) 1 Sin:k:‘
0 sinon

1. Montrer que (v(k))keN est une famille libre de E.

2. Est-ce une base de E 7 Déterminer Vect (v(k))keN.

Exercice 24.7 (%)
1. Montrer que 8 = ((1,1,1),(2,1,1),(2,1,2)) est une base de R3. Calculer les coordonnées
de (a, b, c) dans cette base.

2. Mémes questions avec ((1,—1,1),(2,1,—1),(—1,3,1)).

Exercice 24.8 (k% %)
Soit (ey, ..., e,) une famille libre d’un espace vectoriel . On consideére ay, . . ., o, des scalaires,

n

et on pose y = Z a;e;, et pour tout k € [1,n], xx = e + y. Déterminer a quelle condition la
i=1

famille (z1,...,x,) est libre.
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Dimension

Exercice 24.9 (%)
Déterminer une base et la dimension des espaces vectoriels de I’'Exercice 4.1.

Exercice 24.10 (% %)
Pour k € [1,n], on note uy = (k,k—1,...,2,1,0,...,0) € R". Montrer que (uy,us,...,u,)
est une base de R".

Exercice 24.11 (%% - @))
On définit I'application valuation sur K[X| par

val(P) = +o0 siP=0
| sup{neN|Vk<n,a,=0} siP#0 "

1. Montrer qu’une famille de polynémes graduée en valuation est libre.

2. Application. Soit n € N. Montrer que la famille { X*(1 — X)"* k € [0,n]} est une base
de K, [X].

Exercice 24.12 (% %)
1. Montrer que F' = {P € Ry4[X], P(1) = P'(1) = P"(1) = 0} est un sous-espace vectoriel
de Ry[X].

2. Déterminer une base % et la dimension de F.

3. Soit P: X + 3X* —8X3 +6X2% — 1. Montrer que P appartient & F, et déterminer les
coordonnées de P dans la base %.

Exercice 24.13 (%)
Soit n € N*, k € [0,n]. On pose f, : x — cos(z)* et gi, : © > cos(kz).

1. Montrer que .Z = (fo,..., fn) ¢t Y = (go, .- ., gn) sont deux familles libres de € (R, R).

On pourra procéder par récurrence pour la famille .

2. Soit F,, = Vect (fo,..., fn) et G, = Vect (go, ..., 9n). Montrer que pour tout k& € [0,n],
gr € F,.

3. Montrer que F,, = G,,.

Exercice 24.14 (k% %)

Soit p € N*. Montrer que 'ensemble des suites réelles p-périodiques (c’est-a-dire des suites
(tn),en telles que pour tout n € N, u,1, = u,) est un espace vectoriel, et en déterminer la
dimension.

Exercice 24.15 (%% %)
Soit A une matrice de .#,(R). On pose €(A) = {M € 4, (R), AM = MA}.

3
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1. Vérifier rapidement que %’(A) est un sous-espace vectoriel de .#5(R).

2. Déterminer max dim(%(A)) et min dim(%(A)).
Aea(R) Ae2(R)

Rang

Exercice 24.16 (%)
Déterminer le rang des familles suivantes :

1oz =(1,0,2), 2o = (=1,2,—1), z3 = (2,3,0), 24 = (1,0, —1), 25 = (2,1, 1) ;
2. @ =(1,1,0,1), 3 = (1,—1,1,0), 25 = (2,0,1,1), 24 = (0, 2,1, —1) ;

3. A=X>4+X-3P=X?-X—-3, P,=2X>—X —6.

Exercice 24.17 (%)
Dans R3, soient u = (1,0,2), v = (1,1,2), w = (1,2,2), t = (2,2,2).
Montrer que (u,v,w,t) est générateur de R3, et en extraire une base de R3.

Somme de sous-espaces

Exercice 24.18 (% %)
Montrer, dans chacun des cas suivants, que F' et G sont deux-sous-espaces vectoriels supplé-
mentaires dans E.

1. E=RY F={(z,y,2,t) eR* |z —y+ 22+t =0} et G =Vect((1,-1,1,-1)) ;

2. E = RY F = Vect(uy,us) et G = Vect(ug,uq) o uy = (1,0,0,0), uy = (1,1,0,0),
Uz = (1, 1,1,0), Uy = (1, 1,1,1) ;

3. E=R[X], F={P eR[X] | P(1) = P(2) =0} et G = R [X] ;

4. F = {(Un>neN € ]RN Convergente}7 F = {(un)neN & RN de limite nulle} et G = {(Un)nGN €
RN constante} ;

5. E=Z%(R,R), F={f € FE| f paire}, G ={g € FE | g impaire}.

Exercice 24.19 (% %)
On consideére trois sous-espaces vectoriels F, G, H d’un espace vectoriel F.

1. Comparer les sous-espaces (F'+G)NH et (FNH)+ (GNH).

2. Montrer que ces espaces sont égaux si F' C H.
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Exercice 24.20 (%% %)
Soient E un K-espace vectoriel, A et B des sous-espaces vectoriels de F, et C' un supplémentaire
de AN B dans B, c’est-a-~dire tel que (AN B) & C = B.

Montrer que A et C' sont supplémentaires dans A + B.

Exercice 24.21 (%)
Soient Ei,...,FE, et F,..., F, des sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E tels que
E; C F;pour tout v =1,...,n, et :

Montrer que E; = F;.

Exercice 24.22 (% %)
Soit E un espace vectoriel, et Fi, ..., F, des sous-espaces vectoriels de F.

1. Montrer que Fy,..., F, sont en somme directe si, et seulement si, pour tout k € [2,n],
k—1
(Z Fz> NF, ={0g}.
i=1

2. Donner un exemple de trois sous-espaces vectoriels F}, Fy, F3 tels que pour tout (i,j) €
[1,3]? i # j, F; N F; = {0g} mais ou Fy, Fy, F3 ne sont pas en somme directe.

Est-ce que si F1 N FyN F3 = {0g}, alors la somme F} + F, + F3 est directe 7

Exercice 24.23 (%)
Soient F' = {P € Ry[X] | P — (X +1)P' = 0} et G = {P € Ry[X] | P'(0) = 0}.

1. Montrer que F' et G sont des sous-espaces vectoriels de Ro[X], et en donner une base et
la dimension.

2. Montrer que F' et G sont supplémentaires dans Ro[X].

Exercice 24.24
1. Soit F' = {(x,y,2) € R® | =2z +y + 2z = 0}. Déterminer une base de F, sa dimension et
un supplémentaire.

2. Mémes questions avec G = {(z,y,2) € C3 |z +y+2z=0et z +iy — 2z = 0}.

Exercice 24.25 (%% % - Matrices symétriques et antisymétriques de taille n - @D)

1 -1
Montrer que dim(.#,(R)) = nin+1) et dim(<7,(R)) = M En déduire que :

M,(R) = 7, (R) © #,(R).
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Exercice 24.26 (% %)
Soit E = R3[X] l'espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels de degré inférieur ou égaux
a 3. On pose :

F={PeE|P0)=P1)=P(2)=0}, G={Pc E|P(1)=P((2) =P3) =0}

et H={PeF|P(X)=P(—-X)}.
Montrer que E=F & G & H.

Exercice 24.27 (k% %)
Soit n > 1 fixé. Pour tout i € [0,n], on pose F; = {P € R,[X] | Vj € [0,n] \ {i}, P(j)=0}.

1. Montrer que les F; sont des sous-espaces vectoriels de R,,[X]|. En donner une base.

2. Montrer que la somme Fy + F} + - - - + [, est directe.

3. En déduire que R, [X] =P F;.

n
=0

Exercice 24.28 (k% %)
Soit £ = €([0,1],R) et soient p réels (a;);cp p) deux a deux distincts dans [0, 1]. On pose :

F={feE|vie[Lp], f(a)=0}.

Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de E, puis déterminer un supplémentaire de [’ dans
E.

Exercice 24.29 (k% %)
Soit E' un espace vectoriel de dimension finie, et soient Fi,..., F}, des sous-espaces vectoriels

p
de E tels que E = Z F;. Montrer qu’il existe des sous-espaces vectoriels G, ...,G, de E tels
i=1

P
que F = @Gi et pour tout i € [1,p], G; C F;.
i=1




