MP2I

— TD23
Convexité

Généralités
Exercice 23.1 (%)
Soit P € R[X] de degré impair. A quelle condition z — P(x) est-elle convexe sur R ?

Exercice 23.2 (%% - Opérations sur les fonctions convexes)
1. Soient f et g deux fonctions convexes sur I. Montrer que f + g est convexe sur I, et que pour
tout A € [0,1], (1 — A)f + Ag est encore convexe.

2. Soient f : R — R une fonction convexe et g : R — R une fonction convexe et croissante. Montrer
que g o f est convexe.

3. Soit f : R~ R une fonction. Montrer que si Inof est convexe alors f est convexe.

Exercice 23.3 (%)
Soient I et J deux intervalles ouverts de R et f : I — J une bijection convexe. Que dire de la convexité
de f~17?

Exercice 23.4 (% %)
Soient f,g: I — R deux fonctions convexes sur un intervalle I.

1. Est-ce que max(f,g) est convexe ? 2. Est-ce que min(f, g) est convexe ?

Exercice 23.5 (%)
Etudier les variations des fonctions suivantes, leur convexité, les points d’inflexion, puis tracer leur
courbe représentative.

: |

fi: x€R— a2 ‘ fo:rx—e ™. f3 : x> sin(x) — z cos(x).

Inégalités de convexité

Exercice 23.6 (%)
Etablir les inégalités suivantes :

(i) Vo € {07 ﬂ 1 2% < cos(a) < 1. (ii) Vo €[0,1], 2+ 1 < exp(z) < (e — 1)z + 1.
7T
(iv) Va,b € Ry, Vt € [0,1], alb!™t < ta+ (1 —
(ii) Yz € [0,1], zIn(2) <In(1 +=z) < x. t)b.

Exercice 23.7 (%% - Inégalité arithmético-harmonique)
Soient n € N* et x1,...,2, € R. Prouver que

n 1+ -+ xp




Lycée Carnot

Exercice 23.8 (% %)
Soient «, 3,7 les angles (non orientés) d’un triangle. Montrer que :

1 1 1 6
: + ; + : > .
1+sin(a)  1+sin(8)  1+sin(y) — 243

Exercice 23.9 (k%)
1. Montrer que la fonction f définie sur R par f(z) = In(1 4 e*) est convexe sur R.

2. Montrer que pour tout n € N* et tout (z1,...,2,) € (R})":
1

1+ (lf[lxk)n < (ﬁ(lﬂck))

k=1

S=

3. En déduire que pour tout n € N* et tous (a1,...,an), (b1,...,by) € (R})" :

n

() () < (e o)

Exercice 23.10 (%% - Inégalité de Cauchy-Schwarz)

Soit n € N*, et soient z1,...,Zn, Y1, .- -,Yn des réels strictement positifs.
n 2 n n
1. Prouver que : (Z xkyk> < (Z x%) (Z y,%)
k=1 k=1 k=1
2. Montrer que la méme inégalité reste valable pour zi,...,Tn,y1,-..,Yn des réels quelconques

(non nécessairement positifs).

Comportement des fonctions convexes

Exercice 23.11 (k%)

1. Soit f: R — R une fonction convexe strictement croissante. Prouver que ll)r_iI_l f(z) = 4o0.
x oo

2. Soit f : R — R une fonction convexe et majorée. Montrer que f est constante.

Exercice 23.12 (% %)
Soit f : R — R une fonction convexe.

1. Montrer que si f admet un minimum local en a, alors f admet un minimum global en a.
2. Que peut-on dire si f admet un maximum local en a ?

3. On suppose de plus que f est dérivable sur R. Montrer que si f’(a) = 0, alors f admet un
minimum global en a.

Exercice 23.13 (% %)
1. Soit f : [a,b] — R une fonction convexe et positive. Montrer que si f(a) = f(b) = 0, alors f est
identiquement nulle.
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2. En déduire qu’une fonction convexe qui posséde un minimum atteint ce minimum soit en un
seul point, soit en une infinité de points.

3. Soit f: R — R convexe et périodique. Montrer que f est constante.

Exercice 23.14 (% %)
Soit f : R} — R une fonction convexe dont la courbe représentative C; posséde une asymptote 2
d’équation y = ax + b en +o0.

1. On suppose dans cette question a = 0 et 'asymptote Z horizontale.

(a) Montrer que f est décroissante. En déduire la position relative de € et 2.

(b) On suppose de plus f dérivable. Montrer que ll)aI_l f(x) =0.

2. On ne suppose plus D horizontale.

(a) Déterminer la position relative de € et 2.

(b) On suppose de plus f dérivable. Montrer que lim f'(z) = a.
T—+00

Exercice 23.15 (%% %)
Soit I un intervalle de R et soit f : I — R continue. Prouver que f est convexe si, et seulement si,

pour tout (x,y) € I?, f (x—;—y> < f@);‘f(y)

Exercice 23.16 (k%% %)
Soit f : Ry — R4 une fonction deux fois dérivable et o un réel strictement positif. On suppose que f
est majorée et que pour tout t € Ry, f”(t) > a2 f(t).

—_

. Montrer que f est convexe.

2. Montrer que f’ est a valeurs dans R_.

3. (a) Montrer que f tend vers 0 en 4oc0.
(b) Montrer que f tend vers 0 en +oo.

4. (a) Montrer que la fonction a?f2 — f’? est croissante.
(b) En déduire le signe de af + f’.

5. Montrer que pour tout réel positif ¢ : f(t) < f(0)e L.




