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Correction du devoir surveillé

Exercice 1 (Choix d’entiers non consécutifs)
1. Soit (k,n) € (N*)2. On définit trois entiers :

« on note N le nombre de fagons de choisir k + 1 entiers dans I’ensemble [1,n + 2] sans en
choisir deux consécutifs.

o on note Nj le nombre de facons de choisir k + 1 entiers dans ’ensemble [1,n + 2] en

choisissant ’entier 1 , ici aussi sans choisir deux entiers consécutifs.

 on note N’ le nombre de fagons de choisir k+ 1 entiers dans 'ensemble [1, n+ 2] sans choisir
I’entier 1, la encore sans choisir deux entiers consécutifs.

Alors N = N1 + N’ par disjonction exclusive. Calculons chacun de ces entiers :

o Par définition, N = F(n+ 2,k + 1).

o Pour obtenir un des choix de Ny, on choisit I'entier 1, puis on ne choisit pas ’entier 2 (pour
la non-consécutivité), puis on en choisit k parmi [3,n + 2] sans en choisir deux consécutifs.
Il y a autant de fagons de choisir k£ entiers non consécutifs parmi [1, n] que parmi [3,n+2].
On en déduit que Ny = F(n, k).

o Pour obtenir un des choix de N’, on ne choisit pas I’entier 1, puis on choisit k + 1 entiers
parmi les [2,n + 2] sans que deux ne soient consécutifs. En raisonnant comme précédem-
ment, on montre que N' = F(n+ 1,k + 1).

Ainsi, | F(n 42,k +1) = F(n,k) + F(n + 1,k + 1) pour tout (k,n) € (N*)2

2. (a) Le nombre F(n,1) est le nombre de facons de choisir un entier dans ’ensemble [1,n]. En
effet, la contrainte de non-consécutivité n’a pas d’importance ici puisqu’on ne choisit qu'un
seul entier. Nous avons donc | F/(n,1) = n.

(b) Appliquons la relation trouvée précédemment avec k = 1, pour m > 1 :
Fm+2,2)=F(m,1)+ F(m+1,2)

Pour m > 2, nous pouvons appliquer cette formule avec m — 1 a la place de m. On en
déduit que

|F(m+1,2) - F(m,2) = F(m—1,1) =m — 1.|

Soit n > 3. D’apres I’égalité précédente, nous obtenons :

n—1 n—1
F(n,2) - F(2,2) = 3 (Fm+1,2) — F(m,2)) = 3_ (m — 1)
m=2 m=2

m=1

Or nous avons F'(2,2) = 0, d’ou 'on déduit que

(n—2)(n— 1).

F(n,2) = 5

3. Montrons par récurrence sur n € N* la propriété Z(n) : « Vk € N*, F(n, k) = (”_ZH) ».

P (1) est vraie puisque F(1,1) =1 = (})
De méme, F(2,1) =2 = (3) et F(2,k) = 0= ("";") pour tout k > 2 (car k >n —k+1).
Donc Z(2) est vraie.
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Soit n € N* tel que Z(n) et Z(n + 1) sont vraies.
Pour k=1, F(n+2,1) =n+2= ("T*["") et 'égalité est bien satisfaite.

Pour £ > 2, calculons a l’aide de la formule établie a la premieére question :

F(n+2,k) = F(n.k— 1) + F(n+1,k) = (n(:_i)H) i <n+1kk+1>

_(n—k+2 . n—k+2\ (n—-k+3
N k—1 k N k
d’apres la relation du triangle de Pascal. D’ou la propriété &?(n + 2) vraie.

D’apres le principe de récurrence, &?(n) est vraie pour tout n dans N*. Autrement dit, pour

tout (n, k) € (N*)? :
n—k+1
F(n,k‘)z( f )

Exercice 2 (Inégalités de convexité)

1. Soit o € R%.. La fonction hy : t +— 1% = e () est de classe €2 sur R% en tant que composée de
telles fonctions, et pour tout ¢ > 0 :

Rl (t) = ala — 1)t2

qui est du signe de @ — 1.

Ainsi | h, est convexe (resp. concave) sur RY si, et seulement si, o > 1 (resp. a < 1).

2. Soient f, g deux fonctions concaves sur I. Soient a,b € I et A € [0,1]. Alors :

(f+9)((1 = Na+Ab) = f((1 = Na+ Ab) + g((1 — N)a + \b)
> (1 =N f(a) +Af(0) + (1 = N)g(a) +Ag(b) > (1L = N)(f +g)(a) + A(f + g)(b).

Donc ‘ f + g est encore concave sur I. ‘

3. (a) Soient xq,x2,y1,y2 € R% . Alors

f(x,0) + f(22,92) = yip (;) + Y20 (Z) )

Et par ailleurs, f(z1 +z2,y1 +v2) = (y1 +v2) ¢ (m) Posons A = -2 ¢ [0,1], de

Y1+y2 y1ty2
sorte que 1 — \ = y1?{|—1y2‘ Alors :
x1 1) x1 X9 1
1—)\—1—)\): ( + ): [+ 22,91 +y2).
4 (( )91 Y2 4 Y1 t+y2 Y1ty Y1 + Y2 ( )

Par concavité de ¢ :

I T2 Y1 T Y2 T2
Pm s e () e ()
y1+y2 Y1ty Y1+ Y2 n Y1+ y2 Y2

Et donc apres multiplication par y1 + yo, f (1 + 22, y1 + y2) > y1p (%) + Yoo (%), soit
encore

f @1+ aa,91+10) > f(21,91) + f (22,30)

(b) C’est une simple récurrence.
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4. La fonction t — vt = hy /2(t) est concave d’apres la question 1. Donc par ce qui précede, pour

Tl Ty Y1y - Yo € R, il vient
n n n n
> k=1 Tk
Z%w AP EES S INETER DT S
Yh1¥e D k=1 \ k=1
En particulier, si ay,...,an, b1, ..., b, sont des réels strictement positifs, alors en posant xj = a%

et yp = b%, il vient

D akbi <\ > aky| >}
k=1 k=1 k=1
5. (a) On a, pour tout ¢ € R, p,(t) = Y0 _, (i)tﬁ =1+>0_he(t). Pour k € [1,p], hx est

P p
concave sur R* puisque E < 1. Et donc il en est de mém de (i)h k. Par ailleurs, la
P

fonction constante égale a 1 est concave.

Et alors par la question 2, ‘cpp est encore concave. ‘

(b) L’inégalité de la question 3 nous donne alors pour tous x1,...,ZTn,Y1,...,Yn € RE,

n 1/p p
D

+1

[~]=
<
>
N
TN
‘8
| =
—
5
+
—_
~
hS}
IA
[~]=
<
>
o>
Il
—

Soit encore
n p n 1/p n 1/p p
Z (xlt;/p + y,i/p) < (Z xk> + (Z yk> .
k=1 k=1

Pour ay,...,an,b1,...,b, € RY, appliquons cette inégalité a zj, = aﬁ et yp = bi. On a alors

n n 1/p n 1/p\ P
Z (ar + bk)p < (Z ai) + (Z bZ)
k=1 k=1

Reste & prendre la racine p*™¢ des deux membres pour obtenir l'inégalité annoncée (en
notant que x — x'/? est croissante sur R%) :

n 1/p n 1/p n 1/p
(Beenr) =(59) +(52)

k=1 k=1 k=1

Exercice 3 (Etude d’une fonction définie par une intégrale)
1. Procédons par disjonction de cas :
o Il est évident que si z > 1, —sin(x) < 1 < z, et donc z + sin(x) > 0.

o Sur]0,1], la fonction g : 2 — z+sin(z) est dérivable, avec ¢’ : & — 1+cos(x) > 0. Donc g est
strictement croissante, et puisque lim+ g(z) = 0, pour tout z € ]0, 1], z+sin(z) = g(z) > 0.
z—0

Ainsi, | pour tout x € R, = + sin(z) > 0.

'Multiplier une fonction par un réel positif ne change pas sa convexité.
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2. Puisque t — o est continue sur R’ , car inverse d’'une fonction continue qui ne s’annule
sin
z dt

1 t+sin(t)
¢ (car quotient de fonctions qui le sont), F' est également ¢*°. Mais alors pour tout = > 0 :

1 dt 2z dt 2x dt T dt
= PR T —_ — —  =F(22) — F
/(@) /g; t+sint +/1 t+sint /1 t+sint /1 t+sint (27) ()

Donc par composition et somme de fonctions °°, f est €°° sur RY . Et alors, pour tout x > 0,

pas, la fonction?| F : x est €1, avec F' : x ﬁ Puisque de plus F” est

x-+sin

fl(x) =2F (22) — F'(x) = 20 + 52111(2;5) x4+ slin(x)'

3. Etude de la limite de f en +co.

(a) Soit > 0. Alors :

]f(x)—/f‘“ -

t

(1) 4
[ E——
« \lt+sin(t) ¢t
2x 3
/ sm?f dt‘

« t(t+sint)

2z
</

2x dt
< / I
= Jo t(t+sint)

sint ‘
t(t + sint)

t t t
(b) Puisque pour tout ¢ > 0, — +sin(t) > - — 1, on a lim — +sin(f) = +oo. Et donc en
2 2 t—+o0 2

particulier, il existe m > 0 tel que pour tout ¢t > m, % + sin(t) > 0, et donc

. t
t +sin(t) > 7
t
(c) Ainsi pour x > m, et pour tout ¢t € [x,2z], t > m, de sorte que t + sin(t) > 3 et donc
1 2
—_ < .
t+sin(t) ~ ¢t

Par conséquent, si bien que par croissance de 'intégrale :

- - < =
t(t +sint) — t2’

2z dt 2z 9 212 2 1 1
/ %S/ sdt< |- <———=—<-.
« t(t+sint) s 12 t], A

On en déduit donc par le théoreme d’encadrement que

i (- [T -

2r q¢

Mais par ailleurs, pour tout x > 0, / - = [In(t)]>* = In(2x) — In(z) = In(2). Et donc
x

f(z) — In(2).

r—r—+00

2Le théoréme fondamental de I’analyse nous laisse le choix dans la constante que ’'on prend comme borne du bas de
I'intégrale. La plupart du temps on choisit 0, ce n’est pas un bon choix ici puisque ¢
Nous avons choisi 1, mais n’importe quel autre réel strictement positif aurait fait Paffaire.

m n’est pas définie en 0.
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4. Etude de f au voisinage de 0.

(a)

Si de tels a et € existent, on doit avoir pour tout ¢ > 0, Hsﬁ =a+¢e(t) — a. Mais

t——+o00
i t+sin(t) = t+t+o(t) ~ 2t ! t 1y i =1
puisque ¢ +sin(t) = o(t) x, 2hona s ~ o ) 5 Doncsionposea = 3,
t . .
et pour tout t > 0,e(t) = m — 5 ona bien %gr(l) g(t) =0, et pour tout t > 0,
1 1 e(t
11
t + sin(t) t t

Notons que par construction, la fonction e de la question précédente est continue sur |0, +o0o[
par opérations usuelles sur des fonctions qui le sont. Ceci nous autorise donc a prendre son
intégrale sur un segment.

Pour tout z > 0,

i) = /jx % . an: E(tt) 4 — lnéQ) N /;m 5(tt)dt

Soit 9 > 0. Puisque &(t) P 0, il existe n > 0 tel que pour tout ¢t € |0,7], |e(t)| < €. Et
%

/%@dt‘</2x|€(w|dt</2x%dt

donc

1 1
Si on note de plus que pour tout t € [z, 2z], n < —, il vient
x
In(2 2z (¢t 2
‘f(lﬁ)—n()‘—/ €()dt‘ﬁ/ E—Odtgg—o@m—x)ggo.
2 x t x X X

Ainsi, nous avons prouvé que pour tout g9 > 0, il existe n > 0 tel que pour tout = €]0, 7],

In(2
@) - 22 <
Crest la définition de | lim f(z) = %)
r—0 2

Notons que 'existence de ce prolongement par continuité vient d’étre justifiée par la ques-
tion précédente. On a alors, pour z € R :
2 1 _ 2x + 2sin(z) — 27 — sin(27) 2sin(z) — sin(2z)

()

T 2z + sin(2z) x+sin(z)  (z +sin(z))(2z +sin(2z)) (x4 sin(z))(2z + sin(2z))”

Au dénominateur, z + sin(z) =, 2z + o(x) ~ 2z, et donc 2z + sin(2z) ~ 4x. Au
T— T— T—

numérateur :

3 92 3
2sin(z) —sin(2z) = 2z — T +o0 (x?’) —2x + ( g) +o0 (x?’) ~ 3.

z—0 3 z—0

3

x x . N . .
~ —5 ~ — — 0. Ainsi, f! posséde une limite finie en 0.
z—0 x4 z—0 8 z—0

Donc f'(x)

Puisque par ailleurs f est déja €' sur ]0,+oo| par le théoréme de prolongement %,

son prolongement par continuité & [0, +-o00[ est de classe €.
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Exercice 4 (Commutant d’une matrice, polynémes en une matrice)
Partie 1 : questions préliminaires

1. Montrons que € (A) est un sous-espace vectoriel de ., (R).

o La matrice nulle M = 0,, appartient bien & ¢ (A) puisque M x A =0, = A x M.
o Soient M, N € €(A) et A\, u € R. Montrons que AM + pN appartient & €(A) :

AX(AM +uN)=XAX M+ pAx N
=AM x A4+ puN x A car M,N € €(A)
= (AM + uN) x A.

Ainsi AM + pN appartient bien a € (A).

“5 (A) est bien un sous-espace vectoriel de ., (R). ‘

2. Montrons que R[A] est un sous-espace vectoriel de ., (R).

¢ Pour P = Og[x), P(A) = 0y, de sorte que la matrice nulle appartient bien a R[A].
o Soient M, N € R[A] et A\, u € R. Montrons que AM + uN appartient a R[A].
Puisque M, N € R[4], il existe P,Q € R[X] tels que M = P(A) et N = Q(A). Deés lors :
AM + uN = AP(A) + pQ(A) = (\P + 5 Q)(A) = R(A)
ou R = AP+ p@ € Rz]. Ainsi, AM + uN appartient bien a R[A].

‘R[A] est donc un sous-espace vectoriel de ., (R). ‘

Montrons a présent que R[A] C € (A). Soit pour cela M € R[A]. Par définition, il existe
P € R[X] tel que M = P(A). Notons P = az X* 4+ ap_1 X" 1 +--- + a1 X + ag. Alors :

AxM=AxP(A) =Ax (akAk fap AR g At aOIn>
= ap AR fap AP+ A%+ A
= (akAk +ap 1AM 4 g A+ aoln) x A
=P(A) x A= M x A.

Ainsi M € €(A), et ‘R[A] est inclus dans %(A)‘

3. Pour toute matrice M € ., (R) :
I, xM=M=Mx1I,.

Ainsi M appartient a € (I,,). D’ou l'inclusion ., (R) C € (I,,) et donc I'égalité ‘ C (1) = Mn(R) ‘

En particulier, | ¢'(I,) est de dimension n

)

Soit M € R[I,]. Par définition, il existe un polynome P € R[X], qu'on écrit P = ap X" +
ap_1 X1 4+ 4+ a1 X + ag, tel que :

M = P(I) = apl} + ap 1 IF "+ -+ a1l + aolyy = (ag + ag—1 + -+ + a1 + ag) In.
On remarque que M appartient & Vect(l,). Ainsi R[],] C Vect(I},).

Réciproquement, I, = P(I,) pour P = z, et appartient donc & R[I,]. Puisque R[[,] est un
sous-espace vectoriel, on en déduit l'inclusion Vect(I,) C R[I,].

Ainsi, ‘R[In] = Vect(I,,)| Or (I,) est une famille génératrice de Vect(l,,), et libre car constituée
d’un vecteur non nul. C’est donc une base de cet espace. On en déduit que :

| dim(R[I,]) = dim(Vect(I,)) = 1.|
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Partie 2 : polyné6me minimal d’une matrice

aZ+be ab+ bd) .
, puis :

2 _
4. (a) Calculons A® = (ac—l—cd be + &2

a2+ ad ab+bd a®+be ab+bd
(a+d)A_(ad_bC)I2_<ac+cd ad + d? — (ad = be)Ip = ac+cd be+d* )"

Ainsi, A%2—(a+d)A+(ad—bc)Iy = 0z, et| P = X2 — (a + d)X + (ad — be) est annulateur de A.

(b) Procédons par récurrence sur k € N.
Puisque A° = I € Vect(Iz, A), la propriété est vraie au rang k = 0.
Soit k£ € N. Supposons que A* appartient & Vect(Io, A) : il existe oy, B € R tels que :

Ar = apA + Bilo.
En multipliant par A (a gauche) :

AR = 0 A% 4 B A = oy ((a + d)A — (ad — be)Io) + BrA
= (ag(a+d) + Br) A — ag(ad — be) I € Vect(Io, A).

D’ot la propriété au rang k + 1.
Par principe de récurrence, A* appartient a Vect(I,,, A) pour tout k € N.
(c) Montrons que R[A] = Vect(I3, A).
e Pour P=Xet Q@ =1, A = P(A) et Iy = Q(A) appartiennent a R[A] qui est un
sous-espace vectoriel de Ro[X]. Donc Vect(Iz, A) est inclus dans R[A].
 Réciproquement, pour tout M € R[A], il existe P € R[X], qu'on note P = a, X" +
~o 4+ a1 X + agp, tel que :

M:P(A) :akAk—}----—l—alA—f-aDIg.

Par la question précédente, tous les éléments de cette somme sont dans Vect(Is, A), qui
est un sous-espace vectoriel de .#2(R). Donc M appartient & Vect(lz, A), et R[A] C
Vect(Iz, A).

Ainsi, R[A] = Vect(I3, A) et (I2, A) est une famille génératrice de R[A].

On a alors deux cas :

o sila famille (I3, A) est liée, ce qui équivaut a l'existence d’un scalaire A € R tel que
A = M, alors :
R[A] = Vect(I2, A) = Vect(l2).
La famille (I3) est génératrice de R[A], et libre car constituée d’un vecteur non nul.
C’est donc une base de R[A], et dans ce cas, ‘dim(R[A]) =1 ‘
o si (I, A) est libre, puisqu’elle est aussi génératrice de R[A], c’est une base de R[A] et
‘dim(R[A]) = 2‘ dans ce cas.

5. (a) La famille (I, 4, ..., A"’) étant de cardinal n? + 1 dans .#,(R) qui est de dimension n?,
elle est liée : il existe ay,...,a,2 des réels non tous nuls tels que :

0, =aol, +a1A+ -+ anzA”2 = P(A)

en posant P =ag+a1 X + -+ a,2 X n®  Ainsi P appartient a o/ (A) et est non nul puisque

les réels ag, . .., a,2 sont non tous nuls : ‘,52% (A) n’est pas réduit au polynéme nul.

(b) L'ensemble {deg(P), P € </(A) \ {Ogx]}} est une partie de N, non vide par la question

précédente. ‘Il admet donc un plus petit élément d € N. ‘
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Soit K € o7/ (A) de degré d. Considérons P un polynéme annulateur de A. Par théoréme
de division euclidienne, il existe un unique couple (@, R) de polynémes tel que :

P=KQ+ R avec deg(R) < deg(K) = d.

Mais :
0, =P(A) = (K xQ)(A)+ R(A) = K(A) xQ(A) + R(A) = R(A).

——
=0,

Ainsi, R est annulateur de A, de degré < d. Par minimalité de d, R est nécessairement le
polynéme nul. D’ou P = KQ et K divise P : ‘K divise tout polynéme de <7 (A). ‘

Justifions 'existence : par définition de d, il existe K annulateur de A de degré d > 0. Si
on note a son coefficient dominant, nécessairement différent de 0 puisque K est non nul,
alors éK est unitaire, de degré d et toujours annulateur de A. D’ou l'existence d’un tel
polynome.

Soient a présent Ki et Ko deux polynémes unitaires de degré d annulateurs de A. Par la
question précédente, Ky divise Ko et Ko divise K7. Les polyndmes K; et K9 sont donc
associés, et il existe A € R tel que :

K = M\K».

Par identification des coefficients dominants dans cette égalité, il vient 1 = A, et donc
Ky = K.

Ainsi, |il existe un unique polyndéme unitaire de degré d annulateur de A. ‘

Montrons R[A] = Vect(I,,, A, ..., A%"1) par double inclusion.
« Pour tout k € [0,d — 1] et pour P, = X*, A* = P, (A) appartient & R[A] qui est un
sous-espace vectoriel de .#,(R). Donc Vect(I,, 4,..., A1) C R[A].

o Réciproquement, soit M € R[A], et notons P € R[X] tel que M = P(A). Effectuons
la division euclidienne de P par 74 : il existe un unique couple (@, R) de polynémes
tel que :

P=m4xQ+R avec deg(R) < d.
Dou :

M = P(A) = 14(A) xQ(A) + R(A) = R(A) € Vect(I,, A,..., A1)

—Un

car deg(R) < d.

Ainsi, | R[A] = Vect(I,, 4, ..., A41).

Soit (ag, .. .,aq,) € R tel que :
apl, + a1 A+ -+ adflAdfl =0,.

Le polynome P = ag4+a1 X +- - -+aqg_1 X4 ! est annulateur de A, de degré strictement plus
petit que d. Par minimalité de d, P est donc le polynéme nul, soit ag = --- = aq—1 = 0.

Ainsi, |la famille (I, A, ..., A%1) est libre.

La famille (I, A, ..., A%"!) est libre et génératrice de R[A] par ce qu'on vient de faire.
C’est donc une base de R[A], et ‘dim(R[A]) =d. ‘
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Partie 3 : commutant d’une matrice diagonale a coefficients diagonaux 2 a 2 distincts

7. (a) Pour M = (m@j)lgingn € %R(R>, calculons :

m171)\1 ng)\Q . m17n>\n ml,l)\l m172A1 e mlm)\l

m21A1 Mma2Xa - mapA m21A2  Ma2d2 - ManpA2
MxD=|" : nn |l Dx M= | : m

mml)\l mn72A2 . mn7n>\n mn,l)\n mnyg)\n . mn,n)\n

(b) M appartient a €' (D) si, et seulement si, M x D = D x M, ce qui équivaut a (avec le calcul
effectué a la question précédente) :

V(i,7) € [1,n], © # 7, mijAj = mijAi

Et comme les réels Aq, ..., A\, sont supposés deux a deux distincts, ceci est encore équivalent
a:
m;; = 0 pour tout @ # j.

Ainsi, | M appartient & ¢'(D) si, et seulement si, M est une matrice diagonale.

(c) Par la question précédente :

0 I

¢(D) = . .#2 . s My ER S ={m By + peEoo + pinEnp, pa, -, e € R}
: .0
0 ... 0 puy

= Vect (E11,..., Enn),

ou les E; j désignent les matrices élémentaires qui constituent la base canonique de ., (R).
La famille (E1,..., Eyy) est donc génératrice de €(D), et libre en tant que sous-famille
de la famille libre (E; ;)1<ij<n. C’est donc une base de €' (D), ce qui permet de conclure

que ‘dim(‘f(D)) =n. ‘

8. Etude de R[D].
(a) Soit P = axX* +---+ a1 X + ag un polyndéme de R[X]. Calculons :

P(D) = a,D* + - + a1 D + apl,

Moo .0 A0 ...00
(D V- 0 X .
:ak . 2 ++(I]_ . 2 "‘aOIn
: 0 : 0
0 ... 0 A 0 ... 0 X\,
ak)\]f+---+a1)\1—|—ao 0 0
_ 0 arAs + -+ a1 e + ag
: - . 0
0 0 apAf 4+ 4+ a\, +ag
PA) 0O ... 0
| 0 P(\)
. . 0
0 0 P\
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(b) Avec le calcul précédent :

POy) 0 ... 0
P(D) =0 0 P(\s) : _o,
: 0
0 o0 PO
& P(M\) == P(\,) =0.

En particulier, si P est un polynéme annulateur non nul de D, il existe donc @ € R[X],
non nul puisque P # Og[x], tel que :

P=(X—-X)x - x(X—=XM)xQX).
En prenant le degré, on obtient :

‘deg(P) =n+deg(Q) > n. ‘

(c) Par la question précédente, le polynéme unitaire P = (X — A1)...(X — \,) est annula-
teur de D et de degré minimal parmi les polynémes annulateurs non nuls de D. Donc
o= (X = A1) (X = \n)|
On a montré que R[D] C ¥(D) a la question 2, dim(R[D]) = n avec les questions 6 et 8.(c),
et dim(%' (D)) = n a la question 7.(c). Ainsi, ‘]R[D] = %(D)‘

(d) On a déja montré R[D] C %(D) a la question 2. Montrons l'inclusion réciproque. Soit
M € €(D) Par la question 7.(b), M est une matrice diagonale :

M = O H2
S ¢
0 ... 0 un

OU 1, -, fn € R.

On a montré en cours (a l'aide des polynémes interpolateurs de Lagrange) l'existence (et
l'unicité) d’un polynéme P € R,,_1[X] tel que P();) = u;. Calculons alors :

poy=| 0 P (‘) — |- R
0 ... 0 PO 0 ... 0 pn

Ainsi, M appartient & Z[D], et on retrouve bien ’R[D} = %(D)‘

9. Etude de # = {M € .#,(R) | M? = D}.
(a) Soit M € #. M satisfait donc M? = D. Calculons :
MxD=MxM?*=M?xM=D x M.

Ainsi, | M appartient a ‘K(D)‘

Or, d’apres la question 7.(b), le commutant de D est formé des matrice diagonales. Par

conséquent, il existe uq, ..., u, des réels tels que :
M = 0 H2
R (|
0 ... 0 un

10
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(b) Substituons dans I’équation M? = D :

w0 ... 0 A0 ...0
0 w3 - | 10 X

o 0 o 0
0 ... 0 u? 0 ... 0 M\

Par identification, on obtient % = A1, ..., 2 = \p, soit u1 = £vV/A1, ..., pn = £V 0.
Ainsi, si M appartient a &, alors M est 'une des 2™ matrices :
1V )\1 0 . 0

0 g2V )\2 ’ :

: 0

0 ... 0 envn
ou pour tout 1 < ¢ < n, g5 = £1. Réciproquement, toutes ces matrices sont clairement
dans Z. Par conséquent :

61\/T1 0 0
B — 0 eav Ay :

, €1,...Ep € {—1,1}

: - 0
0 0 eV

et | Z est bien de cardinal 2" |

Partie 4 : commutant des matrices de taille 2 x 2

10. Pour tout A € #5(R), € (A) est un sous-espace vectoriel de .#>(R) qui est de dimension 4, donc
dim(%€(A)) < 4. Et on a vu a la question 3. que dim(%'(I2)) = 4. On peut donc conclure que :

dim(Z(A)) = 4.
A im(%¢(A))

11. Tout d’abord, pour D = <(1) (2) , on sait d’apres la question 7.(c) que dim(%' (D)) = 2. Il suit
2.

in dim(%(4)) <
que | min im(¢(A4)) <
Supposons qu'il existe A € .#>(R) tel que dim(%'(A)) < 1. Puisque R[A] C € (4), dim(R[4]) <
1. Mais d’apres la question 4.(c), R[A] = Vect(l2, A). La famille (I2, A) est donc liée, et il
existe A € R tel que A = A\o. Mais alors, € (A) = #>(R) puisque AIy commute avec toutes les
matrices, et donc dim(¢'(A4)) =4 £ 1.

Ainsi pour tout A € .#»(R), dim(%(A)) > 2, d’ou :

in  dim(¢(A)) > 2.
A8 im(€(A)) >

Finalement, on a montré | min dim(%(4)) = 2.
A€ (R)
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