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Exercice 1

1.

On écrit cette fonction sous forme exponentielle :

tan(z)

cos(x) = exp (tan(z) In(cos(x))) .

On rappelle les DL usuels suivants :

tan(r) = o+ 1ot ofa?), cos(a) = 1- 5 +ole®), m(1+u) = u— "+ "y ofu)
an(z) = o+ ga° +o(2”), cos(z) = 5 +o(z”), In u) = = o+ g to(w).
72
En posant u(x) = -5 + o(x3) et en composant les développements limités :

22 3 22 3
In (1—2—1—0(33 )) =—— +o(z”).

Par produit :
3

T
1 = - 3.
tan(z) In(cos(x)) i + o(z”)
23
En composant les développements limités, et avec exp(u) = 1+u+ 5 + G +o(u?), on trouve
u—r
finalement :
tan(x) a 3
n@ — 1L .
cos(z) =0 5 + o(z?)

Remarque. On aurait pu optimiser les calculs en se contentant d’un DL a 'ordre 1 des fonctions
tangente, logarithme et exponentielle.

Ecrivons les développements & 1'ordre 3 des fonctions sin et exp (car z se simplifiera dans la

fraction) :
3

sin(x) Tt % + o(z?),
2 2’
exp(z) — 1 ot 5 + G + o(z?).
D’ou par quotient :
@’ 3 ? 2
sin(z) B x—g—i-o(x) B 1—6—#0(95)
1 250 2 3 = 2
exp(e) =1 e T+ T do(ad) 1+ =+ = +o(2?)
2 2 6
Enfin :
2
x
1— =+ o(2?) 2 2 2
6 5 = lfx—Jro(xQ) 1727$—+—+0(:c2)
1+ZC+$+(2)$—>0 6 2 6
2 6 O
2 2 2 2
x x 9 r 9
—_r_r T —1- =
5 6+4 6+0(:U) 5 12+0(:v)
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3. On se ramene en 0 en posant h =z — 1 :

_cos(2m(h+1)) =1  cos(2wh) —1

9@) =90+ N = T = T QR =k

(2mh)? R h?
5 et In(1+h) o h 5 +o(h*®), donc In(1+h) —h e T Par

Or cos(2mh) —1 ~ —
h—0

quotient d’équivalents :

— _ 2

Ainsi | lim g(z) = 4n°.

r—1

Exercice 2
1. Montrons par récurrence que la suite est bien définid!|et que pour tout n € N, u,, > 0.
ug est bien définie et ug > 0, donc la propriété est vraie au rang n = 0.

Soit n € N*. Supposons la propriété vraie au rang n — 1, et montrons la propriété au rang
n.

Puisque u,—1 > 0 par hypothése de récurrence, n + u,—1 > 0, et u, = /n + u,—1 est bien
défini et positif. D’ou la propriété au rang n.

Par principe de récurrence, u,, est bien défini et positif pour tout n € N.
Vérifions & présent I'inégalité demandée. Tout d’abord, ug > 0 = v/0, et pour tout n € N* :
n<n+u,_1, Aol vn < /n+ tup_1 = uy

par croissance de la fonction racine carrée. Ainsi, ‘un > /n pour tout n € N. ‘

Puisque +/n —+> 400, on en déduit par théoreme de comparaison que
n—-+0oo

lim wu, existe et vaut 4o0.
n—-+o00

2. (a) Pour tout z >0 :

l+z Cltz-2yz (11— a)?
; VE= 2 T2 2 0]

D’ou I'inégalité souhaitée.

Uo
on’

la propriété est vraie pour n = 0.

(b) Montrons par récurrence que pour tout n € N, u, <n+
U,
Comme up < 0+ 2—8,

Soit n € N*. Supposons la propriété vraie au rang n — 1. Montrons qu’elle est vraie au
rang n.
On applique 'inégalité de la question précédente a = n + up_1 :
1+n+up_q 14+n  up—

Or par hypothese de récurrence :

up
2n—1'

Up—1 <n—1+

En remplagant dans I'expression précédente, on obtient :

1+4n n—-1 o uQ

D’ou la propriété au rang n.

1 se pourrait en effet qu’a un certain rang n € N*, on ait u,_1 < n et que U, = 1/Un_1 + 1 ne soit pas défini.
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Par principe de récurrence, |u,, < n + 2—2 pour tout n € N.

Pour tout n € N* :

. Up—1 _n—1 ug
)
O<un1<n—1—|—2n T dou 0 < > < 2 +n22”—1
n—1 U 1 1 U N
Puisque = + n222_ TS T3 + Wg—l nﬁ_ioo 0, par le théoreme des gendarmes,
lim 21 existe et vaut 0. Ainsi, |[up—1 = o(n?).
n—+oo N n—-+0o0o

(c) Pour tout n € N* :

un_\/n+un—1_\/n+un—1_\/1+un_1

n n n2 n n?

U
Puisque lim = 0 par la question précédente, <n> converge vers 0, et
n/n>1

n—-+oo N n

Un = o(n).

(d) Soit n € N*. Alors :

Un —Ji+ Unp—1

NG
Ecrivons :

Up—1 Up_1 N —1 Up—_1
n n—1 n notoon—1n—+o0
. , .. Up Un—1 . , .
par la question précédente. Ainsi, — = /1 + — 1, qui se récrit |u, ~ /n.
\/ﬁ n  n—+oo n—-+00

3. (a) Pour tout n € N :

- Vi = Vi - = (e T )

Unp—1

Or, on a montré que lim = 0. Avec I’équivalent usuel suivant :

n—+oo N

1
ViHxr—1 ~ —x
z—0 2

il vient :
Up—1 1 Tup_1

1+
n n—>+oo 2 n

Puisque u,, ~ +/n, on obtient :
n—-+o0o

v~ YAl L Rl

n—+o00 2n n—+oo n——+o00 2n 2°

. . 1
Ainsi, | la suite (v,)nen converge vers —.

2
. . 1 1 . Lo
(b) Puisque nEI«Poo Un = 5, alors vy, oo D + o(1), qui se récrit :
= Vit tol)
Unp, oo n + 5 4+ o(l).




4.

5.
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(a) On multiplie par la quantité conjuguée :

W=V D(atVa—1) _ n-(n-1) 1
V= vn Vit i1 T iyl Jn+vn-1
Ainsi, | lim (vn—+vn—1)=0.

n——+oo

D’autre part, u, =
n—-4o0o

1
Vvn+ 3 + o(1), d’out en remplacant :

Up — Up—1 = (\/ﬁ-l-1—1—0(1))—(\/71—1—1-%—1-0(1))
— (WA-VaTD+ol) — 0.

Ainsi, | lim (uy
n—+o0o

— Up—1) = 0.

(b) Calculons :

un+1_un:\/n+un_\/n_1+un—l

(Wt ug = v =T+ up_1)(Vn At up +/n— T+ up_1)
Vit g +n—T+up—1
C(ntun) —(n—14us1) 14+ upy — Up_1

V4 u, +vn—1+u,—;

Vntu,+vn—1Fu,—1

La quantité au dénominateur étant toujours positive, wuy, 11 —u, est du signe de 14w, —up_1.

Puisque lim 1+ u,
n—-+00

14+ up —up—1 > 0.

— up—1 = 1, il existe un rang N € N tel que pour tout n > N,

Ainsi, pour tout n > N, tup41 — un > 0, et ’ (up) est croissante & partir d’un certain rang. ‘

(a) Par la question précédente :

B T e et )

1
+ 5 +0(1)

1 1 1
_ 1) |= — 1).
= Vit g =g+ o =) +ol) | = Vit 5 +ol)
=o(1)
(b) Calculons :
1 Unp—1 1
Wo =ty — Vi~ g = ﬁww“—J——f[1+n-4—%ﬁ
_ '1+1+1+<w_h_1
n_ Vn o 2n °\n 2y/n
_ '1+1(1+1>+%(21)<1+1)2+ (1)1
VPR o\Un T2 9l J/n on) T %\n NG
VS R O]
n_4n sn ' \n - 8yn 0\/5'
i IEE _f+1++(1)
insi, e Sﬁ’qm se récrit | uy, et n SVn o i)
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Exercice 3
Partie I. L’anneau Z[\/7].

1. L’existence d'un tel couple reléve directement de la définition de Z[v/7], il s’agit donc surtout
de prouver l'unicité. Soient aq,as, b1, by des entiers tels que aq + b1V7 = as + b /7. Alors
(b1 —bg)\ﬁ: az — ai.

Si by # by, alors /7 = abf:g; € Q, ce qui est absurde. Donc b; = bs, et donc a; = as.

Ainsi, | tout élément de Z[v/7] s’écrit bien de maniére unique sous la forme a + b\/7, (a,b) € Z2.

2. Montrons que Z[/7] est un sous-anneau de R.

o Le neutre multiplicatif de R est 1 = 1 + 0v/7 € Z[\/7].
o Soient x,y € Z[\/7], et soient a1, by, as,by € Z tels que x = a1 + b1\V/7 et y = az + b /7.
Alors :
x—y = (a1 —az) + (b — bo) V7 € Z[V7).
—_———— ——
€Z €7

Enfin :
Ty = (al + blﬁ) (CLQ + bz\ﬁ) = a1ay + 7b1l)2 + (a1b2 + a2b1) \/? € Z[\ﬁ]

€Z €Z

Et donc | Z[v/7] est bien un sous-anneau de R.

Si Z[y/7] était un corps, alors 2 serait inversible dans Z[/7], et donc il existerait a,b € Z tels
que :

1
3=a + bV7, soit encore (2a — 1) 4 2bv/7 = 0.

Par la question 1, ceci implique que b = 0 et 2a — 1 = 0, ce qui n’est pas possible dans Z. Donc
2 n’est pas inversible dans Z[v/7], et | Z[\/T] n’est pas un corps.

3. Vérifions que l'application ¢ : x — T est un automorphisme d’anneau de Z[\ﬁ]

e« (1) =p(14+0V7)=1-0V7=1.
e Soient x,y € Z[\/7], et soient a1, by, az,by € Z tels que x = a1 + b1\/7 et y = ag +byy/7. En
utilisant les calculs déja effectués :
p(z+y) = (a1 + az) + (b1 + b2)VT) = (a1 + az) — (b1 + b2)V7
= (a1 — b1V7) + (a2 — b2V7) = p(z) + o (y)

et :
o(z x y) = p((ar1az + Tbiba) + (a1bs + asb1)V7) = (aras + Tbiby) — (a1be + azby)V7
= (araz + 7(=b1)(=b2)) + (a1(=b2) + aa(=b1))V7
= (a1 — 1VT7) x (a2 — b2V7) = p() x p(y).
Enfin :

pop(x)=pla —biVT) =a + VT =1
donc poy = idZ[\ﬁ], et ¢ est bijective.

Ainsi, | ¥ — T est un automorphisme d’anneau de Z[v/7)].

4. (a) Soit x,2’ € Z[\/7]. En utilisant le résultat de la question précédente :

N(za') = (z2') x 22’ = (z2) x T2’ = (27)(2'2’) | = N(z)N(2').
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(b) Soit = € Z[/7], inversible. Notons z’ € Z[/7] son inverse. Alors :
1=N(1)= N(xz') = N(z)N(2).

Mais N(z) et N(z') sont deux entiers. Ainsi, N(z) = £1.

Inversement, si z = a + b\/7 est tel que |[N(z)| = 1. Alors = # 0 (car N(0) = 0), et donc x
est inversible dans ’anneau R. Son inverse est

1 1 a— b7 a—b/T a b N

T at VT (atbVT)a—bvT) -T2  N(z) N(z)

Et cet inverse appartient bien & Z[v/7] puisque |N(z)| = 1. Ainsi, = est bien inversible dans
I'anneau Z[v/7)].

On a donc montré que |z € Z[/7] est inversible si, et seulement si, N(z) = +1.|Et si c’est

le cas, ‘son inverse est T si N(x) =1, —Z si N(z) = —1.‘

Partie II. Structure du groupe des inversibles de Z[\/7] et équations de Pell-Fermat.

5. Puisque N(8+3v7) = 82-7x3%2=1,|8+3V7€ G| Et donc‘G contient d’autres éléments que +1.

6. On souhaite montrer que G N1, 00| posséde un plus petit élément w.

(a) Supposons que z > 1 et N(z) = 1. Alors :

1
I<—<1<uz.
x

Or, par la question 4.(b), — = Z = a — by/7. Ainsi, a — bv/7 < a+ b\/7, et donc . Et
alors a — b\/7 > 0, donc a > b\/7 > 0. Puisque a € Z,

(b) On a toujours l'inégalité :

8|~

1
I<—-<l<z
T

1
avec cette fois — = —T = —a+by/7. Ainsi, —a+bV7 < a+b\/7 et donc . Et puisque

b7 > a, il vient

(c) Soit = a + b\/7 € GN|1, M]. Par la question précédente, a > 1 et b > 1. On en déduit
que :
1<a<a+bVT<M et 1<b<bWVT<a+bV7< M.
Autrement dit, (a,b) € [1, M]?. Donc il y a au plus M? couples (a,b) tels que a + b\/7 €
GN|1, M]. Donc ’Gﬁ]l,M] est ﬁni.‘

(d) Nous avons déja dit que G contient 8 + 31/7. Prenons donc M un entier supérieur ou égal
a 84 37. Alors G N]1, M] est non vide et fini, il posséde donc un plus petit élément .

Pour tout € G N1, 4o00[, on a deux cas :

e soit x < M, et alors u < x ; ‘ e soit x > M, et alors u < M < z.

Donc ‘u est le plus petit élément de G N1, +o0. ‘

7. (a) Puisque u > 1, u” —+> +o00. Et en particulier, il existe ng € N tel que pour tout k& > ny,
n—-—+oo

ub > v,

Soit A, = {k eN|uF < v}. C’est une partie non vide de N (car contient 0), majorée
par ng. Elle admet donc un plus grand élément k. Et puisque k € A, et k +1 ¢ A,,
uk <v < uktt, ‘




MP2I

8.

9.

(b) On a donc 1 < - < u. Et puisque v et uF sont deux éléments de G, qui est un groupe,
-1
F=0 (uk) appartient a G.

Puisque u est le plus petit élément de G N |1, +o0o[, et que & < u, il suit que 5 =1, si

bien que [v = u*.|
(¢) Puisque u € R? (car u > 1), u¥ > 0 pour tout k € Z, et donc (u) C GNRY.
Inversement, soit v € G NRY.
e Siw > 1, alors par la question précédente, v € {uk, k€ N} C (u).
o Siv=1,alors v=u’€ (u).
e Siv < 1,alors % > 1, et donc par la question précédente, il existe k € N tel que % = uF,
et donc v = u* € (u).

Donc |G NRY = (u).

Soient (£1,k1), (€2, k2) deux éléments de {—1,1} x Z. Alors :

f(e1, k1) - (e2,k2)) = f (162, k1 + ko) = e1e0uf1R2 = cyauMegu? = f (e1, k1) f (€2, k2)

Donc ‘ f est bien un morphisme de groupes. ‘

Soit (e, k) € Ker(f). Alors :
fe, k) =euf =1.

Puisque u* > 0, on a ¢ = 1. Et alors u* = 1, d’ott k = 0. Donc Ker f = {(1,0)}, ou (1,0) est le
neutre si bien que f est injectif.

Enfin, si z € G, alors :

o soit 2 > 0, et donc par la question 9.c, il existe k € Z tel que z = u* = f(1,k).

e soit z < 0, mais alors —x > 0, et donc il existe k € Z tel que x = —uF = f(—1,k).

Dans tous les cas, x possede un antécédent par f, qui est donc surjectif.

Ainsi, f est bijectif : c’est un ‘isomorphisme de groupes.‘

(a) Notons que (x

,y) € Z2 est une solution de 22 — 7Ty? = 1 si et seulement si o = = + y/7 est
tel que N(«a) = 1.

Nous savons déja que N (8 + 3y/7) = 1, et donc ‘ (8,3) est solution de I’équation. ‘

Pour tout £k € N*, N ((8+3\ﬁ)k> = N(8 + 3v/7)* = 1, si bien que si on note (ag,by)
les entiers tels que (8 + 3v/7)¥ = ay + by/7, alors a? — 7b2 = 1. Et donc (ag,bg) est
solution. Reste & remarquer que puisque 84-3v/7 > 1, la suite ((8 +3V7 )"“)k est strictement
croissante, et donc injective.

Ainsi, |il y a une infinité de solutions & I'équation 22 — 7y? = 1. ‘

Nous avons déja dit que (8, 3) est I'une d’entre elles. Et puisque (8 +3v/7)2 =64 +7 x 9+
487 = 127+48\/?:, alors

(127,48) est une deuxieéme solution. ‘

(b) La encore, les couples (z,3) solutions de 22 —7y? = —1 correspondent aux élément z+yV7 €

Z[\T] tels que N(x + y/7) = —1.

Notons que de tels éléments sont nécessairement dans G, et il s’agit donc de déterminer le
nombre d’éléments de G dont la norme vaut —1.
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Soit g € G. On a deux cas :
o sige GNR: = (u), il existe k € Z tel que g = u*. Mais alors :

N(g)=N@") = Nw)* = N@+3vV7)F =1

et donc N(g) # —1.

o sig € GNR*. Alors —g > 0 et appartient toujours a G car N(—g) = N(—=1)N(g) =
N(g). Donc —g appartient & GNR* | de sorte que N(—g) = 1 par le cas précédemment
traité. Ainsi, dans ce cas également, N(g) = 1.

Alnsi, il n’existe aucun élément de Z[7] de norme —1, et donc l'équation

‘12 — 7y?> = —1 n’a pas de solution.‘

Exercice 4 (Polyndémes de Tchebychev et théoréme de Block-Thielmann)
Partie I. Résultats préliminaires

1. Pour tous n,m € N*, deg(X™) =n et :

Donc ‘la suite (X™)pen+ est commutante.‘

2. (a) On vérifie les trois points suivants :

o La composition des polynomes est une loi de composition interne sur ¢ car deg(PoQ) =
deg(P) x deg(Q) = 1.

e La loi o est associative, d’élément neutre X € ¢.

e Soit U=aX+be¥. Pourtout V=cX+de¥:

UoV=a(cX+d+b=acX+(ad+b) et VoU =c(aX +b)+d=acX + (bc+d).

Pourc:%etd:—g,UoV:X:VoU. Ainsi, U = aX + b € ¢4 admet pour

1 b
symétrique dans ¢ le polynoéme [U~t = =X — =,
a a

Ainsi, | (¢,0) est un groupe.‘
(b) Pour tous m,n € N*, deg(U o P, oU~1) = deg(U) deg(P,,) deg(U™1) = 1 x deg(P,) x 1 = n,
et :

(UoP,oU Yo(UoP,oU Y)Y=UoP,0P,cU '=UoP,0oP,0U!
=(UoPpoU o (UoP,oU™M).

Donc | (U o P, o U™ 1)

est une suite commutante.

neN*

Partie II. Polynémes de Tchebychev (de premiére espéce)

3. Calculons TQ = T0+2 = 2XT1 — T(_) puis .
Ty = 2XT, — Ti | = 4X° — 3X| et enfin |7y = 8X* —8X2 + 1.

4. Puisque sur les premiéres valeurs on constate que T}, est de coefficient dominant 2" !, prouvons
par récurrence double sur n € N* la proposition &(n): « T,, est de degré n et de coefficient
dominant 271 ».
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Il est clair que 17 et T sont vraies.
Soit n € N* tel que Z(n) et Z(n + 1) soient vraies.

Soit Qn € Ry 1[X] et Qni1 € R, [X] tels que T, = 2" 1 X" + Q,, et T = 2" X" + Q..
Alors :

Tpyo =2XTpi1 — T, = 2" X2 4 2X Qi1 — T
— —

ERn41[X]

si bien que Tj,.2 est de degré n + 2 et de coefficient dominant 2"+1.

Par le principe de récurrence double, ‘ pour tout n € N*, T}, est de degré n et de coefficient dominant 2".

5. Soit # € R. Prouvons par récurrence double sur n € N que T;,(cos(6)) = cos(nf).

m Pour n = 0, Th(cos(f)) =1 = cos(00). Pour n =1, Ti(cos(f)) = cos(#) = cos(10).
Soit n € N tel que T, (cos(f)) = cos(nb) et Ty,41(cosf) = cos((n + 1)0). Alors :

Tht2(cos @) = 2cos(0)T+1(cos0) — T,—1(cos ) = 2 cos(f) cos((n + 1)8) — cos(nb)

©) cos((n + 2)0) + cos((n + 1) — ) — cos(nf) = cos((n + 2)6),

1
I'égalité () provenant de la formule cos(a) + cos(b) = i(cos(a +b) + cos(a — b)).

Par le principe de récurrence double, ‘pour tout n € N, T),(cos(f)) = cos(nb). ‘

6. Soient m,n € N, et soit # € [—1,1]. Notons alors § = Arccos(x), de sorte que = = cos(f).
Calculons :
o Ton(x) = Tinn(cos(0)) = cos(mnb) ;
o (T, oT,) (cos(8)) =Ty (Tn(cosh)) = Tp,(cos(nb)) = cos(mnb).
Donc pour tout z € [—1,1], Trn(z) = (T, o Ty) (x). Le polynéme T,,, — T,, o T,, s’annule

une infinité de fois (sur tous les points de [—1,1]). C’est donc le polynéme nul, si bien que
Ton = T o Ty

Comme de plus, deg(7},) = n pour tout n € N*,

(T),)nen+ est une suite commutante.

Partie III. Etude du commutant de X2 + p

7. Soit P € %), et notons n son degré, ao,...,a, ses coeflicients. Déterminons les coefficients
dominants des polynémes P o (X2 + p) et (X2 +p) o P.

n
k
o Po(X?2+p)= Z ay (X 24 p) posséde un coefficient dominant qui est celui de a,, (X2 + p)"
k=0
(puisque tous les autres termes de la somme sont de degré inférieur ou égal a 2n — 2). Or,

" (n

(X2+p)" = Z <k X?kpn=k a pour coefficient dominant 1, et donc P o (X2 + p) a pour
k=0

coefficient dominant a,.

2

o (X 2 4 p)oP = P? + p a le méme coefficient dominant que P?, & savoir a2.

Puisque P o (X2 + p) = (X% 4+ p) o P, il vient a,, = a2, et donc a, = 1 puisque a, # 0 (par

no
définition, un coefficient dominant est non nul). Ainsi, \P est unitaire.
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8. Soient Py, P> deux polyndmes de %), de méme degré n. Alors :
Pro(X?+p) = Pyo(X?+p)=(P1—Py)o(X?+p).
Mais par ailleurs, par définition de €, :

Plo(X2+p)—Pgo<X2—l—p> = (X2+p)oP1— (X2—|—p)oP2: <P12+p> —<P22+p)
=P} —P}=(P—P) (P +P)

Alors Py + P, est de degré n, puisque son coefficient de degré n est 1 +1 = 2 # 0. Et donc par
identification des degrés :

2deg (P1 — P3) = deg ((P1 — Py))o <X2 +p>> = deg (Pl2 - P22)
=deg (P, + P2) + deg (P, — P,) = n+deg (P, — P»)

Si P, # P, alors deg (P — P») = n. Mais ceci est absurde, car les termes de plus haut degré de
P et P, sont égaux, si bien que P; — P, est de degré au plus n — 1.

Ainsi, P, = P, et “?o”p contient au plus un polynoéme de degré n.

9. Supposons donc qu’il existe P € %, de degré 3 . Notons alors P = aX3 + bX? + cX + d, avec
a € R* et (b,c,d) € R. Calculons :
3 2
Po(X?+p)=a(X?+p) +b(X+p) +c(X*+p)+d
=aX%+ (3ap + b)X* + (3ap2 -+ 2bp + c) X2+ ap® +bp® +ep+d.

Et de méme :
2 3 2 2
(X2 +p) o P = (aX®+bX* +cX +d) +p
= a?X° 4 2abX" + (b + 2ac) X* + 2(ad + be) X* + (¢ + 2bd) X? + 2¢dX + d® + p
Par identification des coefficients on obtient :

« pour le degré 6, a®> = a, et puisque a # 0,a =1 ;
e pour le degré 5, 2ab =0, donc b =0 ;
e pour le degré 4, 2¢ = 3p, donc b =0 ;
e pour le degré 3, 2d =0, donc d =0 ;
« pour le degré 2, 3p> +c=¢% Or:
9p?

3
3p2+c:c2@3p3+5p:T@3p2+6p:()<:>p(p+2):0

Et donc [p=0oup=-2.

10. I est évident que pour tout n € N*, X" o X? = X2 0 X", si bien que {X",n € N*} C 6. Mais
alors 6y contient déja un polyndéme de chaque degré non nul. Et comme elle ne peut pas en
contenir plus d'un par la question 8, on obtient “KO ={X" ne N} ‘

11. (a) Soit V =aX + b de degré 1. Calculons :

—2a+b=——-2bX + — —2a +0b.
a a

VO(XQ—Z)OV_IZG(XG_Z))2 X v

10
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Ce polyndme est égal a T si, et seulement si :

1 _

=2 a=3
—2b= = b=0

¥ _9a4b=—1 94 = —1

X
Ainsi, |le polynéme V = > convient.

(b) Soit V comme dans la question précédente, de sorte que X2 —2 = V-1oTy o V. Alors
par la question 2.(b), (V‘1 oT, o V)n>1 est commutante, si bien que pour tout n € N*,
V-1oT,oV commute avec V"3'oThoV = X2 -2 et donc V1oT,0V € ¥_5. Mais
V=l oT, oV est de degré n, et par la question 8, %_, contient au plus un polynéme de
degré n. Ainsi, |49 ={V 10T, 0V,n e N*}.

Partie IV. Théoréme de Block-Thielmann
12. Par la question 2.(a) U~ =1 (X — g), si bien que :

X  b\? X b X2 b b b2 b2 X2  dac—b?
Pdf&:a(—-)+b<—)+c=+(—+)X+-—+c:+cw.
a a 2a a a a a a

Et donc en composant par U :

12
UoPoU_l:a(PoU_l)—i—b:XQ—&—M—i—é

qui est bien de la forme annoncée.

13. Puisque (X"),cn- et (Th),cn- sont deux suites commutantes, par la question 2.(b), pour tout
U de degré 1, (Uo X™o U_l)neN* et (UoT,o0 U_1>n6N* sont des suites commutantes. Il s’agit
donc de prouver que ce sont les seules.

Soit (P,,) une suite commutante. Alors :
o P est de degré 2. Donc par la question 12, il existe U € R[X]| de degré 1 tel que U o Py o
U~! = X2 4+ p, pour un certain p € R ;

« Parla question 2.(b), (U o P,, o U™"), _\. est encore une suite commutante. Ainsi, pour tout
n €N, UoP,oU~! commute avec UoPyoU ™! = X?+p. Autrement dit, UoP,oU ! € Cp-

o Puisque P3 est de degré 3, U o P3o U™! est un élément de degré 3 de ©p, si bien que p =0
oup=—2.

On a donc deux cas possibles :

e Sip =0, alors pour tout n € N*, Uo P, o U™ € % = {Xk,kGN*}. Et donc par
identification des degrés, U o P, o U~! = X", si bien que P, =U 1o X" o U.

¢ Sip= -2, alors pour tout n € N*, Uo P, oU ' € ¢ 5= {V-%1oT,0V,ne N} Mais
encore une fois, U o P, o U1 est de degré n, et le seul k pour lequel V"' o T}, 0V est de
degré n est k =n. Donc Uo P,oU ' =V~ 0T, 0V, si bien que :

P,=U"'oV'oT,0VoU=(VoU) ' oT,o(Vol)
ou V oU est bien de degré 1 .

Donc les suites commutantes sont exactement les (U oX"o U‘l)neN* ou les (U o1, o U_l)neN*
pour U € R[X] de degré un.
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