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Correction du devoir maison

Exercice 1 (Etude d’une suite récurrente)
Partie I. Convergence de la suite (u,)

1. (a) La fonction f est dérivable sur R, en tant que quotient de fonctions qui le sont, et dont le dénomi-
nateur ne s’annule pas. Et pour tout z € Ry :

oy (1) =2z(z+1) 1-z

(b) La dérivée de f s’annule en x = 1, est strictement positive sur [0, 1] et strictement négative sur
]1,400[. D’oti le tableau de variations suivant de f.

x 0 1 400
f'(@) + 0 -
1
1
0 0
.. T 1
Pour la limite de f en 400, on remarque que f(z) ~ —==- — 0
r—+00 I Xr r—+oo

(¢) Calculons, pour xz € R :

_x[(1+x)271]_a:2(2+x)
G e T

Ainsi, ‘f(x) < x avec égalité si, et seulement si, z = 0. ‘

2. (a) On montre par récurrence la propriété &(n) : « wu, est bien définie et 0 < u,, » pour tout n € N.

Puisque ugp = a € R*, la propriété est vraie pour n = 0.
Soit n € N. Supposons la propriété &(n) vraie.

u
Puisque u,, > 0 par hypothése de récurrence, u,+1 = f(u,) = -

m est bien définie est
Unp

strictement positif. D’ou la propriété £ (n + 1).

Par principe de récurrence, ‘un est bien définie et 0 < u,, pour tout n € N. ‘

(b) Le tableau de variation de f assure que f(z) < § pour tout = € R.

Ainsi | pour tout n € N*| u,, = f(up—1) < % puisque u,_1 € Ry.

(¢) Soit n € N. Par les questions 2.(a) et 1.(c), u, € Ry et 11 = fun) < ty. Donc‘ (up) est décroissante.

La suite (u,) est décroissante, minorée par 0. Elle converge donc vers une limite finie £ € Ry par
théoreme de limite monotone.

En passant a la limite dans 1’égalité u,+1 = f(uy,), on obtient ¢ = f(¢) (par continuité de f), et donc

£ =0 par la question 1.(c). Ainsi,| lim wu, =0.
n——+oo
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Partie II. Propriétés de la série harmonique

3. (a) Soit n € N*. Calculons :

2n n n 2n n 2n
1 1 1 1 1 1
h n hn - T - = — — — — = _
2 k k D E T k ) k k
k=1 k=1 k=1 k=n+1 k=1 k=n-+1
2n
1 1
> — = (2n — 1) — ==
= o~ Zn—(nHD)gr =3
k=n-+1
. 1
Ainsi, | Aoy — hy > 3
(b) Soit n € N*. Alors :
n+1 1 n 1 1
hpi1 — hyp = - — - = >0
+ ; k ; k- n+1-

Donc | (hy),,~; est une suite croissante.

Par le théoreme de la limite monotone, soit la suite (h,,),~, converge vers une limite finie ¢ € R, soit
elle diverge vers +oo.

Par I'absurde, supposons que (hy,),~,; converge vers £ € R. Alors (h2,),~,; converge aussi vers ¢ en
tant que suite extraite d’une suite convergente. Mais en passant & la limite dans 1'inégalité obtenue
a la question précédente, on obtiendrait 0 > % D’ott une contradiction.

Ainsi, | la suite (h,,),,~, diverge vers +oc.

4. (a) Soit n € N*. Calculons :

1 2
Upt1 — ap = hpy1 —In(n+2) —hy, +In(n+1) = —ln(n+ )

n+1 n+1
1 1
= —In(1+ >0
n+1 n+1

par l'inégalité classique In(1 4+ z) < z pour tout x > —1. Ainsi, la suite (a,) est croissante. On
montre de méme que la suite (b,,) est décroissante. Calculons enfin :

1
bn—an:ln(n+1)—ln(n):1n<1+n) — s 0.

n——+oo

Ainsi, ‘les suites (a,) et (b,) sont adjacentes. ‘

(b) Par le théoréme des suites adjacentes, ‘ les suites (ay,) et (b,) ont une limite finie commune, notée ~.

(¢) Soit n € N*. Puisque les suites (a,) et (by,) sont adjacentes, on dispose de I’encadrement :

1
anp <v<b,, dou 0<’y—an<bn—an—ln(1+>.
n

Pour n = 100, et toujours avec I'inégalité bien connue sur le logarithme :

1 1
0<~-— <1 1 — ] < —.
=77 G100 = n( +1oo)—100

Ainsi, ‘aloo est une valeur approchée de v & 102 prés par défaut. ‘

5. (a) L’égalité lim b, =~ se récrit b, = + (b, — ) = v+ o(1), soit encore :
n—-+o0o

= In(n)+~vy+o(1).

n
n—-+oo

En particulier, pour tout n > 2 :
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Remarque. La suite (h,,) est appelée série harmonique. On vient ici d’en obtenir son développement
asymptotique a deux termes, et donc aussi son équivalent en ne conservant que le premier terme de
ce développement.

(b) On peut reprendre a 'identique les arguments donnés a la question précédente avec la suite (a,—1)n>2
en lieu et place de (b,,)n>1. On obtient :

Bt In(n) +v+o0(1) et hpy1 ~ In(n).

n—-+o0o n—-+o0o

Partie III. Développement asymptotique de la suite (u,,)

6. (a) Soit n € N. Calculons :

1 1 (up+1)?% 1 (u,+1)2-1
- = S 7-: nt 2.
Unp Unp Up, Unp tn

Un41

(b) Soit n € N. Si n = 0, légalité est immédiate. Supposons n > 1, et sommons les égalités de la

questions précédentes pour k =0,...,n—1:
n—1 n—1
1 1
SR DU
o Uk+1 U k=0
D’ou par télescopage :
1 n—1
— - — =2n+ Z U,
Unp Uug P
qui se récrit :
1 n—1
— =—+2n+ Z U,
Un k=0

(¢) Procédons par récurrence.

1
Pour n = 1, on a montré a la question 2.(b) que u; < 1 < 1. D’ou la propriété au rang n = 1.
1
Soit n € N*. Supposons que u,, < —. Puisque f est croissante sur I'intervalle [0, 1], il vient :
n

n n—+1 1

1 1

D’ou la propriété au rang n + 1.

Par principe de récurrence, |u,, < % pour tout n € N*.

(d) Soit n > 2. D’une part :

1 1
—_— = - 2 > 2n.
— = 4m+ ) e [>2n]
~— k=0
>0
D’autre part :
11 w2 1 I
— =-+42tu+ ) <S42tat ) -=-+2n+a+h, 1.
w o n + ug kiluk_a n+a kflk? 4 n+a n_1

(e) Toujours pour n > 2, on tire de I'inégalité précédente :

1 a hn—l
1< <l+—+—++ .
- 2nu, — 2na + 2n 2n
hp— In(n 1 a

Par la question 5.(b), ol Q — 0 par croissances comparées. Ainsi, 1 + — 4+ — +
) 2n n—+4oo 2n  n—+4oo 2na  2n

nolo 1, et par théoréme des gendarmes, lim existe et vaut 1.

2n n—+oco n—+o00 2Ny,

1
Cette derniere limite se récrit |u,, ~ —.
n——+oo 271




.

8.
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(a) Soit € > 0. Puisque kgrfoo 2kuy, = 1, par définition de la limite, il existe kg € N* tel que, pour tout

k Z k‘o :
1—¢ 1+4+¢
< < .
ok ="M= Top
(b) Soit n > ko. Sommons les inégalités précédentes pour k = kg,...,n :
(1=e) Y gp <D m=<(+e) Y o
k=ko k=ko k=ko
n
>
Nous venons d’établir, en revenant a la définition de la limite, que lirf kzkig = 1. En d’autres
n—-+0oo
2k
k=ko

n
1
termes, Z Uk n~>+ :an %

k=kq

Enfin, pour tout n > kg :

o 1 1
=Ro :O(IH('IL))

- 1
Et donc kzk ue o~ In(n).
=Ko

(¢) Soit n € N. On procede de méme :

ko—1 ko—1
Zuk—Zuk—l—Zuk—fln Zuk:f n) + o(In(n)).
k=ko

=o(In(n))

n
- 1
Ainsi, ,;_0 ue o~ o5 In(n).

(a) Soit n € N. Par la question 6.(b) :

1 . 1
—:2n+2uk—un+f
Up, P a

1
Par la question précédente, E uk =5 In(n) + o(In(n)), et par la question 6.(e), u,, ~ — =
n—+o0o
k=0

o(In(n)). Comme de plus 1 o(In(n)), il vient :
a

1
w e 2n + 3 In(n) + o(In(n)).

(b) Par la question précédente :

1 1 1
Ui 2n 4 Ln(n) + o(n(n)) 217 4 [lnw) o ( 1n<n>ﬂ

) |, ()

n

Puisque lim ) = 0, il résulte du développement limité en 0 & 'ordre 1 de u —

n—+oo 4n

1 In(n) In(n) 1 In(n) In(n)
unn%+oo2n(1 an +0( n >> o B2 0\ Tz )

1
—— que:
1+uq
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Exercice 2 (Polynomes de Bernstein et théoréme de Weierstrass)
Partie I. Fonctions uniformément continues et théoréme de Heine

1. Supposons f : I — R uniformément continue sur I. Soit a € I et soit € > 0. Puisque f est uniformément
continue, il existe n > 0 tel que :

V(z,y) e I*, |z —yl <n = |f(z) - fy)| <e.

Ainsi, pour tout xz € I :
[z —al <n = [f(z) - fla)] <e.

Donc f est continue en a. Ceci étant valable pour tout a € I, ‘ f est continue sur I.

2. (a) Soit n € N*. Par hypothese, il existe (z,,,y,) € I? tel que :

oyl < et 1f (ea) = f (gn)] 2

D’oti | existence de deux telles suites (2,,),,~, €t (yn),~; & valeurs dans I

(b) Puisque (z,,) est une suite bornée (I étant un segment), on peut en extraire une sous-suite convergente

il existe une extractrice ¢ : N* — N* et un réel c € [ tels que lim z,,) = c.
n—-+oo

Par construction, pour tout n € N* :

1
T — < —.
o) = Yol < 205
. . . . 1 P
Puisque ¢ : N* — N* est strictement croissante, lim —— = 0. Par théoréme des gendarmes,
n—-+oo Sﬁ(n)

ﬂll}liloo Ty(n) — Yo(n) €Xiste et vaut 0. Et comme nEI—&I-loo Ty(n) = ¢, il suit que nEIJIrlOO Yo(n) = C-

(c) Pour tout n € N* :
|f(@om) = F(Ypm))] = €.
Mais puisque f est continue, nEIfoo |f(Tom)) = f(Wem))l = f(c) = f(c)] = 0. Par passage a la limite
dans les inégalités, il en résulte 0 > €. D’ou une contradiction.

On a donc démontré le théoréme de Heine : si f : [a,b] — R est continue sur un segment [a, b], alors
elle est uniformément continue sur [a, b].

Partie II. Polynémes de Bernstein

3. Soit n € N et k € [0,n]. Par opération sur le degré d’un polyndme :

deg(By.1) = deg(X") +deg((1 — X)"*) =k + (n— k) [=n.

De plus, B,, 1. est scindé, ‘ses racines sont 0 et 1, de multiplicités respectives k et (n — k). ‘

4. (a) Soit P € R,[X]. Supposons qu’il existe (Ao, A1,---,An), (Hos fi15 - - -5 ) € R?TL tels que :

P=> MNBur=Y_ (kB ()
k=0 k=0
Soit k € [0,n]. Puisque 0 est racine de multiplicité k exactement de B, j :
Bui(0) = =BLY(0) =0 et B (0) #0.
En évaluant (*) en 0, on obtient donc :

Ao Bn,0(0) = poBr,o(0).

Puisque B, ¢(0) =0, il vient que A\g = po. Ainsi :

Z Bk = Z Hk Bk
k=1 k=1
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Dérivons cette expression, puis évaluons-la en O :
n n
> B, (0) =Y By, (0), qui se réerit M B, 1 (0) = p1 B}, ,(0).

Puisque B;LJ(()) # 0, il vient que A; = p1. On peut poursuivre ainsi en dérivant successivement et
en évaluant en 0. De proche en proche, on obtient Ay = ps, puis Az = us, jusqu’a A\, =

Ainsi, ‘un tel (n + 1)-uplet (Xg,...,\,) € R"T1 ¢l existe, est unique. ‘

(b) Soit k € [0,n]. Par la formule du binéme :

k k k kn_k n—k\ i
XE= XMX 4 (1-X)"F =X Z( , )XJ(1_X)n )

J
n—k n—k n—k
= ] XJ‘HC( ) k—j Z i ik
7=0 ( J 7=0 j+k)
=R (R X (= — k).
- J+k

1 ([
()
k) j=k
(c) Soit P = Z apX* € R,[X]. Par la question précédente :
k=0

P33 (1) -3 (X ) s

k:O

Aj

D’ott | existence de (Mg, A1, ..., A,) € R?TL tel que P = Z)\ijj.
§=0

5. Soit n € N. Par la formule du bindme de Newton :
ZBM > (1)t = (-
k=0
De mémesin>1:
zn:ank Zk Xk 1 — )n_k: nn n—1 Xk(l_X)n—k
— ’ k-1

k=1

s (n . 1>X’€“<1 —X)" T = X (X 4 (1= 20))" 7 [= e
k=0

Et cette égalité est encore valable si n = 0. Enfin sin > 2 :

n

S k(k—1)Bay =3 k(k—1) (Z) XF(1—X)"F =S n(n - 1) (’; B 2) Xk(1— X))k
k=0 k=2 2

k=
n—2
=n(n-1)> (” N 2) XM -X)" P =nn - DXAX 4+ (1- X)" 2
k=0

=n(n—-1)X2

Et cette égalité est la aussi valable lorsque n = 0 ou 1.
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6. Soit n € N. Calculons :

Zn:(k ~nX)?B, ) = zn: k*B,x — 2nX Zn: kB, +n*X? zn: B
0 k=0 k=0

= [k(k—1)+k B,y —2n°X? +n?X?

k=0
=n(n—1)X*+nX —n?X? = —nX?+nX
=nX(1-X)

Partie ITI. Approximation uniforme d’une fonction continue

7. Soit z € [0,1] et n € N. Alors :

10 = B @) = 1) Y Bosl) =31 (£) Busto)| = 3 (560 -1 () Busto)

k=0 k=0

8. (a) Pour tout k € A, ‘x — %| < n et par continuité uniforme de f :

‘f(fv)—f (i)‘ <e

10 =1 (5)| Busto) € ¥ eBuae) € 3 <Bun(o) [(Z2

k€A, kel[0,n]

Deés lors :

>

keA,

Remarque. L’inégalité stricte n’est pas forcément nécessaire pour la suite (la définition de la limite
pouvant s’écrire avec une inégalité stricte ou large), et on pourrait de fait ne pas s’embéter ici. Mais
elle est demandée par I’énoncé. Tentons de la justifier :

o L’inégalité est bien stricte si A, = @) car cela donne alors 0 < ¢. De méme, si A, # 0 et  # 0
ou 1, By, () # 0 pour tout k € [0,n], et la premiere inégalité ci-dessus est bien stricte.

e Siz=0,alors0 € A, et :

’f(O) ~f (2) ’ B, x(0) =0 < E?—"f’,@'

#0

Et donc I'inégalité est bien stricte. On proceéde de méme pour x = 1.

(b) Soit k € B,. Par définition de B,,

x—%|2netdonc:

7Y Bur(z) < > (x— z)an,k(x).

keB, keB,
D’autre part :
E\?2 1 ) 1 <& ) 1
Y (z==) Burla)=— (nx — k)? By s(z) < — Y (ne — k)? By i(z) < ~z(1 — )
n n n n
k€eB, kEB, k=0

par la question 6. Enfin, grace a I'inégalité classiqu z(1 —z) < =, on obtient :

1 n
= > (nz — k)*Bni(x) < 7
k=0

1Qu’on retrouvera par étude de fonction, ou en remarquant que la fonction polynomiale x +— (1 — z) est de degré 2, avec 0 et
1 pour racines et —1 pour coefficient dominant, et donc atteint son maximum en OT = % qui vaut i



Lycée Carnot

(c¢) Par 'inégalité triangulaire :

s -1 (%)

Ainsi, a I'aide de la question précédente :

D

kEB,

k
<@+ (£)] <1+ 1510 = 20

1)~ 1 ()] Buste) <207l Y Burto

kEB,

< Wfllos
- 2m7

(d) Par la question 7 et I'inégalité triangulaire :

_ kio (f(x) —f (i)) By ()
B

|f(x) = [Bu(f)] (z)

S
k=0
>
A

k k
1 (B usor+ ¥ |- 1 (5)] Bt
keB,
Par les questions 8.(a) et 8.(c) :
flloo
0) = Bal] ()] < =+ Lz,
Cette majoration ne dépend pas de =zx. Ainsi, ¢ + HQQL‘? est un majorant de

{If(x) = [Bn(f)] (z)|, z € [0,1]}. Par comparaison d’'un majorant au plus petit d’entre eux :

o

I1f = Balf)loe << 4 5005

Remarque. Ici aussi, on aurait pu se contenter de l'inégalité large, puisque la définition de limite
I’autorise. Mais 1’énoncé exige une inégalité stricte. Pour ’obtenir, utilisons le théoreme des bornes
atteintes : © — |f(z) — [Bn(f)] (z)| est une fonction continue sur le segment [0,1]. Elle est donc
bornée et atteint ses bornes, de sorte qu’il existe zo € I tel que :

£l

1f = Bn(Hlloe = [f(z0) = [Bn(f)] (z0)| < e+ 2

Puisque lim 1/l =0, il existe N € N tel que pour tout n > N | ”2f” <e
n—-+o0o 2n77 nn?

Ainsi, pour tout n > N, on obtient :

1f = Bu(f)llo < 2e.

D’ou le résultat voulu, qui se récrit ETOO |f = Bn(f)ll = 0.




