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Correction du devoir maison

I. Intégrales de Wallis

1. On effectue le changement de variable t = T (qui est bien de classe ). Lorsque

r:0— 5, t:5 — 0. Dautre part, dz = —dt. D’ou :
0 T 7.
Wn:—/ cos” (—t) dt:/ sin” (t) dt.
z 2 0
2. OnaWoz/E dt :g et le/acos(x)da:: [sin(x)}2 =1|
0 0 0

3. Pour tout n € N :

Whpr — Wy, = /Og((:os"“(x) —cos"(z))dx = /072r cos"(x)(cos(z) —1)dz <0

puisque pour tout x € {0, g}, 0 < cos(x) < 1. La suite | (W,,),en est donc décroissante.

Soit n € N. Comme pour tout z € [O, %}, 0 < cos™(x). On obtient W,, > 0 par positivité
de l'intégrale.

La suite (W,,)nen est décroissante et minorée : ‘elle converge par théoreme de limite monotone.

us

4. Soit n € N. La fonction x — cos(z)" est continue, positive sur {O, 5} et non identique-

ment nulle puisque cos(0)” = 1 # 0. Par stricte positivité de l'intégrale,

5. Soit n € N. Effectuons une intégration par parties dans W, o = fog cos(z) x cos" () dw :

+ cos" () cos(z)
N\
— | =(n+ 1) sin(z) cos(z)" <L — sin(z)
On obtient :
Wiio = | — cos(zy*sin(x) F (n+1) /§ sin(z)? cos(x)™ dx
0 0

=(n+1) /Og(l — cos(x)?) cos(z)" dz
=n+1)W, —(n+ )W,

n+1

par linéarité de 'intégrale. Ainsi, (n+2)W, 12 = (n+ 1)W,, et donc |W,, 4o = LA
n
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6. Posons pour n € N, u,, = (n + 1)W,,W,,;;. Alors

n+1

Unt1 = (n+ 2)WyaWipo = (n+ 2)TL D)

WoWoir = (n+ D)W Wy = u,.

La suite | (uy,)nen est donc constante, égale a ug = WoWp =

[SIE

7. Soit n € N. Par décroissance de la suite (W,,) :
Wn+2 S Wn+1 S Wn
Puisque W,, > 0 (d’apres les questions 2. et 3.), on en déduit que :

n+2:Wn+2<Wn+1<1
n+1 w, — W, —

avec la question 4.

2
8. Tout d’abord, puisque lim nt
n—+oom + 1

= 0, le théoreme des gendarmes permet de conclure

n+1

que lim existe et vaut 1.

n—-+0o n

Soit n € N. D’apres la question 6. :
T n -+ 1 Wn+1 2
—=(n+1)W, W, = X X nW
ce qu’on peut récrire encore :

2 T n W, T 1 W, . T
n = — = — —.
"o 2n+1W,n 21+%Wn+1 n——+oo | 2

Enfin, puisque W,, > 0 et que la fonction z — /x est continue sur R, :

— ./ 2 ™
\/ﬁwn nWW;2 n—> 5

9. Montrons ce résultat par récurrence sur p € N.

Init. Pour p =0, W, = T_ 0! XxZetW, =1= 20(0!>2. D’ou la propriété au rang
’ 2 20002 2 1!
p=0.
Hér. soit p € N. Supposons la propriété vraie au rang p, et donc les égalités pour Wy, et
W2p+1-
Calculons :

2p+1
2p+2
C2p+1 (2p) 7
T op22%(pl)22
2p+2)2p+1) 2p)! 7 2p+2)! =
(2p+2)2  2%(ph?2  222((p+1))?2
On peut procéder de méme pour Wy, 3, ou utiliser la question 6 :

L a2
(2p + 3)Wopyo 2 (2p+3)!

D’ou la propriété au rang p + 1.

Wopio = Ws,  par la question 5

par hyp. de réc.

W2p+3 -
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Par principe de récurrence :

2p)! 2% (pl)?
Vp e N, W, = 2P T (pi)'.

x — et W =
2w(phyz ~ 2 & TR (g

II. Intégrale de Gauss

10. (a) Notons tout d’abord que la fonction f : x +— e~®" étant continue sur R, on peut bien
considérer I'unique primitive £’ de f sur R qui s’annule en 0.

Par définition, F est de classe €, et pour tout z € R, F'(z) = f(z) > 0. Donc
\F est croissante sur R. \
(b) Soit t € [1,+o00[. Alors 1 < ¢, donc en multipliant par ¢t > 0, t < t? et —t* < —t. En

appliquant exp qui est croissante sur R, on en déduit que |e=** < et

Soit x € [1,4o00[. Par la relation de Chasles,

1 x x T
Flz) :/ e dt+/ e dt:F(1)+/ et dt < F(1)+/ et dt
0 1 1 1

= F(1)+ {—e—t]l =F1)+e—e*<F(1)+e

Par suite, ‘F est majorée‘ (par F'(1) + e). Puisqu’elle est également croissante,

\elle admet une limite finie en +oo‘ par théoreme de limite monotone.

11. Soit n € N*.

(a) Soit t € [0,4/n[. Rappelons l'inégalité classique In(1 + x) < z pour tout = €
| = 1, +00[. Puisque —% €]—1, 0], on obtient In (1 — %) < —%, et doncnln( - %) <
—t? (car n > 0). D’ol en passant & 1’exponentielle (croissante sur R) :

t? t2\"
exp (n In (1 — >> < e_t2, ce qui se récrit (1 — ) <e?,
n n

Cette derniére inégalité reste vraie lorsque ¢ = y/n. Par croissance de I'intégrale :

v t2\" vE
/ 1- = dtg/ et dt.
0 n 0

(b) En effectuant le changement de variable t = \/ncosu (licite car u + cos(u) est de
classe ¢''), on obtient :

NG 2\ " 0 z
/ (1 — t> dt = / (1 — cos? u)"(—v/nsinu) du = \/5/2 (sin® u)" sin u du
0 z 0

n 2
s
2 .,
= \/ﬁ/ sin? ™ udu = VnWap 1.
0

Ainsi :

NG
S Wani1 < / e dt.
0

12. Soit n € N*.
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(a) Soit t € R. Alors % € R, et toujours par l'inégalité classique du logarithme,
In (1 + %) < % Puisque —n < 0, on en déduit que —nIn (1 + %) > —t2 et en
passant a l'exponentielle (croissante sur R) :

> 2 AN
e " <exp (—nln <1—|—>> = <1—|—> .
n n

(b) On effectue le changement de variable ¢t = \/n tan
a dt = /n(1 + tan?u) du et u varie de 0 & B =

obtient donc :

NG 2\ " h
/ <1 4 ) dt = /4 (14 tan®u)~"v/n(1 + tan?u) du
0 n 0

$,01 \
= \/ﬁ/ ( 5 ) du
0 \cos?u

= \/ﬁ/z cos? (u) du
0

—

u) dans l'intégrale proposée : on

lorsque ¢ varie de 0 & y/n. On

N

avec p=mn — 1.

T _

(c) On effectue le changement de variable t = 7

B 5—B T z
/ cos? (u) du = / cos?? (2 - t) (—dt)|= / sin(t) dt.
0 z T_R

s
2 2

u pour trouver :

(d) D’apres la question 12.(b) et par croissance de l'intégrale :

Vi Vi 2\ " 5 3
/ e dt < / <1 + t) dt = \/5/4 cos®2(t) dt = \/5/2 sin®" "% (u) du
0 0 n 0 z
< \/ﬁ/a sin® 2 (u) du = | vV/nWap_s
0

car sin®*~?(u) > 0 sur [0, 7).

13. D’apres les questions 11. et 12., on obtient I’encadrement suivant pour tout n € N* :

N
VnWa, g < / e dt < VnWap_s.
L

—F (V)

n 1 m 7

RPN e I
VinWan i o+ 1 n+ A 5
NZ3

d’apres la question 8. On montre de méme que 1_1}111 VnWoy, o = 5 Par théoreme des
n o0
T
gendarmes, lim F(y/n) existe et vaut £
n—r-+o00 2

Calculons :

+00
On a enfin vu a la question 10 que 1ir+n F(z) existe et est finie, notée / e dt. Par
z——+00 0

caractérisation séquentielle de la limite :

/()+Ooe_t2dt: lim F(\/ﬁ):ﬁ.

n—-+oo 2




