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DM4

Correction du devoir maison

Exercice 1 (Formules de Machin et Gregory)
Partie I. La formule de Machin

1. Soit x € | =%, %[ Alors 2z € |7, %], et on peut appliquer la formule d’addition :

tanx + tanz 2tanx
an(2z) an(@ + ) 1 —tan®x 1 —tan?z
En particulier, pour z = £, il vient :
2ta
1 =tan(2z) = izx)
1 — tan®(z)

Soit encore :

1—tan2%:2tang = tan2%—|—2tang—1:0.

Mais la fonction polynomiale t? + 2t — 1, qui a pour discriminant 8, posséde pour racines v/2 — 1
et —1 — /2. Puisque tan T > 0, on en déduit que |tan § = V2 —1.

Ensuite, comme arctan% est dans l'intervalle I = ]—g, g[, De méme que —% et g, il vient (par
stricte croissance de tan sur I) :

1 1 1
—g garctang §%©tan (78T> < tan (arctan5) gtang@)l—\/ig H §\/§—1.

Il est évident que % >(0>1—+/2 il reste donc & vérifier la seconde inégalité. Mais

Sﬂ—l@%ﬁ\/ﬁ@%ﬁQ

ot =

ce qui est vrai. Et donc on en déduit que arctan% € ]—%, g[

2. Pour z € | — %, g[, en appliquant deux fois la formule de la question précédente, il vient
4 tan(z)
_ _ 2 tan(z%') . 1—tan? z
tan(4z) = tan(2(2z)) = T —tan?(2a) 1 _dum’z
(1—tan2 z)
_ dtanz (1 — tan? x)2 _ 4tanz (1 - tan®z)
1 —tan’zx (1- taan)Q — 4tan2z | 1—6tan’z +tan*a’
3. En appliquant ce qui précede a arctan% (qui appartient bien & l'intervalle | — &, ¢[), il vient
donc
2
1 _ (1
t (4 ) 1) 4X5<1 (5)) 424 1 20 %24 120
an (4arctan — | = == = - =
5 1\2, (1\* 525 51=6x2541 476 119
1-6 (g) + (g) 54

Et alors il vient
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120 _ 1 120x239—119
tan (4 arctanl — arctan L ) _ 1o lioas  120x239 7120+ 1
120 1 119% 2394120

120 238+1  120x2x119+1
T 119x240+1  119x2x120+1

< 5 et que 0 < arctan 2—:1,)9 < 5, on en déduit que :

Puisque 0 < arctan%

T~ farctan © fan — <
—_— arctan — — arctan —— —
2 retally mardtallnag = 5

Et donc

1 1 1 1
tan (4 arctan 5 arctan 239) =1 & |4arctan 57 arctan 239 —arctanl = Z

Partie II. La formule de Gregory

4. Commengons par noter que S, est dérivable sur [0, 1] par somme de fonctions qui le sont, et que

pour ¢ € [0, 1],
- b2k _ N Nk 1= (=)™ 1 2
S ) =S (—1D)k2F =57 (=) = = — D"
n(t) kz_:( ) Z_:( ) 1 4 ¢2 1412 (1) 14 ¢2
=0 k=0
Et donc : # =S, (t) + (‘Unﬂ%'

5. Soit = € [0,1]. Intégrons la relation précédente entre 0 et x :

/ fdt / " S (1) dt + (—1)m ! / TR = [Su (0 + (—1)m / T
0 1+¢2 o o 1412 oo o 1+1¢2

xT t2n+2
=5, -1 n—i—l/ )
Sp(x) + (—1) e dt

z o dt
Or, / —— = |arctan t]j = arctan(x) — arctan(0) = arctan(z).
0o 1+1¢2

Et donc on a bien prouvé que :

x t2n+2

14 ¢2

dt

arctan(z) = Sy, (z) + (_1)n+1/0

6. Soit z € [0, 1], et soit n € N. On a alors :

T t2(2n+1)+2 x t4n+4

arctan(z) = Sony1(z) + (_1)2n+1+1/ "

) 1re2 dt = Sopt1(x) —I—/

o 1+t2

An+4 r +4n+4
Puisque tout ¢ € |0, 7>0,/7dt>06td002
uisque pour tou [0, x], e etz n

t4n+4

1+t2dt20

arctan(z) — Sopy1(z) = (—1)2"2 /Ox

Par conséquent, Sop+1(z) < arctan(z).

T t4n+2

De méme, Sy, (x) — arctan(z) = (—1)2”“/ dt > 0. Et donc arctan(z) < So, ().

0o 1+1¢2
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Puisque |arctan(z) — Sy (z)| = ‘(—1)”Jrl /0 ’ fj:r; dt|, et que cette derniére intégrale est claire-
ment positive, il vient
x $2n+2 z 203 1% 2043
larctan(x) — Sy (z)| = ; mdt < /0 224t < 3], < T3
A 2 fixé, on a donc :
p2n+3 1

0< t -5 < < .
< farctan z — Sn(2)] < 2n+3 = 2n+3

Et donc par le théoreme des gendarmes,

lim |arctan(z) — Sy (z)| =0« lim arctan(z) — Sy(z) =0« | lim S,(z) = arctan(z).

n—-+o0o n—-+o0o n—-+o0o

Remarque. Cette formule est également valable pour x = 1, donc nous donne un moyen

4
pour que cette formule soit exploitable. Par exemple, pour avoir les 8 premieres décimales de ,
il faut n autour de 25 millions.

d’approximer % = arctan(1l). Malheureusement, S, (1) tend beaucoup trop lentement vers Z

Exercice 2 (Points fixes de ’exponentielle complexe)
Partie I. Existence de points fixes de I’exponentielle

1.

(a) L’idée est de faire apparaitre un taux d’accroissement :

. o — sin0
ST lim Sy 7Sy sin’(0) = cos(0)| = 1.
z—=0 T z—0 xz—0

tan x
De méme, puisque tan(0) = 0, on a lir% = tan’(0)|= 1],
xT—r X

(b) Gréce aux limites calculées précédemment, on obtient lim+ flz)=e'—1>0.
z—0

= (0. On en déduit facilement

Par ailleurs, puisque lim tan(z) = +oo, alors lim
. e—Z- tanw

que lim f(x) =1-Z<o.

Puisque par ailleurs f est continue sur 0, 5[, et que 1 —§ <0 < el — 1, par le théoréme

s
2
des valeurs intermédiaires, |il existe b € |0, 5[ tel que f(b) = 0.

Remarque. Ce n’est en fait pas tout a fait le TVI que nous utilisons ici puisque ni f(0) ni
f(7/2) ne sont définis. Mais nous pouvons nous y ramener en prolongeant par continuité
fenOeten 7, et en appliquant le TVI a ce prolongement (qui satisfait cette fois toutes

les hypotheses du cours).

(¢) Notons qu’on a alors exp (taib) = Siz{)’ et donc :
exp(z) = ex (b> (cosb+isinb) = (cos(b) + isin(b)) = b b
P =P fand ~ sinb ~ tanb -

Et donc ‘z est bien un point fixe de ’exponentielle. ‘
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Partie II. Détermination de I’ensemble des points fixes de 1’exponentielle

2. Soit z = a + ib, avec a,b € R. Alors e = e%™®, et

exp(Z) = exp(a — ib) = %™ = e%ib = eleib = eteib = exp(2)

Donc en particulier, si z est un point fixe de I'exponentielle avec Im(z) < 0, alors z = exp(z) =
exp(z), si bien que Z est un point fixe de 'exponentielle de partie imaginaire positive ou nulle.

Et inversement, si z est un point fixe de ’exponentielle de partie imaginaire positive, alors son
conjugué est un point fixe de ’exponentielle complexe de partie imaginaire négative. Donc il
suffit bien de déterminer ’ensemble des points fixe de partie imaginaire positive ou nulle.

Par ailleurs, il n’existe pas de point fixe de ’exponentielle de partie imaginaire nulle puisque si
xz € R, alors e* > 1+ = > z, et donc x n’est pas un point fixe de 'exponentielle. Donc il suffit
bien de déterminer ’ensemble des points fixes de partie imaginaire strictement positive.

3. (a) Rappelons que puisque e* = e%e® avec e® > 0, y est un argument de e, et e est son
module.
(b) Puisque y > 0, arg(z) = arg(x + iy) € [0, 7).

D’autre part, nous venons de voir que e® est le module de exp(z), et donc de z, si bien que

2= x4 iy = "8 = ¢"(cosarg(z) + isinarg(z)). (%)

D’ou par identification des parties réelles x = e cos(arg(z)), et donc cos(arg(z)) = ze™* =

©(x). Puisque de plus arg(z) € [0, 7], on obtient arg(z) = arccos(p(x)).
Or y est un argument de e*, et donc de z. Deux arguments étant congrus modulo 27, on a
bien :

y = arccos(p(x))[27],

si bien qu’il existe k € Z tel que y = 2km+arccos(¢(x)). Enfin, puisque arccos(¢(x)) € [0, 7]
et y > 0, nécessairement k£ > 0, et donc k£ € N.

(c) Par identification des parties imaginaires dans (x) :
y = e”sin(arg(z)) = e” sin(arccos(¢(x)).

Mais pour tout u € [—1,1], cos?(arccos u) + sin?(arccosu) = 1, si bien que sin?(arccosu) =
1 —u?. Puisque de plus, arccosu € [0, 7], sin(arccosu) > 0 et donc sin(arccos u) = v/1 — u2.

En particulier, y = e*/1 — p(z)?, et donc

2km =y — arccos(p(z)) = €”1/1 — ¢(x)2 — arccos(p(z)).

4. (a) La fonction ¢ est dérivable sur R car produit de fonctions dérivables, et pour tout t € R,
¢'(t) = (1 —t)e . Donc le tableau de variations de ¢ est le suivant :

T —00 1 +00
¢'(z) + 0 -
6_1
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Pour que /1 — ¢(t)? soit bien défini, il faut que 1—(t)? > 0, soit encore que ¢(t) € [—1,1].
Et pour que arccos(¢(t)) soit défini, il faut également que (t) € [—1,1].
Par stricte croissance et continuité de ¢ sur |—oo, 1], il existe un unique « €] — 0o, 1] tel

que ¢(a) = —1 (par le théoréme de la bijection). Et alors pour tout ¢ < a, ¢(t) < —1, et
pour t > a, p(t) > —1, et p(t) < e ! <1, si bien que p(t) € [~1,1].

Donc ‘6 est définie sur [«, +oo[.‘

Remarque. Puisque ¢(0) = 0 et ¢p(a) = —1 et par croissance stricte de ¢ sur | — oo, 1],
on en déduit que a < 0.

Le tableau de variations de ¢ précédemment dressé prouve que sur |a, +00[, ¢ est a valeurs
dans | —1,1[. Orsur | —1,1[, t = v/1 — t2 et arccos sont dérivables, donc par composition,
t— /1 —(t)? et t — arccos(p(t)) sont dérivables sur |a, +oo[. Par somme et produit de
fonctions dérivables, § est dérivable sur |, +o0o[. Et alors pour ¢ > « :

it ¢ 20(t)¢' () ¢'(t)
=yl -l —e 21— ()2 /1—(t)?
_ (1= p(t)?) — ()¢ (t) + ¢/ (1)

1 — (1)
et (1 —tte?) —elte (1 —t)et+ (1 —t)e!
B T—(t)?
el et —te 4o L et —te!
- 1 — o(t)?
et(e* 41— 2t)
 VT—p(t)?

Puisque e > 1 + x pour tout z € R, on obtient ici :
1 -2 >14+204+1-2t=2>0.

Par suite, ¢’(t) > 0 pour tout ¢ > «, et § est strictement croissante sur [a, +o00].

Soit k € N*. La fonction § est continue et strictement croissante sur [, +o00[, et donc
sur [0,+o0o] également (on avait remarqué que o < 0). Elle satisfait également §(0) =
1 — arccos(0) = 0. D’autre part, p(t) o 0, et donc :

— 100

5(t) = e'y/1 — ¢(t)2 — arccos(ip(t)) T, oo

Par le théoréme de la bijection, & réalise une bijection de Ry sur R;. En particulier

‘il existe un unique z; € Ry tel que 0 (zy) = 2k. ‘

Soit £ € N. Commencons par rappeler les identités connues sur xj et yi :

2km = 6(xy) = €™\ /1 — p(xzx)? — arccos(p(x)) et yr = 2km + arccos(p(zk))-
Calculons :

exp (zy + tyx) = €** (cos (yx) + isin (y))
= e”* (cos (arccos (p (zx))) + isin (arccos (¢ (zx))))

= T (SD (z) +iy/1— (ka)Q) = e ape " 4 ie™ /1 — p (z1)°

= ) + 1 (2km + arccos (¢ (zk)) = xp + 1Yk -

Donc |z, + iy est bien un point fixe de I'exponentielle. ‘
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5. Il s’agit donc de faire la synthése de tout ce qui a été dit jusqu’a présent : si z = x + iy est
un point fixe de 'exponentielle, avec une partie imaginaire positive, alors par la question 3.(c),
il existe k € N tel que §(z) = 2kw. Et donc il existe k € N tel que d(x) = . Et alors par la
question 3.(b), y = 2km + arccos (¢ (zx)) = yx. Si bien que z = xy, + iyy.

Et la question 4 prouve qu’inversement, tous les xp + iy, pour k € N, sont des points fixes de
lexponentielle (de partie imaginaire positive car k > 0 et arccos(p(zx)) € [0,7]).

On en déduit que les points fixes de ’exponentielle de partie imaginaire positive sont exactement
les zp, + iyg, k € N.

Et donc en utilisant la question 2, I’ensemble des points fixes de I’exponentielle complexe est

{zr +iyk, k € N} U {xy —iyx, k € N}.




