MP2I

Correction du devoir maison

Exercice 1

1. (a)

On peut répondre simplement que J#(A) est 'ensemble des solutions d’un systéme linéaire
homogeéne d’une équation a n inconnues, et donc un sous-espace vectoriel de K.

On peut aussi utiliser la caractérisation d’un sous-espace vectoriel de K".
o X = Ogn appartient & J#(A) car AT X = 0.
o Soient X,Y € (A) et A € K. Alors par les régnes du calcul matriciel :

X, Yern'(A)

ATOX +Y)=2ATX+ATY A0 +0=0.

Donc AX + Y appartient & s (A).

Ainsi,

A (A) est un sous-espace vectoriel de K™ pour tout A € K". ‘

Notons tout de suite que F' = 7#°(1,2,1,1)NA(1,3,2,0)N#(1,0,—1, 3) est un sous-espace
vectoriel de K™ car intersection de sous-espaces. De plus, pour tout X = (z,y, z,t) € R* :

r+2y+z+t=0 r+2y+z+t=0
XeF&Sir+3y+22=0 & y+z—1t=0
Lo<Lo—14
r—z+3t=0 LyeLs—L1 | =2y — 22+ 2t =0
r+2y+z+t=0
Y r—2z4+3t=0
= y+z—1t=0 =
L3<L3+2Lo 0 0 L1+L1—2L> y+Z—t:O

On identifie les inconnues principales, = et y, et parametres, z et t. Ainsi :
F={(z—3t—z+tz1), z,t e R} = Vect((l, ~1,1,0),(=3,1,0, 1)).

On retrouve ici que F est un sous-espace vectoriel de K*. De plus, la famille . =
((1, -1,1,0),(-3,1,0, 1)) est génératrice de F', et libre car constituée de deux vecteurs
non colinéaires. C’est donc une base de F'.

H(1,2,1,1)Ns#(1,3,2,0) N #(1,0,—1,3) est de dimension Card(.#) = 4.‘

Soit A = (ai,...,an) € K" non nul : il existe k € [1,n] tel que ai # 0.

Soit X = (x1,...,zy,) € K". Alors :

Ainsi,

n

a
Xe%(A)@a1x1+---+anxn:0©xk:—Z—Zwi.
i—1 Ok
ik
On identifie inconnue principale, zj, et inconnues parametres, x1,...,TE—1,Tk+1,---,Ln.
D’ou, en notant (eq,...,ey) la base canonique de K" :
(2
H(A) = :cl,...,xk,l,—Z—xi,ka,...,xn s TlyevesTh1,Thals--->Tn € R
i=1
i#
n
a;
= Z$i<€i_€k>,5517~~7xk—17$k+17~-7wnER
— ay,
=1
ik
. a ak—1 Ak41 Qn
= Vect(e; — —ep, ..., €1 — €k €k4+1 — €hy. -y by — —EL
ay ak ak
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Notons pour tout i € [1,n] \ {k}, u; = e; — gep. La famille F = (ui)ie[1,n]\ (k) est généra-
trice de ##(A). Montrons qu’elle est libre. Soit pour cela a1, ..., ak—1, ¥gt+1,...,0n € K.
On résout :

Z a;u; =0& Z oy (ei — Z]iek> =0

i€[1,n]\{k} i€[1,n]\{k}
= Z ose; + (— Z aiai) e =0
e[l m\{k} ielal\(ky
La famille (eq,...,e,) étant libre, ceci équivaut & a1 =+ = ap_1 = Qg1 =+ = a, = 0.

Ainsi, .7 est une famille libre, donc une base de J#(A), et ‘ dim(s(A)) = Card(F) =n — 1. ‘

Si A = (0,...,0), alors tout X de K" appartient a #(A) puisque ATX = 0. Ainsi
H(A) =K.

Remarque. Cette question, bien qu’élémentaire, est assez pénible a rédiger. Nous aurons
un moyen plus efficace (et agréable) d’obtenir la dimension de J#(A) dans un prochain
chapitre.

2. (a) Supposons que by = 0. Alors X = ¢; (t-éme vecteur de la base canonique) appartiendrait a
' (B) puisque B'e; = by = 0. Et puisque J#(B) = J#(A), on aurait aussi 0 = A'e; = ay,
ce qui est faux.

Donc ‘bt est non nul. ‘
(b) Prenons X dans .7 (A) = 2 (B), et montrons que X appartient a % (a;B — b A) :

(@B — b A)TX = a,BTX — b ATx XL B 0 by x 0= 0.

Ainsi | #(A) C A (a1 B — bA). |

Puisque J7(A) C A (a;B — biA) et que dim(J(A)) = n — 1 d’apres la question 1.(c), la
dimension de #(a;B — b A) est n — 1 ou n. Mais :

ATet = at 7£ 0 et (atB - btA)Tet = atBTet - btATet = atbt - btat =0.
Donc e; appartient a #(a; B —b;A), mais pas a s (A). L'inclusion s (A) C J(a;,B—bA)
est donc stricte, et dim (.7 (a;B — b A)) # n — 1 par conséquent.
Ainsi, dim(J€ (B — bA)) = n, et 7 (axB — byA) = K". Par la question 1.(c), ceci est

a
possible uniquement si a; B — b;A = 0, ce qui se récrit B = b—tA : \A et B sont colinéaires. \
¢

3. Supposons la famille (A, B) libre. Alors 57 (A) # 57 (B) par la question précédente. De plus, A
et B sont non nulsﬂ et dim(J7(A)) = dim((B)) =n — 1.

Considérons le sous-espace F' = #(A) + A (B). 1l contient #(A) et 5 (B) donc est de
dimension n — 1 ou n. Si sa dimension est n — 1, alors #(A) = F = 2 (B), ce qui est faux
puisque la famille (A, B) est libre. Donc dim(F’) = n, et par la formule de Grassmann :

dim((A) N A#(B)) = dim(H#(A)) + dim(#(B)) — dim(H#(A) + #(B))

:(n—1)+(n—1)—n

Réciproquement, supposons ' (A) N (B) de dimension n— 2. Alors 7 (A) # 5 (B) car sinon
H(A) NI (B) = A (A) serait de dimension au moins n — 1. Par la question précédente, A et
B ne sont pas colinéaires, et ‘la famille (A, B) est libre.‘

1Une famille contenant le vecteur nul est liée.
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4.

(a)

La famille (Ay,...,A,) étant libre, on peut la compléter en une base (Aj,...,Ay) de
M1 (K). Considérons la matrice A € ., (K) dont les colonnes sont données par Ay, ..., Ay,.

Pour montrer que la matrice A est inversible, il faut et il suffit de montrer que le systéme
z1

linéaire AX = 0 admet pour unique solution X = 0. Soit donc X = | : | € 4, 1(K) tel
Tn
que AX = 0y,,1. Par les regles de calcul matriciel, cette égalité se récrit :

r1A1+ -+ 1A, = On,l-

Par liberté de la famille (Ay,...,A,), on obtient 21 = --- = x,, = 0. Ainsi, X = 0,1 et
|la matrice A est inversible. |

Remarque. Nous avons utilisé qu’une matrice A est inversible si, et seulement si, le
systéme linéaire AX = 0 admet pour unique solution X = 0, ;. Rappelons brievement sa
démonstration.

Le systeme AX = 0,1 est formé de n équations avec n inconnues. Il admet une unique
solution X = 0,1 si, et seulement si, il est de rang r = n, soit si, et seulement si, la matrice
échelonnée obtenue apres application de 'algorithme de Gauss a A posseéde n pivots. Or
ceci est bien équivalent & l'inversibilité de A.

Puisque A est inversible, AT I’est aussi : il existe B € .#,(K) tel que AT x B = I,,. Notons
alors (By,..., By,) les vecteurs colonnes de B. Par définition du calcul matriciel, pour tout

(i,5) € [1,n]? :

5i,j = [In]i,j = [AT X B} = AT X Bj.

Soient aq,...,a, € K tels que :
a1B1+ -+ a,B, = On,l-
Pour i € [1,n], on obtient par multiplication par AiT a gauche :

0=A x (1B +---4+a,By) = A/ B+ -+ Al B+ + a, Al B, = ;.
——

=0 =1 =0

Ainsi, la famille (B, ..., B,) est libre, de cardinal n = dim(K") : [c’est une base de K". |

Remarque. Nous venons entre autres de montrer que pour une matrice inversible, la
famille de ces vecteurs colonnes est une base de K”. Et nous avions montré la réciproque
a la question précédente. Nous retrouverons ce résultat dans un prochain chapitre lorsque
nous définirons convenablement le rang d’une matrice.

Soit X € K". Puisque (B, ..., By) est une base de K", il existe des scalaires aq, ..., a, € K
(uniques) tels que :
X=o1Bi+ -+ a,B,.

Alors :
Xe () #(A)eVielp], X € #(4) < Vie[l,p], 4/ X =0
1<i<p
eVie[lp], mA Bl + -+ a,Al B, =0

& Vi 1 ;=0 & X € Vect(B ..., B,).
? e[[ 7p]]7 87} (Bi,....By) libre € vec ( p+1; ) n)

Ainsi| [ £ (A;) = Vect (Bpy1, - .., Bn).
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Remarque. En particulier, on a montré a cette question que si (Ay,...,A,) est une famille
libre, alors :

dim m JC (A;) | = dim (Vect (Bpy1,...,Bn)) =n—r
1<i<p

car la famille (Bp41, ..., By) est libre.

5. Supposons que la famille (Ay,...,A4,) est de rang r. Quitte & renuméroter les vecteurs de cette
famille, on peut supposer que la famille (A1, ..., A, ) est libre, et que pour tout k € [r + 1, p],
A}, est combinaison linéaire de Aq,..., A, : il existe ag 1, ..., ax, des scalaires tels que :

Ap = a1 AL+ -+ ag A

Montrons que :

(| #(4)= () #(A).

1<i<p 1<i<r

L’inclusion ﬂ JC(A;) C ﬂ JE(A;) est évidente.

1<i<p 1<i<r

Réciproquement, considérons X € ﬂ H(A;). Pour tout k € [r+1,p] :
1<i<r

ALX = (a1 Ai+ -+ ap, A X
=ap 1 Al X+ -+, AT X =0.
N—— N——

=0 =0

Donc X appartient a ﬂ J(A;). Ainsi, ﬂ H(A;) = ﬂ H(A;).

1<i<p 1<i<p 1<i<r
Puisque (Aj, ..., A,) est une famille libre, par application de la question 4 :

dim ﬂ JC(A;) | =dim ﬂ JC(Ai) | =n—r.

1<i<p 1<i<r

Remarques. Nous avons établi les résultats suivants dans ce devoir maison :

o si A est un vecteur non nul, alors 7 (A) est un sous-espace vectoriel de K" de dimension n — 1.

Un tel sous-espace de dimension dim(K"™) — 1 est appelé un hyperplan de K".

e deux hyperplans d’équations données par A et B non nuls sont égaux si, et seulement si, A et
B sont colinéaires.

e lintersection des r hyperplans d’équations définies par les vecteurs Ai,..., A, linédairement in-
dépendants, est de dimension n — r.

Nous retrouverons ces résultats dans un prochain chapitre, avec un point de vue un peu différent (et
plus général) caractérisant les hyperplans a 'aide de formes linéaires.




