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Ensemble des nombres complexes

1.1 Définitions

La construction de C étant hors programme, on admet le résultat suivant.

Théoréme 1

Il existe un ensemble C dont les éléments sont appelés les nombres compleres, contenant R
et muni de deux opérations d’addition + et de multiplication x qui satisfont les assertions
suivantes :

« C contient un élément i pour lequel 2 = —1.

o Tout nombre complexe z peut étre écrit d'une et une seule maniere sous forme algébrique
z =a+ib avec a,b € R.

e La somme et le produit de deux réels « au sens de C » coincident avec leur somme et leur
produit au sens usuel.

o Les opérations + et x de C sont soumises aux mémes regles de calcul que leurs analogues
dans R.

Remarques.

e Siz=a+ibet 2 =d +ib sont deux éléments de C, on a :

(a+ib) + (a' +ib') = (a+d) +i(b+ )

et
(a+ib) x (a' +iV') = ad’ + iab + iba' + i*bb’ = (ad’ — bb') + i(ab’ + a'b).
L o . e . P a=d
e L’unicité de I’écriture sous forme algébrique signifie que : a+ib=da +ib < by
;@g Danger.
Il n’existe pas de relation d’ordre sur C qui « prolonge » celle sur R et compatible avec les opérations
d’addition et de multiplication. En effet, si une telle relation d’ordre existait, on aurait 1 > —1, et :
e sii >0, alors i > —i, et en multipliant par 7, i> > —i2, soit —1 > 1 ;
e sii <0, alors —i > 1, et donc —i2 < 72, soit 1 < —1.
Définition.

Soit z = a + ib € C. On appelle :
 a sa partie réelle, qu’on notera Re(z) ; o b sa partie imaginaire qu’on notera Im(z).

Sib=0, z=aest un réel. Si a =0, on dira que z = ib est imaginaire pur. On notera R I’ensemble
des imaginaires purs, c’est-a-dire I'ensemble {ib, b € R}.
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Remarques.

o Un complexe z est un réel si, et seulement si, Im(z) = 0, ce qui équivaut encore a z = Re(z).

z est un imaginaire pur si, et seulement si, Re(z) = 0, ce qui équivaut a z = Im(z):.
o Siz et 2/ sont deux nombres complexes, alors :

Re(z + 2') = Re(2) + Re(2') et Im(z+ 2') = Im(z) + Im(2').

,’Q‘, Danger.

Attention cependant :
Re(z x 2')xRe(z) x Re(2') et Im(z x 2’)xIm(z) x Im(2').
En effet, le calcul explicite de z x 2’ effectué plus haut montre que :

Re(z x 2') = Re(2)Re(2') — Im(2)Im(2’) et Im(z x 2’) = Re(z)Im(2") + Im(z)Re(2").

— Propriété 2 (&)

(1) Tout nombre complexe non nul z possede un inverse pour X. Celui-ci est de plus unique,

noté z~ 1.

(2) Si z et 2’ sont deux complexes, alors:  zx 2z =0 & z=00u 2z =0.

Remarque. Ceci nous permet également de définir la division de deux complexes z et 2z’ en posant, pour
z

Z#0, = =zx ()N
z

est un nombre

1
Exercice 1 Soit z = a + ib € C tel que a® + 0> = 1. Montrer que si z # 1, alors . R

imaginaire pur.

1.2 Le plan complexe

De méme qu’on représente R comme une droite - la droite réelle - on représente C comme un plan qu’on
appelle le plan complexe.

Définition. . Axe iR
- des imaginaires purs
Etant donné un plan quelconque muni d’un repére orthonormal T
direct (0,7, )), on identifie tout nombre complexe z au point M T (2) oo M
de coordonnées (Re(z),Im(z)) dans le repére (O,7,7). On dit !
que M est I'image de z et que z est I'affize de M. 0 :
De méme, on peut aussi identifier z au vecteur & de coordonnées j :
(Re(2),Im(z)) dans le repere (O,7,7). 5 = Rel(~) > ek
Z J ~

Exemple. 7’ est I'image du nombre complexe 1, et 7 est le vecteur d’affixe i.
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Remarques.

« Cette représentation plane de C identifie R & 'axe des abscisses dans le repere (0,7, ), et iR a l'axe
des ordonnées.

o Les régles usuelles de calcul sur les coordonnées dans un repere se transmettent aux nombres com-
plexes :

— pour tous points A et B du plan d’affixes respectifs a et b, le vecteur 1@ a pour affixe b —a ;

— pour tous vecteurs @ et ¥ du plan d’affixes respectifs z et z’ et pour tous A\, u € R, le vecteur
A+ pt' a pour affixe Az + 2’

1.3 Conjugué d’un nombre complexe

Réﬁnition. Im(Z)A _____________ i\J
On appelle conjugué d’'un nombre complexe z le nombre complexe : !
z = Re(z) — ilm(2). j :
ol 7 Refz)
Remarque. Dans le plan complexe, les points images M et M’ de z E
et Z sont donc symétriques par rapport a 'axe (Ox). —Im(z) f------------- 34,
— Propriété 3 (&)
Soit z € C. Alors :
(1) Re(z>:z—;z; (2) Im(z):z;z; B)2eRez=2; (@) 2z€iR&z=—2
0
— Propriété 4 (f)
Soient z, 2z’ € C. Alors :
(1) Zz=2z; (2) z+ 2 =z+72; (3) 2x 2 =zx2.
) T 1 o 2! Fi
De plus, si z # 0, alors (> = — et plus généralement | — | = —.
z z z Z
Exercice 2 Soit z = a + ib € C tel que a® + b* = 1.
1 o . 1+z2
1. Montrer que z = —. 2. En déduire que si z # 1, alors 1 €R.
Z p—
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1.4 Module d’'un nombre complexe
Béﬁnition.

On appelle module d'un nombre complexe 2z le nombre réel positif ou nul :

2] = \/Re(2)? + Im(2)2.

Remarques.

« Géométriquement, |z| n’est autre que la longueur du segment

joignant 'origine O au point M d’affixe z. ~
Pour tous a,b € C d’images A et B, |a — b| est la distance AB. Il M
en découle que pour tout r > 0 :
, | , - - Im(2)
— Densemble des points M d’affixe z satisfaisant |z —a| = r est =T
le cercle de centre A et de rayon 7 ; J
— lensemble des points M d’affixe z satisfaisant |z — a| < 7 est 0 Z_"I Re(z) ’

le disque fermé de centre A et de rayon r ;

— lensemble des points M d’affixe z satisfaisant |z — a| < r est
le disque ouvert de centre A et de rayon 7.

2| = \/Re(2)? = V22

est égal a la valeur absolue de z. Ainsi, le module prolonge naturellement la notation de valeur
absolue.

— Propriété 5 (&)

o Si z est réel, alors :

Soit z € C. Alors :

1) 2z = |22 ; . _
()ZZ |’Z|? (2) SIZ#O,;—W.

— Propriété 6 (&)

Soient z, 2’ € C. Alors :

(1) [z =0 2=0; 3) Izl = Izl
(4) |z2'| = |z||#'], et si 2/ # 0 2l = L]
(2) [Re(2)] <[2] et [Im(z)] <|2]; ’ Sr2rih
— Propriété 7 (Inégalités triangulaires - &%)
Pour tous 21,2, € C :
[l21] = |z2l] < [21 + 22] < |z1] + [zl
Et on a 'égalité |21 + 22| = |z1] + |22] si, et seulement si, 2o = 0 ou s'il existe a € R, tel que

21 — (X29.
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Remarque. L’inégalité triangulaire peut s’interpréter géométriquement
de la maniere suivante : si z et 2’ représentent les affixes de deux vecteurs N
u et v alors :

[a + o] <[]l + |7 s 7
Le cas d’égalité dans l'inégalité triangulaire correspond au cas ou les -1 M
vecteurs 1 et ¥ sont colinéaires de méme sens. C’est le cas si, et seulement J 7
\
4

si, les points O, M et N d’affixes respectifs 0, z et 2’ sont alignés sur une )
méme demi-droite d’origine O.

— Corollaire 8 (&)

Siz1,..., 2z, sont des complexes, alors :

n
>
=1

n
i=1

Si on suppose de plus que z; # 0, alors cette inégalité est une égalité si, et seulement si, pour
tout j € [1,n], il existe a; € Ry tel que z; = a;z2.

2 Nombres complexes de module 1 et trigonométrie

2.1 Groupe des nombres complexes de module 1
Réﬁnition.

On note U I'ensemble des nombres complexes de module 1 :
U={z€C||z| =1}

Autrement dit, U est ’ensemble des affixes des points du cercle trigonométrique.

. z
Remarque. Si z est un complexe non nul, alors W e U.
z

La propriété qui suit explique qu’on appelle U un groupe, notion que nous rencontrerons bientét dans un
cadre plus général.

Propriété 9 (&)

1
1 € U et pour tous 21,20 € U, z120 € Uet — € U.

21
Propriété 10 (¢4
. I _
Size€ Cestnonnul,alors: z€eU & —-=7%.
z
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2.2 Notation exponentielle imaginaire

Propriété 11 (f)

Soit z € U. Alors il existe 6 € R tel que : 2z = cos(#) + isin(6).

Un tel réel 0 est appelé un argument de z.

& Mise en garde.

| Il existe une infinité de tels réels #. On veillera donc bien a dire un argument, et pas I’argument.

Remarque. Le réel 6 est unique si on impose 6 € [0, 27[ ou 6 € [—7, 7[.
Définition.
Pour € un réel, on note €? le nombre complexe défini par :

e = cosh + isinb.

% Notation.

Pour le moment, il ne s’agit que d’une notation, et a priori, rien ne justifie qu’il existe un quelconque
rapport avec la fonction exponentielle que nous utilisons en analyse.

En fait, il y a bien un lien, et il existe une formule (que nous verrons en fin d’année) qui permet de
définir de la méme maniére e* pour = € R et ¢ pour § € R.

Remarque. Pour tout € R, ¢ appartient a U. Et réciproquement, nous venons d’établir que tout
nombre complexe de module 1 peut s’écrire e? pour un certain § € R. Ainsi, U = {e, § € R}.

Graphiquement, le point M d’affixe e est le point du cercle trigonométrique tel quune mesure de 'angle
orienté (Z, OM ) soit 6.

2ikm

Exemples. On a e = 1 et plus généralement e?*™ = 1 pour tout k € Z. Notons également que e'2 = i,

T . ;
e 'z = —i, et e = —1.

P
Le saviez-vous ?

Cette derniére formule se récrit :
T +1=0

et est nommeée identité d’Euler. Elle est souvent décrite comme « la plus belle formule des mathéma-
tiques » car elle relie les cinqg nombres d’importance capitale 0, 1, 7, e et 7, a 'aide des opérations + et

x et d'une égalité =.
& J
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— Propriété 12 (4%

(1) VO € R, e =70 ; (3) V(0,0) € R2, ¢ifei?’ — cil0+) .
@) VOER, e =5 (4) V(0,0) € B2, (¢ = ¢« 9= 0’ [21]).

7’ . /7 y / y 20/ . N . . .
L'égalité e/0+9) = 0¥ facile & retenir, est un bon moyen de retrouver les formules d’addition pour
le cosinus et le sinus par identification des parties réelles et imaginaires, car elle s’écrit :

cos(f + 0') +isin(0 + 0") = (cos(#) + isin(f)) x (cos(f') + isin(f'))
= (cos(#) cos(8') — sin(f) sin(8')) + ¢ (sin(6) cos(0’) + sin(6') cos(h)) .

— Propriété 13 (Formules d’Euler - &%)

i0 —if T
Pour tout # € R :  cos(f) = e+2€ et sin(f) = c-°

— Propriété 14 (Formule de Moivre - &%)
Pour tout 0 € Ret n € Z :

(e =e™? ce qui se récrit :  (cos@ +isinf)" = cos(nf) + isin(nb).

2.3 Applications a la trigonométrie

2.3.1 Linéarisation des puissances de cosinus et sinus

) Méthode. Comment linéariser une expression trigonométrique cos*(z) sin‘(z) ?

Pour linéariser une expression trigonométrique cos®(z)sin®(z) (c’est-a-dire I’écrire comme une com-
binaison linéaire de termes en cos(rz) ou sin(sx) avec r,s € N), on procéde comme suit :

(i) on utilise les formules d’Euler pour exprimer cos(z) et sin(z) en fonction de e et e™** ;
(ii) on développe complétement a l’aide de la formule du binéme de Newton ;

(7ii) on regroupe les termes deuz d deuzx conjugués pour reconnaitre des cos(rz) ou sin(sx).

Exercice 3 Linéariser cos®(x) et cos?(x)sin®(z).
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2.3.2 Factorisation par 1’angle de ’arc moitié

) Méthode. Comment factoriser une expression du type ¢ + e? 7

. . ; o/ . . e, 040
% Pour factoriser une expression du type € + € | on pensera a factoriser par langle moitié ' =, et

a utiliser ensuite la formule d’Euler.

Exercice 4 Factoriser les expressions suivantes, ou ¢t,p,q € R :

o 1+e o cos(p) + cos(q) ; « sin(p) — sin(q).

2.3.3 Calculs de sommes de cosinus et sinus

% Méthode. Comment calculer une somme de cosinus ou de sinus ?

Le calcul de sommes faisant intervenir des cosinus ou des sinus peut étre difficile si elles sont prises
séparément. L utilisation des complexes, en particulier de la forme exponentielle imaginaire e permet
bien souvent d’en simplifier les calculs. Il suffira a la fin du calcul d’identifier parties réelles et
1Maginaires.

Exercice 5 Soit n € N et ¢t € R. Calculer les sommes Y _ cos(kt) et > sin(kt).
k=0 k=0

2.3.4 Polynémes de Tchebichev

) Méthode. Comment exprimer cos(nz) ou sin(nz) en fonction de cos(z) ou sin(z) ?

Pour transformer cos(nx) ou sin(nx) en un polynome en cos ou en sin, on procéde comme suit :
(i) on écrit cos(nz) = Re ((¢)") = Re ((cosz + isinz)") grace a la formule de Moivre ;
(7i) on développe a l'aide de la formule du binome de Newton ;

(7ii) on ne garde que la partie réelle (ou imaginaire dans le cas d’un sinus).

Exercice 6 Exprimer cos(6x) en fonction de cos(z).

3 Forme trigonométrique et exponentielle complexe

3.1 Forme trigonométrique d’un complexe, argument(s)

— Propriété 15 (Forme polaire ou trigonométrique - &%)

Soit z € C*. Alors il existe (r,6) € R x R tel que :
z = r(cos(0) + isin(f)) = re®.

On a alors r = |z| et 6 est unique modulo 2.
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Remarques.
o Soient z1, 29 € C*, et (r1,m2) € (R%)? et (01,62) € R? tels que 21 = 11" et 25 = roe®2. Alors :

_ — T =T
1T 91 = 92 [27T]

o L'écriture z = re?, avec r € R% , est appelée forme trigonométrique ou forme exponentielle de z.

Elle correspond a repérer le point M d’affixe z en se donnant la distance de M et une mesure d’un
angle, soit repérer M a l'aide de ses coordonnées polaires.

« Notons que cette écriture est particulierement bien adaptée au calcul de produits, puisque si z; =

i0 i0 i(01+6
el et zo = 1roe'2, alors z129 = rqreeif1t02)

& Mise en garde.

Les réels et imaginaires purs ont des formes trigonométriques plus piégeuses qu’il n’y parait.

xe'” siz >0

(—x)e™ six <0

ye 2 siy >0

e Pourz € R*, x = n . :
(—y)e 2 siy<0

. PouryeR*,z'y:{

Définition.
Soit z € C*.
« On appelle argument de z tout réel 0 tel que z = |z|e®.

Si z possede 6 comme argument, alors les arguments de z sont exactement les éléments de
0 +2rZ = {0+ 2kn, k € Z}.

o 2z possede un unique argument dans | — w, ], qu'on appelle argument principal de z, et qu'on
note arg(z).

Remarques.
. . . , 7 A
e Si M est le point d’affixe z # 0, alors arg(z) est une mesure de I’angle orienté (i, OM).

: —
« De méme, si ¥ a pour affixe z = e, alors r = || || et 6 est une mesure de I'angle orienté (i , ).

— Propriété 16 (¢
Soit z € C*. Alors :

(1) zeRe arg(z)=0[n] (2) zeRy e arg(z) =0 (3) z €iR < arg(z) = g [7].

Exercice 7 Ecrire sous forme trigonométrique les nombres complexes suivants :

e z=1+41; e 2=2-3i; o« z=1-¢" (0 €]0,2n|).

10
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— Propriété 17 (&)

Soient z,z' € C* et n € Z. Alors :

(1) arg(zz') = arg(z) + arg(z') [27] ; (4) arg <i> = arg(z) = —arg(z) [27] ;
(2) arg(~2) = 7+ arg(z) [2n]
(3) arg(z") = narg(z) [27] : (5) arg () = ang(2) - arg(2) [2].

Exercice 8 Calculer (1 + 7)1

3.2 Exponentielle complexe
Béﬁnition.

Soit z = a + tb. On définit I’exponentielle complexe par :

e = e%e™ = e*(cos(b) + isin(b)).

Remarque. Notons que dans cette définition, e* désigne I’exponentielle du nombre réel a, c’est-a-dire
celle que nous avons (re)défini au Chapitre 7, alors que e? désigne le nombre complexe cos(b) + i sin(b).

— Propriété 18 (4%

Soient z, 2" € C. Alors :

(1) {|ez| = eRe(?) ' (3) L’application z +— €* est 2im périodique ;
Im(z) est un argument de e (4) e+ — % x e ;
) 1 .
(2) e =¢* & z—2 € 22nZ ; (5)g:€ :

Exercice 9 Résoudre I'équation e* = 2 — 3i d’inconnue z € C.

;@g Danger.
On ne parlera pas de logarithme complexe, et je ne veux voir dans vos copies que des logarithmes de

nombres réels strictement positifs.

Il est vrai que tout complexe non nul posséde un antécédent par z +— e, car si z = re?, alors
z = e = (40 Ep revanche, il n’y a pas unicité d'un tel antécédent (ils sont méme en
nombre infini par 2ir périodicité), et donc il n’y en a pas un qu’on aurait, plus que les autres, envie
d’appeler le logarithme de z.

11
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4 Equations algébriques dans C

L’une des insuffisances de R est ’absence de racine carrée pour les nombres strictement négatifs : sia € R* |
I'équation 22 = a ne posséde pas de solution réelle. En revanche, elle posséde deux solutions complexes,
qui sont 24/—a et —iy/—a.

Mieux, nous allons voir dans la suite que tout nombre complexe possede des racines carrées, et que
plus généralement, toute équation polynomiale de degré 2 a coefficients complexes possede des solutions
complexes.

4.1 Racines carrées d’un nombre complexe
Définition.

Soit z € C. On appelle racine carrée de z tout nombre complexe u vérifiant u? = z.

Exemples.
e i et —7 sont des racines carrées de —1.

e Puisque (? + z?)Q = (61%)2 = ¢t
de —% - z?

INE]

=i, V2 2

72 est une racine carrée de 7. Et il en est de méme

Propriété 19 (4%

Tout nombre complexe non nul admet exactement deux racines carrées opposées.

;g;‘ Danger.

Lorsque z appartient & C \ Ry, on parlera d’'une racine carrée de z, et non de la racine carrée de z,
aucune de ses deux racines carrées n’ayant une raison d’étre privilégiée par rapport a 'autre.

o : 1 < .
Ainsi, les notations y/z ou z% n’ont pas de sens pour un complexe z, et sont a réserver strictement
au cas ol z est un réel positif.

Remarque. La démonstration de la propriété précédente nous donne un moyen d’obtenir les racines
carrées d’un nombre complexe non nul... a condition de disposer de sa forme trigonométrique, ce qui
n’est pas toujours le cas. Si on ne dispose que de la forme algébrique, on pourra procéder comme suit.

% Méthode. Comment obtenir les racines carrées d’un complexe sous forme algébrique ?

Pour déterminer les racines carrées u = x + iy de z = a +ib, on part de l’égalité u*> = z qui donne :
o par éqgalité des parties réelles : 22 —y* = a ;
o par égalité des parties imaginaires : 2xy = b ;
o par égalité des modules : 2 + y* = |z|.

La premiére et la derniére équations permettent d’obtenir x2 et y*, ce qui donne quatre couples (z,y)
possibles. La deuxieme équation donne le signe de xy, ce qui permet d’exclure deux couples. Les deux
couples restants donnent donc les racines carrées de z.

12
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Exercice 10 Déterminer les racines carrées de —8 + 64.

4.2 Equation du second degré a coefficients complexes

— Propriété 20 (Résolution de I'équation du second degré - &%)

Soit az? + bz + ¢ = 0 une équation d’inconnue z € C a coefficients complexes a,b,c € C avec
a # 0. Notons A = b? — 4ac, appelé le discriminant de I’équation, et § une racine carrée de A.

b
e Si A =0, I’équation possede une unique solution ~og’ appelée racine double, et on dispose
a
de la factorisation suivante :

b 2
Vz e C, a22+bz—|—c—a<z—|—2> )
a

b+ —b—9¢

et z;1 =

e Si A # 0, I'"équation possede deux solutions z; =

, et on dispose de
la factorisation suivante :

V2eC, az’+bzt+c=a(z—2)(z— ).

Remarque. Dans le cas particulier ou a,b,c € R et A < 0, on peut prendre § = iv/—A, et les solutions

) ) —b+iv—A —b+iv—A
de léquation az? + bz + ¢ = 0 sont z; = — 5, et z9 = — s, On remarquera alors que ces
a a

deux solutions sont conjuguées.

Exercice 11 Résoudre dans C les équations suivantes :

o« 24 (-341)2+4-3i=0; e 22—2cos(f)z+1=0o0u6€R.

( )\
Le saviez-vous 7

Les nombres complexes ont été introduits par Cardan et Bombelli au 16-eme siécle, comme moyen
d’exprimer certaines racines de polynomes de degrés 3 ou 4. A cette époque, l'introduction des nombres
imaginaires (via des racines de réels négatifs) est un pur artifice. Ainsi, deés leur origine, les nombres
complexes sont introduits pour pallier au fait que certains polynomes a coefficients réels n’ont pas de

racines dans R, comme par exemple X2+1. La notation i est introduite par Euler en 1777 pour remplacer
la notation /—1.
\§

J/

— Propriété 21 (Relations coefficients-racines - #%)

Soient a,b,c € C avec a # 0, et 21,20 € C. Alors :

n b
21 29 = ——
21 et 2o sont les solutions de 'équation az®> + bz +c=0 < a

o

Z122 = —

S

13
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% Méthode. Comment résoudre un systéme somme-produit ?

rT+y=s
Ty =p
(z,y) est alors solution du systéme si, et seulement si, {x,y} est I'ensemble des solutions de 2> — sz +
p=0.

Pour résoudre un systéme { d’inconnue (z,y) € C%, on introduit I’équation z* —sz+p = 0.

zy =—141

. d’inconnue (z,y) € C2%.
r+y=1+2

Exercice 12 Résoudre le systeme {

5 Racines n-émes d’un nombre complexe

5.1 Racines n-emes de 1'unité
Définition.
Soit n € N*. On appelle racine n-éme de ['unité tout nombre complexe z tel que z" = 1.

On note U,, 'ensemble des racines n-émes de I'unité : U, ={z € C| 2" = 1}.

Remarques.

« Soit n € N*. Si z € U,, alors 1 = |z"| = |2|", et donc |z| = 1. Ainsi, U, C U.

o i*=(i*)? = (—1)? =1, donc 7 est une racine 4-¢me de 1'unité. C’est aussi une racine 8-¢me de 1'unité
puisque ® = (i*)? =12 = 1.

Théoréme 22 (&)

Soit n € N*. Alors il existe exactement n racines n-emes de 'unité, qui sont les eZ3" avec
k€ [0,n—1]. Ainsi :

2ikm

Up={e" keon—1]} ={¢" ke[o,n—1]} ot £=e".

Exemples.

e Uy={1,-1} et Uy = {1,i,—1, —i}. . ?ij :}63 = 1408 alors Uy = {1,5,5%) =
L,7,7}

Remarque. Les éléments de U,, sont les affixes des sommets d’un polygone régulier a n cotés.

j —_ e2i7r/3 @2”/5
e4i7r/5
1 1
6im/5
j2 — 641#/3 681'71'/5
. \ b} . 7 . \ . ,
Racines 3-émes de l'unité. Racines 5-émes de unité

14
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Exercice 13 Résoudre 1'équation (z + )" = (z — )" d’inconnue z € C.

— Propriété 23 (4%
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

(1) > w=0. (2) V€€ U, \ {1}, 14+&+---+&1=0.

LUGUn

5.2 Racines n-emes d’un complexe
Définition.

Soient n € N* et a € C*. On appelle racine n-éme de a tout nombre complexe z tel que z" = a.

— Propriété 24 (f)
Soit a € C* et n € N*.

1) Sia=re? avec (r,0) € R x R, alors 2y = Tein est une racine n-eme de a.
( : L xR,

(2) a possede exactement n racines n-émes. Si zg est 'une d’elles, alors les racines n-emes de a

sont les zg x e“n" ol k € [0,n — 1].

% Méthode. Comment déterminer les racines n-emes d’un complexe ?

Pour trouver les racines n-émes d’un nombre complexe a € C*, on procédera ainsi :
(i) on en exhibe une zy en mettant a sous forme trigonométrique ;
(7i) on obtient toutes les autres en multipliant zy par toutes les racines n-émes de ['unité.
1—1
V3—i
6 Nombres complexes et géométrie plane

Exercice 14 Résoudre 28 =

Soit & le plan affine euclidien orienté muni d'un repere orthonormal direct (O, i, j ). Rappelons qu’a
tout point M (ou tout vecteur 7) du plan de coordonnées (z,y) correspond un unique complexe z = z+1iy
et vice-versa.

6.1 Alignement et orthogonalité

— Propriété 25 (4%

. 22
Soient E{ et u_>2 deux vecteurs non nuls d’affixes z; et z5. Alors tout argument du complexe —
21

est une mesure de I'angle orienté (uf, u3). Par suite :

. . )
o U et w sont colinéaires si, et seulement si, — € R ;
21

. ) .
e Ui et uj sont orthogonaux si, et seulement si, — € iR.
<1

15
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— Corollaire 26

Tout argument du complexe

Soient A, B et C trois points deux a deux distinct du plan et d’affixes respectives a, b et c.
a
est une mesure de I'angle orienté (E, /@) Par suite :

c—a
o« A, B et C sont alignés si, et seulement si, e R.
—a
c—a
o le triangle ABC est rectangle en A si, et seulement si, 2 € R.
—a

Exercice 15 Soient A, B et C trois points distincts du plan. Démontrer la formule d’Al-Kashi :

AB? = AC? + BC? — 2AC - BC cos (3/(34) .

6.2 Transformations remarquables du plan

Si F' est une application du plan dans lui-méme, on peut lui associer une
unique application f de C dans C telle que, pour tous points M et M’
d’affixes z et 2/, on ait :

M =FM) & 2 = f(z).

Et réciproquement, a f : C — C, on peut associer 'application
F: 2 — £ qui aun point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe

f(2).

Rappelons la définition de transformations classiques du plan, et déterminons leur forme complexe.

Définition.

« Soit ¥ un vecteur du plan. On appelle trans-
lation de vecteur U I’application qui a tout
point M associe 'unique point M’ tel que

—
MM' =7

e Soit 2 un point du plan, et soit A € R. On
appelle homothétie de centre Q) et de rapport

—
I'unique point M’ tel que QM = AQM.

e Soit 2 un point du plan, et soit § € R. On ap-
pelle rotation de centre S et d’angle de mesure
0 I'application qui transforme €2 en €2, et tout
point M # € en l'unique point M’ tel que

—
QM = QM et ((Tﬁ QM’) = 9[2x].

/ M
M
M/
) o N . . M
A l'application qui a tout point M associe
; Q
Ml
% M
Q

16



MP21

Remarques.

— Propriété 27 (¢4

Une translation de vecteur non nul ne possede aucun point fixe. Une translation de vecteur nul est
I'identité. Elle admet dans ce cas une infinité de points fixes.

Une homothétie de rapport différent de 1 possede un unique point fixe qui est son centre. Une
homothétie de rapport 1 est I'identité. Une homothétie de rapport —1 est une symétrie centrale par
rapport a son centre.

Une rotation d’angle 6 # 0 [27] posséde un unique point fixe qui est son centre. Une rotation d’angle
0 = 0[27] est I'identité. Une rotation d’angle 6 = 7 [27] est une symétrie centrale par rapport a son
centre.

« Soit @ un vecteur d’affixe a. La translation de vecteur U est représentée dans le plan
—- C

complexe par 'application o zd4a

e Soient €2 un point d’affixe w, et A € R. L’homothétie de centre €2 et de rapport A est
— C

représentée dans le plan complexe par ’application - Az—w) fw

o Soient 2 un point d’affixe w, et # € R. La rotation de centre €2 et d’angle de mesure 6 est
— C

représentée dans le plan complexe par ’application ez —w) fw

6.3

Similitudes directes

Définition.

17

Soit F': & — & une transformation du plan. On dit que F' est une similitude directe si :

« elle envoie deux points distincts sur deux points distincts :

Y(M,N)e 2*>, M #N = F(M)# F(N).

o elle préserve les rapports de distances : pour tout (M, N, P,Q) € 2* avec P # Q,

F(M)F(N) MN

F(P)F@Q)  PQ°

o elle préserve les angles orientés :

5
3
=
£
I
<
=
3l

V(M,N,P Q) c 2* (F(M)F(N



Lycée Carnot

— Propriété 28 (&)

Soit f : C — C. Alors la transformation du plan associée a f est une similitude directe si, et
seulement si, il existe (a,b) € C* x C tels que :

VzeC, f(z)=az+b.

— Corollaire 29 (&)
o La composée de deux similitudes directes est une similitude directe.

e Les translations, rotations et homothéties sont des similitudes directes.

Remarque. Il résulte du deuxieme point qu'une translation, une homothétie et une rotation conservent
les angles orientés et les rapports des distances (et méme les distances pour les translations et les rotations).

— Propriété 30 (&)
Soit (a,b) € C* x C, et soit F' la similitude directe du plan représentée par z — az + b.

e Sia=1, alors F est la translation de vecteur d’affixe b.

e Sia# 1, alors F admet un unique point invariant €2, appelé centre de la similitude. En
désignant par o un argument de a, 'application F' s’écrit F'= H o R = Ro H, avec :

— R la rotation de centre §2 et d’angle de mesure « ;

— H T’homothétie de centre Q2 et de rapport |al.

Le réel |a| est appelé rapport de la similitude directe F', et « est une mesure de l’angle de
la similitude directe F'.

Remarque. Avec les notations de la proposition précédente :
e sia € R*\ {1}, lapplication F' est 'homothétie de centre 2 et de rapport a ;

e sila|l =1 et a#1, application F est la rotation de centre €2 et d’angle de mesure .

% Méthode. Comment identifier la similitude directe associée a z +— az+0 7

Soit (a,b) € C* x C. Pour identifier la similitude directe F représentée par f : z v~ az + b, on

procédera comme suit :

o sia=1, F est une translation de vecteur d’affixe b ;
o sia#1:

— on cherche l'unique point five w de [ en résolvant f(z) = z ;

— on écrit a sous forme trigonométrique. En particulier, on détermine un argument o de a.

Dans ce cas, F est la similitude directe de centre Q0 d’affive w, de rapport |a| et d’angle de

mesure C.

18
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Exercice 16 Caractériser la transformation F du plan associée & f : z + (1 +iv/3)z — iv/3.

Pour aller plus loin.

Il existe aussi des transformations appelées similitude indi- 1

rectes, qui sont les composées des similitudes directes par une ; o M
symétrie axiale. Elles conservent les rapports des distances .
également, mais transforment les angles en angles opposés. 0 ;’

On peut prouver que ce sont les transformations associées o )\

aux applications de la forme z — az+b avec (a,b) € C* x C.

. . Similitude indirecte associée a4 z — Z :
Leur étude générale est hors programme.

la symétrie axiale d’aze (Ox).

Plus généralement, on appelle similitude toute transformation qui préserve les rapports de distance.
On peut prouver qu’alors il s’agit soit d’une similitude directe, soit d’une similitude indirecte.

7 Fonctions a valeurs complexes

Dans toute cette partie, I désigne un intervalle de R.

Définition.

Soit f : I — C une fonction de la variable réelle a valeurs complexes. On note Re(f) et Im(f) sa partie
réelle et sa partie imaginaire, c’est-a-dire les fonctions définies sur I et a valeurs dans R par :

Re(f)(x) = Re(f(x))

Vz €1, f(z) =Re(f)(z) +ilm(f)(z) < {Im(f)(ﬁ) = Im(f(z))

R — C

Exemple. Soit f : s eltDe 4 (14 2))a

5 . Alors pour tout x € R :

f(z) = e"e™ + (1 + 2i)z* = e” cos(z) + ie” sin(z) + 2 + 2iz”.

Et donc :

Re(f): 2+ e“cos(z) + 2> et Im(f): x> e“sin(z) + 227

Définition.
Soit f : I — C. On dit que f est continue (resp. dérivable, ¢') si les deux fonctions Re(f) et Im(f)
sont continues (resp. dérivables, €1).

Si f est dérivable, on note alors f' = Re(f)" + iIm(f)".

R — C

Exercice 17 Soit f : o 2l (14 24)0?

. Montrer que f est dérivable sur R et déterminer f’.
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— Propriété 31 (Opérations sur les fonctions dérivables - &%)
Soient f et g : I — C deux fonctions dérivables sur [I.

o Pour tout (A, p) € R?, (Af + pg) est dérivable sur I, et :  (A\f + ug) = \f' + ug'.

o fXxgestdérivablesur I, et: (fxg)=f xg+fx{g.

f

f " f'xg—fx4g
e Si g ne s’annule pas sur I, = est dérivable sur I, et : =] = .
g

g2

g

— Propriété 32 (4%

Soit J un intervalle de R. Soient ¢ une fonction dérivable de I dans J, et f une fonction
dérivable de J dans C. Alors f o ¢ est dérivable sur I, et : (fop) =¢' x ffo.

— Propriété 33 (¢4

Soit ¢ : I — C une fonction dérivable. Alors, e est dérivable sur I et : (%) = ¢’ x e%.

Remarque. Comme pour les fonctions a valeurs réelles, on définit récursivement la dérivée n-éme, si elle
existe, d'une fonction f : I — C. On notera que f admet une dérivée n-éme sur [ si, et seulement si,
Re(f) et Im(f) admettent une dérivée n-éme sur I, et alors :

Re(f™) =Re(/)™ et Im(f™) =TIm(f)™.

On montre que les théoremes opératoires sur les fonctions dérivables a valeurs complexes s’étendent au
cas des fonctions k fois dérivables pour tout £ € N, ou indéfiniment dérivables.

Exercice 18 Déterminer la dérivée n-eme de f : x — €% sin(v/32).

Pour les fonctions a valeurs complexes, pas question de parler de monotonie ou de signe de la dérivée
puisqu’il n’y a pas d’inégalités dans C, mais le théoreme suivant est en revanche conservé.

Propriété 34 (4%

Soit f une fonction dérivable sur I a valeurs dans C.

La fonction f est constante si, et seulement si, pour tout ¢ € I, f'(t) = 0.
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