Université Paris Diderot Algebre et analyse élémentaire I / 2010-2011

Feuille de TD n° 8

Dérivation

Exercice 1.
Soit f une fonction dérivable en 0. Montrer que x — f(|x|) est dérivable en 0 si et seulement si f/(0) = 0.

Exercice 2.
Soit f: R — R la fonction définie par f(z) = 2?sin(2) pour z # 0 et f(0) = 0.
a) Montrer que f est dérivable et calculer sa dérivée.

b) La dérivée de f est-elle continue ?

Exercice 3.
On considere la fonction f définie par

f+ -1,1] - R
T — V1423 —1—23

Justifier la définition de f puis montrer que f est continue.

ISR

Calculer la dérivée de f sur | — 1, 1[.
Etudier la dérivabilité de f en —1 et 1.

Déterminer I’ensemble image I = f([—1,1]).

/0

e. Démontrer soigneusement que f est bijective de [—1,1] vers I.
Quelles propriétés de la fonction réciproque f~! : I — [—1,1] peut-on déduire des questions
précédentes ? (Justifier)

Exercice 4.
On consideére la fonction f: R — R définie par : Vo € R, f(z) = = + €”.

a. Montrer que f est bijective.

b. On note g la bijection réciproque de f & [1,4o0[. Donner le tableau de variation de g avec ses
limites en —oo et 4-o00.

c. Que peut-on dire de la continuité et de la dérivabilité de g ?

d. Déterminer ¢’(1).

Exercice 5.
On considere la fonction f : R — R définie par : Vo € R, f(z) = 2® — 3u.

a. Etudier les variations de f en justifiant les résultats obtenus. Calculer les valeurs prises par f en
1, 2 et 3. Dessiner I'allure de son graphe.

b. On note g la restriction de f & [1,+o0[. Montrer que g([1,+0o0[) est un intervalle de la forme
[, +00], ol «x est un réel que on précisera.

c. Montrer que g est bijective de [1,4+o0[ sur [, +0o[ et que Papplication réciproque g~! : [a, +-00[—
[1, +o0] est continue et strictement monotone.
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d. Montrer que I'application g~' est dérivable sur |a, +oo[. Est-elle dérivable en o ?

1

e. Déterminer les valeurs de la dérivée de g~ en 2 et en 18.
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Exercice 6.
On considere la fonction f définie par

fo050 - R
x  +— In(tanz)

a. Démontrer, en rappelant les théoremes utilisés, que f définit une bijection de |0, 5 [ vers un ensemble
J que vous préciserez.

b. La réciproque de f est-elle continue sur J 7 Justifiez.

c. Justifier la dérivabilité sur J de la réciproque de f et calculer sa dérivée.

Exercice 7.
On considere la fonction définie sur [0, 7%] par g(z) = 1 — cos /.
a. Montrer que g est strictement croissante; en déduire que c’est une bijection de [0, 72] dans un

ensemble qu’on précisera.
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b. Etudier la dérivabilité de la fonction réciproque g+, et calculer cette dérivée si elle existe.

Exercice 8.
Soit b > a et f :]a,b[— R une fonction dérivable dont la dérivée est bornée. Montrer que f est bornée.

Exercice 9.
Soit P un polynéme de R[X] de degré n > 1. On suppose que toutes les racines de P sont réelles et
simples. Montrer avec le théoréme de Rolle que toutes les racines de P’ sont réelles et simples.

Exercice 10.
Soient a et b des nombres réels tels que a < b et f et g des fonctions de [a, b] dans R, continues sur [a, b]
et dérivables sur ]a,b[. On suppose que ¢'(z) # 0 quelque soit x €]a, b[.

a. Montrer que l'on a g(x) — g(a) # 0 pour tout x €|a, b].

f(b) = f(a)
b. On pose p = ————=.
9(b) —g(a)
Soit w : [a,b] — R la fonction définie par u(x

= f(z) — p g(x). Montrer que u(a) = u(b).
b) — f(a

- o f( ) _ f'lo)
En déduire qu’il existe ¢ €la, b| tel que = .
ottt e ) g ~ 7
! —
c. On suppose que lim f/(@ = avec | € R. Montrer que lim M =1
v—a g'(z) a—a g(z) — g(a)

Exercice 11.  Soit P(z) une fonction polynéme. Montrer que ’équation P(z) = exp(x) n’a qu’un
nombre fini de solutions.

Exercice 12.

a. En utilisant le théoreme des accroissements finis, montrer que pour x > 0 :

1 1
—— < Vzx+1-  —
2\/5 x \/E 2\/755“

"1
b. En déduire que u,, = — > 2v/n — 1.
q kZ:l 7 vn

c. En déduire que (u,,) diverge.

diverge.

T =

n
d. Question de recherche : adapter ce raisonnement pour montrer que h,, = E
k=1



