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Fonctions caractéristiques

Nous allons voir une nouvelle fonction qui permettra de caractériser la loi d’une variable aléatoire, mais de fagon
plus intéressante que la fonction de répartition.

1 Fonction caractéristique

Définition 1 Soit X une variable aléatoire. On appelle fonction caractéristique de X la fonction px définie

sur R, a valeurs complezes, par : _
ox(t) = E(e"™) vVteR

En pratique, suivant les cas, la formule est différente :
— Si X est une variable discréte finie,

n
t)=> e P(X =ux;).
j=1

— Si X est une variable discréte dénombrable,
+o00 ]
ex(t) =) €' P(X = x;).
j=1

— Si X est une variable réelle,
—+o0

px(t) = / e f(x) da
— 0o
Remarque On a vu dans les chapitres précédents que ’espérance n’existe pas toujours. Or, dans le cas présent,
on peut montrer que la fonction caractéristique est toujours définie, car :
— Si X est une variable discréte, la somme est finie donc définie.
— Si X est une variable dénombrable,

+o0o
lox (O <Dl P(X |—ZP
j=1

et donc la série est uniformément convergente.

— Si X est une variable réelle,
fox(t |</\em Idx—/f

et donc l'intégrale est uniformément convergente.

Proposition 2 Soit X une variable aléatoire, a et b deux réels.
Alors les propriétés suivantes sont toujours vraies :

1. Pour toutt € R, |px(t)] < 1.

3. Pour tout t € R, px(—t) = ox(t).
4. Pour tout t € R, p,x (1) = e ox(at).
5. px est continue sur R.

Preuve.

Les quatre premiers points se montrent de fagon élémentaire. Pour le cinquiéme point, si X est finie, il suffit de
remarquer que @x est une somme finie de fonctions continues et est donc continue. Dans les autres cas, on sait
que la série ou l'intégrale converge uniformément. Comme il s’agit de série ou d’intégrale de fonctions continues,
la fonction caractéristique est continue. (I



2 Lois usuelles

Nous allons maintenant donner les fonctions de répartition des lois déja vues, sauf celle de la loi hypergéomé-
trique. Pour cette derniére, il faut mieux calculer “4 la main” la fonction caractéristique dans chaque cas.

Proposition 3 Les fonctions suivantes sont définies pour tout t € R :

11— eitn ]
1. 8i X ~U(n), alors ox(t) =3 7 e—it —1 ° t # 2km pour tout k€ Z
1 si t=2km, keZ
2. Si X ~ b(n,p), alors px(t) = (pe' +1 —p)™.
it
. pe
. X ~Gg* =— .
3. Si G*(p), alors px(t) = (1= p)et
. p
. X ~ = —.
4. Si G(p), alors px(t) 1= (1= p)et
5. Si X ~P(N), alors ox(t) = M D),
eitb _ eita
ST X ~ = —F St =1.
6. Si U(Ja, b)), alors px(t) o —a) sit#0, px(0)
7. Si X ~ E(N), alors ox(t) = PUY

8. Si X suit la loi de Cauchy, alors px(t) = eIt
9. 851 X ~N(m,o), alors px(t) = gimt—ta?/2

Corollaire 4 On a les cas particuliers suivants. Soit t € R,
1. Si X suit la loi de Bernouilli B(p), c’est-a-dire la loi b(1,p), alors ox(t) = pe* +1 — p.

e~ — ¢t sin(at)

—2ita

2. Si X suit la loi uniforme U(] — a, a[), alors ox (t) = sit#0, ox(0) = 1.

3. Si X suit la loi normale N'(0,1), alors px(t) = e /2.

3 Propriétés des fonctions caractéristiques

Commencons par une remarque fondamentale.

Théoréme 5 La fonction caractéristique caractérise la loi de probabilité d’une variable aléatoire, i.e. :
— 51 on connait la fonction caractéristique de X, on connait la loi de X,
— si deuz variables aléatoires ont méme fonction caractéristique, c’est qu’elles ont méme loi de probabilité.

On a le cas particulier d’une variable aléatoire réelle.

Théoréme 6 Si ¢ est la fonction caractéristique d’une variable aléatoire X et si ¢ est intégrable, c’est-a-dire
St

+oo
/ lp(t)| dt < 400,
— 00

alors X admet une densité de probabilité f définie sur R par :

+oo
1 »
= it R.
f(x) 5 / e (t) dt Ve

Ces deux théorémes sont liés a la théorie de la transformée de Fourier. Nous allons nous en servir pour retrouver
la fonction caractéristique de la loi de Cauchy donnée précédemment.

Corollaire 7 Si X suit la loi de Cauchy, X a pour fonction caractéristique la fonction :

ox(t) = el vVteR.



Preuve. Considérons la fonction ¢(t) = e~ "l Comme cette fonction est intégrable sur R, c’est la fonction
caractéristique d’une variable aléatoire réelle X de densité f, et, pour tout z € R :

+o00 0 +o00 _ 0 ' oo
1 : 1 . 1 . (1—ix)t _ —(1+iz)t
f(l') — i / efztz eilt‘ dt = — / efzt:bth dt 4 / efztzft dt = 67 + 67
27 27 27 2m(1 —ix) | _ 2m(1+ix) |,
—00 —00 0
1 1 1—dx+1+41x 1

or(l—iz) | 2n(ltiz)  2r(l—iz)(1+ix)  r(l+22)

Donc X suit la loi de Cauchy et ¢ est la fonction de caractéristique associée a la loi de Cauchy. ]

Définition 8 On appelle moment d’ordre k (k € N*) d’une variable aléatoire X, lorsqu’il existe, le réel
E(X").

Proposition 9 Si le moment d’ordre k d’une variable aléatoire X existe, alors la fonction caractéristique de

X est k fois dérivable et :
1

ky _ 2+ (k)
E(XH) = 7 oD (0).
Preuve. On consideére ici le cas réel. La démonstration est similaire dans le cas dénombrable. On suppose que
X admet une densité f. Si E(X*) existe, la fonction = — (iz)* €'® f(x) est uniformément intégrable et d’aprés
—+oo
les propriétés des intégrales, px est k fois dérivable et ) (t) = /(wc)k e f(x) dx, c’est-a-dire, pour tout
teR: '
e (1) = E ((iX)"eX) .
En particulier, pour t =0 :
oM (0) = E(i* X* e0) = i* BE(XF).

(]

Dans certains cas ot les calculs directs sont complexes, cette proposition permet d’obtenir rapidement E(X) et
E(X?) :
E(X)=—i¢x(0) et  E(X?) = —¢%(0).

n
Proposition 10 Soit X1, ..., X,, n variables aléatoires indépendantes. Soit S = 3 X,;. Alors la fonction

j=1
caractéristique de S est le produit des fonctions caractéristiques des X :

ps(t)=[[ex,() VteR

Preuve.
n
it Z Xj

ps(t) = exi+.x,(t) = E<€ =t )
iith noo

E(e-fl J) E He”Xf .
j=1

Comme les variables X7, ..., X, sont indépendantes, d’aprés une proposition du chapitre précédent, les variables
etX1 . eXn sont indépendantes aussi et donc :

ps(t) = [[EE™ ) = ] ex, ).
=0

Jj=1

Remarque Ce résultat permet de retrouver des résultats des chapitres précédents.
1. Soit X ~ b(n,p) et Y ~ b(m,p). Si X LY alors X +Y ~ b(n + m,p).
2. Soit X ~P(\) et Y ~P(p). Si X LY alors X +Y ~ P(A+ p).
3. Soit X ~ N(my,01) et Y ~ N (ma,09). Si X LY alors X +Y ~ N (my + ma, /o7 + 03).



4. Si X et Y sont deux v.a.r. indépendantes, alors X + Y a pour densité :

+oo

frovl) = [ fxw=v) o) do
-

= [ 1x0) frtu=o) o

Preuve. On démontre seulement les deux dernierzs g)oints, les autres points se démontrent de la méme f;a on.
3. Comme X ~ N (mq,01), alors px(t) = €111 91/2 et comme Y ~ N (ma, 03), alors gy (t) = e?m2t=t702/2,
Puisque X et Y sont indépendantes, d’aprés la proposition précédente,

oxty(t) = px(t) ey (t) = eilmitma)t—t*(07+03)/2 _ pilmitma)t—t*(\/oi+03)*/2,

On reconnait la fonction caractéristique de la loi normale de paramétres mq +mq et \/o? + 03, donc X +Y ~

N(mq +ma,\/o? + 03).

4. Comme X et Y sont indépendantes, d’aprés la proposition précédente,

oxtv(t) = ox(t) oy(t)
+o00 +o0
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+oo +oo

exty(t) = / fy(v) /fx(u—v) e du | do
oo oo

= /em‘ fr(v) fx(u—v)dv| du.

— 00 oo

On peut permuter les intégrales sans probléme grace au théoréme de Fubini.
Puisque la fonction caractéristique caractérise la variable aléatoire, on a donc pour X + Y la densité :

o0
fxyv(u) = / fy(v) fx(u—v) dv.

4 Convergence en loi

Définition 11 Soit (X,)nen une suite de variables aléatoires définies sur les espaces de probabilités respectifs
(Qny Sny Pr) et X une variable aléatoire définie sur (2, S,P). Soit F,, la fonction de répartition de X,, et F' celle
de X. Notons C(F') l’ensemble des points ot F est continue.

On dit que la suite (X,,)nen converge en loi vers X (noté X, £ X ) si, pour tout x € C(F),

lim F, = F(z).

Jm Fy(z) = F(z)

Remarque Lorsque F,, converge vers une fonction F', il faut vérifier que F' est bien une fonction de répartition.
Ce n’est pas forcément le cas.

Théoréme 12 Théoréeme de continuité de Paul-Lévy :
Soit (X,)nen une suite de variables aléatoires de fonction caractéristique @,,.
Soit X une variable aléatoire de fonction caractéristique .
Alors :
X, 5 X< VteR, lim on(t) = @(t).
n+—r—+o0o



En général, les fonctions caractéristiques sont plus simples & manipuler et & obtenir que les fonctions de réparti-
tion. De plus, il n’y a pas & se soucier de domaine de continuité, ici on considére la limite en tout point de R. Le
théoréme de Paul-Lévy est donc plus pratique & utiliser, la plupart du temps, que la définition de la convergence
en loi. Par contre, de méme que pour la définition, si ¢, converge vers une fonction ¢, il faut vérifier que cette
fonction est bien une fonction caractéristique, ce qui n’est pas vrai a priori.

Par ce théoréme, on retrouve un résultat déja obtenu :

Corollaire 13 Soit (X,)nen une suite de variables aléatoires, X, ~ b(n,py).
Si np, converge vers A > 0 quand n tend vers +o00, alors X,, converge en loi vers X qui suit la loi de Poisson

P(A).
Preuve. Pour tout £ € R, on sait que
pnlt) = (pne’ +1— py)" = n e 1mm),

On a déja utilisé, dans le chapitre 3, le fait que lim p, =0 car lim np, = A. Donc, quand n tend vers +oo,
n——+00 n—-+oo

In(ppe’ + 1 — p,) se comporte comme p, e — p,. Dot :

lim ¢,(t) = lim B
n——+oo n+——+oo

On reconnait la fonction caractéristique d’une variable X ~ P(\), donc d’apreés le théoréme de Paul-Lévy, on a
. L
bien X,, — X. O

Le théoréme de Paul-Lévy permet notamment de montrer le théoréme central limite, énoncé dans le chapitre
suivant.

5 Fonction caractéristique d’un couple

Dans cette partie, on notera toujours X = (X7, X3) un couple de variables aléatoires et T' = (t1,t2) un couple
de R2.

Définition 14 Soit X = (X1, X2) un couple de variables aléatoires. On appelle fonction caractéristique du
couple (X1, Xs) la fonction ¢ définie sur R?, a valeurs dans C, par :

o(T) = px(T) = E(e'<T%>) VT eR?
ot < T, X > est le produit scalaire de R? :
<T, X >=t X1 +1t2X5.

Par exemple, si le couple X admet une densité f, en utilisant le théoréme de transfert, pour tout 7' € R? :

SOX(T) _ E(ei<T,X>) _ // ei(tlz1+t2m2) f(x1’z2) dl’ldzg.
RR?

On peut vérifier, comme pour le cas unidimensionnel, que la fonction caractéristique d’un couple existe toujours.
On retrouve les propriétés élémentaires des fonctions caractéristiques :

Proposition 15 Soit ¢ la fonction caractéristique d’un couple de variables aléatoires, les propriétés suivantes
sont toujours vraies :

1. ¢ est continue sur R2.

2. ¢(0,0) =1.

3. o(=T) = o(T) pour tout T € R%.
4. lo(T)| <1 pour tout T € R?.

Corollaire 16 Soit  la fonction caractéristique d’un couple (X1, X3). Alors, pour tout (t1,t3) € R?,

X1 (tl) = Lp(tla O) et PXo (tQ) = 90(07752)'



Proposition 17 Soit X = (X1, X2) un couple de variables aléatoires de fonction caractéristique o.
Si ¢ est intégrable sur R?, c’est-a-dire si

// lo(t1,t2)| dt1dty < +o0,
R2

alors le couple (X1, X2) admet une densité de probabilité f donnée par :
1 .
= — milhimttaa) o4 1) dtydts.
f(x1,22) (2r)2 //Rz@ p(t1,t2) dirdts

Proposition 18 Soit X = (X1, X2) un couple de variables aléatoires de fonction caractéristique o.

0] 0
1. Si X, et Xo admettent une espérance, alors les dérivées partielles % et % existent et :
1 2
.0 Op
E(X;) = —i—(0,0 t E(X2) = —i—(0,0).
(X1) = =i520,0) et B(X) = ~iz2(0,0

2. Si Xy et Xy admettent un moment d’ordre 2, alors les dérivées partielles d’ordre 2 de ¢ existent et :

_ P
Ot10ts

P
ot?

0%

]E(XlXQ) == _671‘;%

(0,0,  EX})= (0,0,  E(X3)=

(0,0).

Proposition 19 Soit X = (X1, X2) un couple de variables aléatoires de fonction caractéristique p. Les variables
X, et X, sont indépendantes si et seulement si, pour tout T € R?,

o(T) = px, (t1) ¢x,(t2).

Preuve. On va procéder en deux étapes.

Condition nécessaire
Supposons que X; et Xo soient indépendantes. Soit T' € R2. Alors on sait que les variables 1 X1 et e*2X2 sont
indépendantes.

SO(T) — E(ei(t1X1+t2X2)) — E(eithl eitQXg)
= E(e"™) E(e"%2) = ox,(h) ox,(t2).

Condition suffisante
On va traiter la condition suffisante uniquement pour le cas réel.
Supposons que, pour tout 7' € R?,

(1) = ¢x, (t1) px,(t2).
Alors :
// eltherttars) (g 00) drydey = /eitlxl Ix, (1) day /eitw2 Ix,(22) dao
R2 R

R

- //2 e'mtam) f (1) fx,(w2) doydas.
R

Donc (X7, X2) a la méme fonction caractéristique que le couple de loi fx, fx,, et puisque la fonction caracté-
ristique caractérise la loi, la densité du couple est le produit des densités marginales, et donc X; et Xo sont
indépendantes. O



