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Espaces probabilisés

1 Définition

Pour définir un espace probabilisé, on a besoin d’un ensemble €2 appelé univers, qui peut représenter I’ensemble
des résultats possibles de ’expérience considérée.

Exemples

— Pour le jet d’une piéce de monnaie, 2 = {0, 1} convient, ou 0 représente pile et 1 représente face.
— Pour le lancé d’une fléchette sur une cible, 2 = un disque du plan euclidien convient.

— Pour la durée de vie d’'une ampoule électrique, Q = R,

— Pour le lancé d’un dé, Q ={1,2,3,4,5,6}.

Avant de définir les probabilités, nous avons besoin d’introduire la notion de tribu, nécessaire & une définition
rigoureuse de la probabilité.

Définition 1 Une famille S de parties d’un ensemble Q est appelée tribu ou o-algébre si elle vérifie les pro-
priétés suivantes :

- Q€S

— Si (A,)n est une suite (éventuellement finie) d’éléments de S, alors | J A, € S.

n

~ Si A est un élément de S, alors A€ S.

Une tribu S est toujours incluse dans 'ensemble des parties de 2, noté P(2). Les éléments de S sont appelés

événements, et ) est I’événement certain. Si S est une tribu, alors

-pes.

— Si (A4,,), est une suite d’éléments de S, alors (A, € S.

n

Exemples

— L’ensemble des sous-parties de €2, P(£2), est une tribu. Si € est fini ou dénombrable, c’est en général celle sur
laquelle on travaille.

— Si Q est R (ou un intervalle de R), la tribu utilisée sera le plus souvent la tribu borélienne B(R), c’est-a-dire
la plus petite tribu (au sens de 'inclusion des tribus) contenant (au choix) : les intervalles, les ouverts ou les
fermés.

Définition 2 Soit ) un ensemble muni d’une tribu S. On appelle probabilité toute application P de S dans
[0, 1], vérifiant les propriétés :

- P(Q) =1.

~ Si (An)n est une suite (éventuellement finie) d’éléments de S deux 4 deux incompatibles (i.e. A, N A; =10 si

1#7), alors :
P(JAn) =D P(4).

Le triplet (Q, S, P) est appelé espace de probabilité ou espace probabilisé.

2 Propriétés élémentaires des probabilités

Proposition 8 Soit A et B deux événements quelconques (i.e. A,B € S). Alors

1. P(A) = 1 - P(A),



Preuve.

1. Les événements A et A sont incompatibles, donc d’aprés la définition d’une probabilité,
P(A) +P(A) =P(AUA) =P(Q) =1.
2. C’est une application directe du résultat précédent en prenant A = ).
P(Q)+P(Q)=1=P(0) + 1.

3. Les événements BN A et BN A sont incompatibles et de plus B = BNQ = BN(AUA) = (BNA)U(BNA).
Grace a cela, on obtient :

P(B) =P(BNA)U(BNA))=P(BNA)+PBNA).
4. On remarque que les événements A et BN A sont disjoints. On a donc :
P(AUB)=P(AU(BNA)) =P(A)+P(BnNA).
Grace au résultat du 3., on a P(BN A) = P(B) — P(AN B) et donc on a bien :

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).

On montre facilement par récurrence le résultat suivant appelé formule de Poincaré ou formule du crible :

Proposition 4 Soit (A;)1<i<n 1 événements quelconques de ), on a

P(CJAi):Zn:P(Ai)— Yo OPANA)+ Y P(AiﬁAijk)+---+(—1)”]P>(ﬁAi)

1<i<j<n 1<i<j<k<n

3 Probabilités discrétes

La probabilité P est dite discréte dés que l'espace 2 est fini ou dénombrable. La tribu associée est alors
généralement P(2), ’ensemble des parties de §2. Une probabilité sur un ensemble dénombrable est complétement
déterminée par les P({w}) pour tout w € Q. En effet, pour A C 2, on a

P(A) =) Pw).

w€eA

En particulier, 1 =P(Q) = > o P(w).

weR

Exemples

— Lancer d’une piéce équilibrée : on souhaite modéliser le résultat du lancer d’une piéce sans tricherie. Pour
cela, on choisit Q; = {pile, face}. L’ensemble des parties de 2; comporte quatre éléments et on définit la
mesure de probabilité P par P(pile) = P(face) = 1/2 puisque les deux événements sont équiprobables (i.e. de
méme probabilité).

— Lancer de k piéces, k > 2 : on prend cette fois-ci 2, = QF, c’est-a-dire ’'ensemble des k-uplets de pile ou face.
On a Card(Qy) = 2*. Les différents k-uplets sont tous équiprobables donc P(w) = 27%, pour tout w € €.

On aboutit ainsi naturellement a la

Définition 5 Supposons que S soit un ensemble fini. On dit qu’on se trouve dans un cas équiprobable si
tous les événements élémentaires ont méme valeur de probablité. On dit aussi que la probabilité est uniforme
discréte.

Dans le cas équiprobable, on a donc P(w) = p pour tout w € Q, ou p = 1/Card(2). On peut alors écrire :

1 Card(A)
P(A) =) Plw)=> - 7
el = Card(Q) Card(Q)
soit encore :
P(A) — nombre de cas favorables

nombre de cas possibles



ATTENTION, cette formule n’est valable que pour les cas équiprobables. Elle fonctionne dans I’exemple du dé
normal, mais pas dans celui du dé truqué.

Il ne peut bien str pas y avoir de probabilité uniforme sur N.

Exemples Mesure de probabilité sur N*. On lance un dé de facon répétée jusqu’a obtenir un 6, et on note le
numéro du tirage du premier 6. On a évidemment P(1) = 1/6. On a également

5

P(2) = P(au premier tirage, on n’a pas eu de 6; au deuxiéme tirage, on a eu un 6) = 6

car sur les 36 tirages possibles équiprobables, seuls 5 permettent d’obtenir le premier 6 au deuxiéme tirage. De
méme, pour tout k > 2,

k—1
1
P(k) = P(k — 1 echecs, puis une réussite) = (6> 5

Cela constitue bien une mesure de probabilité discréte sur N* puisque ), -, P(k) = 1.

4 Probabilités & densité

Soit f : R — R une fonction positive, continue par morceaux (ou plus généralement mesurable, i.e. {z, f(z) <
y} € B(R) pour tout y € R) et d'intégrale sur R égale a 1. Il est facile de vérifier que I’on définit une probabilité
en posant, pour tout A C R :

P(A) = / f(z)dz.
A
Une telle probabilité est dite a densité. On dit également que c’est une probabilité continue.

Exemples
— La mesure uniforme sur lintervalle [a,b], ot a < b : On définit

1
P(A :/ dzx.
“) Anfap) O —a

— La probabilité de Gauss sur R. On utilise ici la fonction

) = e (20

ot m € R et 0 € RT* sont deux paramétres fixés.

5 Probabilités conditionnelles

Reprenons 'exemple du dé. Notons A ’événement “on obtient un 2” et B I’événement “on n’obtient pas 1”. L’évé-
nement AN B est égal & A car si on obtient 2 et pas 1, ¢’est qu’on a obtenu 2 tout court. Donc P(AN B) = 1/6.
De plus, P(B) = 5/6 car il y a 5 résultats favorables sur 6 si on n’obtient pas 1.

Supposons maintenant qu’on sache que B est vérifié, c’est-a-dire qu’on n’a pas obtenu 1. Dans ce cas, la
probabilité d’obtenir 2 est de 1/5, car il n’y a plus que 5 résultats possibles (et on est toujours dans un cas
équiprobable). On remarque que cette probabilité vaut exactement P(A N B)/P(B). C’est ce qu’on appelle une
probabilité conditionnelle.

Définition 6 Soit A et B deux événements tels que P(B) # 0. On appelle probabilité conditionnelle de A
sachant B (c’est-a-dire sachant que B est réalisé), notée P(A/B) le quotient :

P(4/B) = W

Proposition 7 Soit B un événement de probabilité P(B) non nulle. Alors Q(A) =P(A/B) est une probabilité
sur S.



Preuve. Il suffit de montrer que Q vérifie bien les propriétés de la définition d’une probabilité.
— Soit A € §; on a alors
0<Q(A)=P(A4/B)<1
car P(B) =P(ANB)+P(ANB) >P(AN B).
- Ona
P(QNB) P(B)

Q) =P(O/B) = —pp— = g =

— Soit (A,,), une famille d’événements deux & deux incompatibles.

U400 BUAOB) o
Q(LTJ An) = P((LRJ An)/B) = n]P(B) = . IP)(B) = Z W = ZP(An/B)

On a bien vérifié toutes les propriétés, donc Q est une probabilité sur S. O

Définition 8 Soit (A;)icr une famille (finie) d’événements (en général non impossibles, i.e. P(A;) > 0 pour
tout i). On dira que c’est un systéme complet d’événements si :

Udi= et AnA; =0, Vi#j
iel
Proposition 9 Soit (A;)icr un systéme complet d’événements et soit B un événement quelconque. Alors :
P(B) =Y P(BNA;).
iel

Preuve. Puisque (A;);cs est un systéme complet d’événements, |J A; = Q. On peut écrire :
=

P(B)=P(BNQ) =P(BN (_LGJI Ay)) = P(_LGJI(B N 4;))

Or, par définition d’un systéme complet, les A; sont deux & deux incompatibles. Les B N A; le sont donc aussi,

et on a bien finalement :
P(B) => P(BNA,).
i€l
|

Proposition 10 Soit (A;)icr un systéme complet d’événements et B un événement vérifiant P(B) # 0 et
P(A;) #0V i€ l. Alors,

1.
P(B) =Y P(B/A)P(A;).
iel
2. Formule de Bayes :
’ P(Ay/B) = —An)PB/AL) Vkel
e/ B) = S~ Ba)p(B/A) |

i€l

On a un corollaire immeédiat :

Corollaire 11 Soit A et B deuz événements vérifiant P(B) # 0 et 0 < P(A) < 1. Alors :

P(B/A)P(A)

P(4/B) = P(A)P(B/A) + P(A)P(B/A)

Démontrons la proposition précédente.



Preuve.

1. On a vu (prop 1.3.2) que :
P(B) =Y P(BNA;).

el
P(BNA;
Puisque P(B/A;) = (MAZ_)Z), on a bien :
P(B) = 3 P(B/A)P(A).
iel
el .. P(A, N B) . .
2. Par définition des probabilités conditionnelles, P(Ay/B) = “PE) On peut donc écrire, en utilisant

le méme raisonnement que ci-dessus :

P(B/AP(A)

En utilisant le résultat du 1. et en remplagant P(B), on obtient bien :

_ P(AR)P(B/Ay)
P(Ax/B) = S p(]jqi)P(B/xk‘li).

i€l

6 Evénements indépendants

Prenons une urne contenant des jetons numérotés de 1 & N. Considérons les événements A = “obtenir le jeton
1 au premier tirage” et B = “obtenir le jeton 1 au deuxiéme tirage”. Si les tirages se font sans remise et que
I’événement A est réalisé, ’événement B ne peut pas étre réalisé. Par contre, si les tirages se font avec remise,
le fait que I’événement A soit réalisé ou non n’influe pas sur la probabilité que B soit réalisé et vice-versa. C’est
ce qu’on appelle des événements indépendants.

Proposition 12 Soit A et B deux événements de probabilité non nulle. Alors les trois énoncés suivants sont
équivalents :

1. P(A/B) = P(A)
2. P(B/A) = P(B)
3. P(AN B) = P(A)P(B).

Preuve. Elle se fait facilement par succession d’équivalence :

P(A/B) =P(4) < W — P(4)
— P(ANB)=P(A)P(B)
— P(S(Z)A) — P(B)
— P(B/A)=P(B)

Définition 18 Deuz événements A et B sont dits indépendants (noté A][ B) si et seulement si :
P(AN B) =P(A)P(B).

Proposition 14 Soit A et B deux événements. Alors on a :
1. A]JA<—=P(4)=00uP(4)=1.
2. A|[B< A]| B+ A]| B+ A]]B.
Preuve.
1. A[JA<=PANA) =P}A) < P(A)(1 -P(A)) =0 < P(4) =0 ou P(A) = 1.



2. Il suffit de montrer la premiére équivalence, les autres sont alors automatiques.

A]lB + P(ANB)=P(A)PDB) & P(ANB)=P(A)(1 - P(B)
& PAPB)=PA) —~P(ANB) <= PAPB)=PANB)+P(ANE)-P(ANB)
& P(A)P(B)=PAND) — A[]B.

On peut étendre cette notion d’événements indépendants & une famille :

Définition 15 Une famille d’événements (A;);cr est dite indépendante si pour toute sous-famille finie
(A, Aiyy -, Aj,) de cette famille, on a :

12

On retrouve les mémes propriétés que pour deux événements indépendants.

ATTENTION, le fait que les événements (A4;);c; sont indépendants entraine qu’ils sont indépendants deux a
deux, mais la réciproque est fausse.

Exercice On lance une piéce deux fois de suite. Soit A I’événement “obtenir face au premier jet”, B I’événement
“obtenir face au deuxiéme jet”, et C' I’événement “obtenir deux résultats différents”. Montrer que les événements
A, B, C sont deux a deux indépendants, mais que la famille (A4, B, C) n’est pas indépendante.



