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Espaces affines euclidiens :
Paramétrages et équations dans 1’espace

- — =
L’espace £ est muni d'un repeére orthonormé R = (O, i, j, k). L’espace est ainsi identifié & R3. On note E

I’espace vectoriel associé a &.

) )

1 Equations des droites et plans de ’espace

1.1 Définitions et rappels

Définition 1 La droite affine D passant par le point A dirigée par le vecteur mon nul U est Uensemble des
points M de 'espace tels que AM est colinéaire a 7, soit :

D={M | 3xeR,AM = \}.
On la note aussi D = A+ Vect(W) et la droite vectorielle D = Vect() est la direction de D.

Proposition 2 Soient D, et Dy deux droites de ’espace. Alors il y a trois possibilités :
1. D1 N'Dy contient au moins deux points distincts, alors Dy et Dy sont confondues.
2. Dy NDy = {A}, alors Dy et Dy sont sécantes en un A. Elles sont alors aussi coplanaires.
3. D1 NDy =1, alors il y a deux cas possibles :
(a) Dy et Dy sont paralléles et donc aussi coplanaires.

(b) D1 et Dy ne sont pas paralléles. Elles ne sont alors pas coplanaires.

Définition 3 Le plan affine P passant par le point A dirigé par les vecteurs non colinéaires ui et U est
l’ensemble des points M du plan tels que AM est coplanaire avec ui et 175, soit :

P={M | 3nueR AM = \a} + uai}).
On le note aussi P = A+ Vect(ui,u3) et le plan vectoriel P = Vect(ui,u3) est la direction de P.

Proposition 4 Soient Py et Py deux plans de Uespace. 1l y a alors trois possibilités :
1. Py et Py sont confondus.
2. P1 NPy est une droite.

3. P1NPy =0, alors Py et Py sont paralléles.

Proposition 5 Soient D une droite et P un plan de l’espace. Il y a trois cas possibles :
1. DNP contient au moins deux points distincts, et alors D est incluse dans P.
2. DN'P ={A}, alors D et P sont sécants en A.
3. DNP =0, alors D et P sont paralléles.



1.2 Paramétrage des droites et des plans de 1’espace

Proposition 6 Soient A(xa,ya,z4) un point et 7(@,1)7 ¢) un vecteur. Alors la droite D de l’espace passant
par A et de vecteur directeur W a pour équations paramétriques :

T = Ta+ A
Yy = ya+Ab ot A € R. (1)
Z = za+Ac

—
L’ensemble des points de la droite D est ’ensemble des points M tels qu’il existe A € R tel que AM = U ce
qui explique les équations paramétriques de D.

Remarque. Etant données les équations paramétriques d’une droite D (formule (??)), on a immédiatement
un point de D (le point de coordonnées (x4,ya,z4)) et un vecteur directeur de D (le vecteur de coordonnées

(a,b,)).

Proposition 7 Soient un point A(xa,ya,z4) et deuxr vecteurs non colinéaire u_f(al,bl,cl) et 175(@2,1)2,02).
Alors le plan P de l’espace passant par A et de vecteurs directeurs ul et b a pour équations paramétriques :

T = xA-+Aay+ paz
Yy = ya+Abr+ pby ot (A, u) € R2. (2)
z za + Ay + pces

—
L’ensemble des points de P est ’ensemble des points M tels qu'il existe (A, ) € R? tel que AM = up + W

ce qui explique les équations paramétriques de P.

b

Remarque. Etant données les équations paramétriques d’un plan P (formule (?7)), on a immédiatement un
point de P (le point de coordonnées (z4,y4,24)) et deux vecteurs directeurs de P (les vecteurs de coordonnées
(a1,b1,c1) et (az,ba,c2)).

1.3 Equations cartésiennes

Proposition 8 e Tout plan P de l’espace admet une équation cartésienne du type ax +by+cz+d =0, ou
(a,b,c,d) € R* vérifie (a,b,c) # (0,0,0).

e Réciproquement, toute équation du type ax +by+cz+d =0, ot (a,b,c,d) € R* vérifie (a,b,c) # (0,0,0),
est ’équation d’un plan dont le vecteur normal est W= (a,b,¢).

Remarques. Soit P le plan défini par un point A et deux vecteurs u_1> et 175 non colinéaires.
—
e Les points de P sont les points M tels que AM, Ui et wh soient coplanaires. On obtient donc une équation

cartésienne de P en développant I’équation Det(zﬁ7 w3, AM) =0.

— —
. 17{ A 175 est un vecteur normal au plan P. Alors Det(ﬁ{,ﬁiflM) =0« <171> A\ 175, AM> = 0. Ainsi P est

aussi défini comme le plan passant par A et de vecteur normal i A b

Proposition 9 Soient deux plans non paralléles Pi et Py de vecteurs normaux n_1> et 775 et soit D la droite
intersection de ces plans. Alors le vecteur TT{ A n—% est un vecteur directeur de D.

Lorsqu’une droite D est définie comme intersection de deux plans, le systeme formé par les équations de ces
plans définit alors la droite D.

Proposition 10 e Toute droite D de l’espace admet un systeme d’équations du type :
mr+biy+caz+dy = 0
asx +boy +coz+ds = 0

ot (a1,b1,c1,d1) € R et (ag,ba,ca,dz) € R sont tels que (a1,by,c1) et (az,ba,ca) ne soient pas propor-
tionnels.

e Réciproquement tout systéme d’équations du type précédent définit une droite D de [’espace.



2 Distances

Proposition 11 Soit une droite D de l’espace, et soient A un point de D et U un vecteur directeur de D.
Alors pour tout point M de I’espace, la distance de M a D est

H
d(M, D) = ||A1|\|/f /\”7”.

Preuve. Notons H la projection orthogonale du point M sur la droite D. La distance de M a la droite D est
A p . 7’ . 7
égale & ||[HM ||, et on a compte tenu de la colinéarité de Aﬁ\ et U

IAM A | = |[AH AT + HM AT = |[HM A | = |[HM| - || 7).
0

Proposition 12 Soient deuz droites D1 = A +Vect(171) et Dy = Ag—i—Vect(?Tg) de lespace. Si les droites Dy et
Dy ne sont pas paralléles, il existe une perpendiculaire commune et une seule aux droites Dy et Dy, c’est-a-dire
une droite A et une seule telle que :

o A est perpendiculaire a Dy et Dy et est donc dirigée par le produit vectoriel i A b
e A rencontre les droites Dy et Dy en deux points Hy et Hs.

Enfin, la distance de Dy a Dy est égale a HiHs et on a :

_—
” [7“71)7 172)7 A1A2] ”

d(DhDZ) =HHy; = W

Preuve.

e FExistence et unicité de la perpendiculaire commune

Si une perpendiculaire commune A existe, elle appartient nécessairement :

— au plan déterminé par D; et A, c’est-a-dire au plan P; = A + Vect(171>, A 175)7
— au plan déterminé par Ds et A, c’est-a-dire au plan Py = Ay + Vect(@), w A 172))

C’est donc nécessairement l'intersection de ces deux plans P; et Pa, d’otl son unicité.

Réciproquement, considérons les deux plans P; et Po ainsi définis. Ils ne sont pas paralleles, car sinon
leurs directions Vect(lTl),u—{ A 175) et Vect(’zT%,le> A u_%) seraient identiques et les vecteurs 17{,172),171} A U
coplanaires, ce qui est impossible car 17{ et 17% étant non colinéaires, (17{ , 17% , 17{ A 172) ) forme une base de E.
Ces deux plans se coupent donc suivant une droite A et on vérifie que :

— la direction de A = Py N Py est I'intersection des directions de Py et Ps, c’est-a-dire:
Vect(tTl), w A 175) ﬂ Vect(@, w A 175) = Vect(lTl) A 175)

La direction de A est donc orthogonale a celles de Dy et Ds.
— la droite A coupe D7 en un point H; car A est dans le plan P; et est orthogonale a D;.

— la droite A coupe Dy en un point Hy car A est dans le plan Py et est orthogonale & Ds.

e Distance des deux droites

Considérons un point M; sur D; et un point My sur Dy. Projetons orthogonalement Ms en M sur le
plan parallele & Dy contenant Dy, qui est orthogonal a la perpendiculaire commune H; Hy. Le théoréme
de Pythagore donne :

M{MZ = MyM? + MM2 > MM? = H,H3.

Ainsi, Hy H> réalise une plus courte distance entre un point de D; et de D-, et on a :

[171)7772)71?1421 = <1T1> /\172>7M> = <171> Ay, Ay Hy + HyHy +H2A2>~

T
Compte tenu de 'orthogonalité de 17{ A 17% a A1Hy et HyAs, on obtient enfin :

H@T{MT%,AlAz” = ‘<171>/\172>,H1H2>‘ = ||171>/\172>|| - H{Hj.



O

Remarque. On déduit de ce résultat que les deux droites D1 = Ay + Vect(@Tl)) et Dy = As + Vect(@)7 qu’elles

soient paralleles ou non, sont coplanaires si et seulement si |:A1A27 17{ , 1721 =0.

Proposition 18 La distance d’un point M (xnr, yn, z2a) au plan P d’équation ux + vy + wz + h =0 est égale
a:
_Juxar +vyn +wen + B

Vu? + 02 + w?

Preuve. La distancede M a P = A+ Vect(ﬁ})J-7 avec 7(u, v,w), est HM ou H est la projection orthogonale
du point M sur le plan P et on a :

d(M,P)

— —
<ﬁ>, HM>‘ = || 7| - |[HM]| car ces vecteurs sont orthogonaux & P, donc colinéaires.

—
<7, HM>‘ = |u(zyp —zg) +v(yp — yu) +wlzy — z)| = |uzar + vyar + wzar + k|, en utilisant le fait
que H € P et donc ury + vyg + wzyg + h = 0.

Alors
% }
— ’<”7HM>’ luzpr + vynr + wzar + Al
av, Py = k) = DA Lt e
7| vus+ vt +w
O
3 Spheres

3.1 Equation d’une sphere

La sphere de centre A et de rayon R > 0 est ’ensemble des points M tels qu’on ait AM = R et on la note
S(A;R)

Proposition 14 Les sphéres S sont les ensembles dont une équation est

2?2+ y? 4+ 2% — 2wax — 2yay — 2242 +¢c=0 avecxi‘—l—yi—i—zf‘zc.

Et dans ce cas, le point A(xa,ya,z4) est le centre de la sphére S et \/30124 + y4 + 25 — ¢ son rayon.
Preuve. D’apres la définition de la spheére de centre A et de rayon R > 0, on a :
MeS(AR) &AM =R (x—x4)* + (y —ya)® + (2 — 24)* = R
La sphere S(A4; R) a ainsi pour équation cartésienne :
22+ y? + 2% = 2mar — 2yay — 2242 + (24 + 4 + 25 — R?) =0.
On constate que ¢ = 24 + y4 + 24 — R?, ce qui implique 2% + 4 + 24 > c.

Inversement, montrons que 2% + y% + 22 — 2w 42 — 2yay — 2242 + ¢ = 0, avec 7% + y% + 25 > ¢, est 'équation
d’une sphere de centre A(za,ya,24). L’équation s’écrit aussi

2

(x—za)’+(W—ya)+(z—2a) =24 +v3+25 —c

Donc

e si 24 +y4 + 24 —c >0, on alasphere de centre A et de rayon /2% +y%4 +23 — ¢
o si 2% +y4 + 24 — ¢ =0, on a l'ensemble réduit au seul point A.

e sizd +y4 + 24 — ¢ <0, on alensemble vide.



Proposition 15 Si A et B sont deux points distincts de l’espace, ’ensemble des points M tels que l’angle AMB
soit droit, ou tels que <MZ, M§> =0, est la sphére de diamétre AB.

Preuve. Notons [ le milieu du segment AB et considérons un repére orthonormé dont ’axe Ix est porté par
(AB) de sorte que A et B ont pour coordonnées (+a,0,0).

L’ensemble des points M tels que ’angle AMB est droit a pour équation :
—
<MA,M§> =@ta)(r—a)+yP+2 =22 +y*+ 22 —d>=0.

C’est la sphere de centre I et de rayon a, c’est-a-dire la sphere de diametre AB. O

3.2 Plan tangent

Définition 16 e On appelle plan tangent en P a la sphére S(A; R) le plan passant par P et perpendiculaire
— =
au rayon AP. Son équation est donné par la relation <PA7 PM> =0.

e On appelle tangente en P a la sphére S(A; R) toute droite passant par P et perpendiculaire au rayon AP.
Les tangentes en P a la sphére sont ainsi les droites qui passent par P et qui sont incluses dans le plan
tangent en P.

Remarques.
e Un plan est tangent a la sphere si et seulement s’il est a la distance R du centre A.

e Une droite est tangente a la sphere si et seulement si elle est a la distance R du centre A.

3.3 Intersections

Proposition 17 Soit S la sphere de centre A et de rayon R, et soit P un plan. On note H le projeté orthogonal
de A sur P. L’intersection de S avec P est alors donnée par :

1. sid(A,P) >R, SNP =0.
2. sid(A,P)=R, SNP = {H}.
3. sid(A,P) <R, SNP =C, ot C est le cercle inclus dans P, de centre H et de rayon \/R? — (d(A,P))3.

Proposition 18 Soit S la sphére de centre A et de rayon R, et soit D une droite. On note H le projeté
orthogonal de A sur D. L’intersection de S et de D est alors donnée par :

1. sid(A,D) >R, SND = 0.
2. sid(A,D)=R, SND = {H}.

3. st d(A,D) < R, SND = {Hy,Hy}, ot Hy et Hy sont les points de D situés a une distance égale

VRZ — (d(A, D)2 de H.

Proposition 19 L’intersection de deux sphéres mon concentriques est soit vide, soit réduite a un point, soit
€gale a un cercle.



