Séries

1 Définition et exemples

Définition 1 Soit (ay)n>0 une suite de nombres réels ou complezes. La série de terme général
an est la suite définie par :

n
vn >0, b, = Zak.
k=0

Lorsque la suite (by)n>0 converge, on dira que la série de terme général a,, converge. La limite
[e.e]

de la suite (by)n>0 est appelée somme de la série et est notée Zak,

k=0

Exemples.

1
1. Considérons la série Z m Pour tout k > 1 :

k>1
1 1 1
Ek+1) k k+1
Donc :
~_ 1 1 1 .1
k(k+1) 1 k+1 = k+1

k=1
Cette série converge donc et sa somme vaut 1.

2. Considérons la série Zln(l + 1/k). Pour tout n > 1, In(1 + 1/n) = In(1 + n) — In(n),
k>1
donc :

znzln(l +1/k) =In(l1 +n) —In(1) = In(1 + n).
k=1

Ceci tend vers +00, donc cette série diverge vers I'infini.

3. Considérons la série Z(—l)k.
k>1

n
Z(—l)k = 1 si n est pair et 0 sinon.
k=0

Donc cette série diverge.

Proposition 2 Si la série de terme général a,, converge, alors (an)n>o0 tend vers 0 en +o0.
La réciproque est fausse.

n
Preuve. La suite (Z ak> tend vers une limite [. En décalant les indices, la suite
k=0 n>0

n—1
<Z ak> tend aussi vers [. En faisant la différence, la suite (ap)p>1 tend vers I — [ = 0.
k=0 n>1

La série Y In(1 + 1/k) fournit un contre-exemple a la réciproque. O



2 Séries a termes positifs

2.1 Critéres de convergence

n
Lorsque la suite (ay,)n,>0 est positive, alors la suite (Z ak> est croissante. Par suite, elle
k=0 n>0
converge si, et seulement si, elle est majorée.

Proposition 3 (Critéres de comparaison) Soient > ay et Y by deux séries a termes po-
sitifs, tels que pour tout n >0, ap < by,.

1. 8i ) by, converge, alors ) a, converge.
2. Si Y ay diverge, alors _ by, diverge.

Preuve. Si > b, converge, soit S sa somme. Comme le terme général b, est positif, pour

tout n > 0 :
n n
Swsdnss
k=0 k=0

La suite (3, k), est donc majorée. Comme elle est croissante (car les a, sont tous positifs),
elle est convergente. Le deuxiéme point se prouve par contraposée. O

Remarque. Mutatis mutandis, ce théoréme reste vrai si a, < b, & partir d’un certain rang
seulement.

Corollaire 4 (Critére de domination) Soient ) ay et Y by, deux séries & termes positifs,
telles que a, = O(by,) au voisinage de l'infini.

1. 8i > by, converge, alors Y a, converge.

2. 8i > ay diverge, alors Y b, diverge.

Preuve. Il existe M > 0, telle que si n est assez grand, a,, < Mb,. Comme les séries de terme
général b, et M b, sont de méme nature, on en déduit le résultat par les critéres de comparaison. O

Corollaire 5 Soient > ay et > by deuz séries o termes positifs, telles que a,, ~ b, au voisi-
nage de Uinfini. Alors les séries de terme général a, et b, sont de méme nature.

Preuve. On a alors a, = O(b,) et b, = O(a,) au voisinage de +o00. On applique alors le
résultat précédent. O

Voici une application directe de ces résultat.

Théoréme 6 (Etude des séries de Riemann) Soit a > 0. La série de terme général -
converge si, et seulement si, o > 1.

Preuve. Remarquons d’abord qu’il s’agit de séries & termes positifs.
Premier cas. Si a = 1, par un développement limité en 1/n :

1 1 /1
In(1+1/n)=—-+-c(~).
n(l+1/n) SToe <n>
Donc au voisinage de l'infini, In(1 + 1/n) ~ 1. Comme la série de terme général in(1 + 1/n)
diverge, la série de terme général 1/n aussi.

. Par le critére de comparaison, la

Deuzxiéme cas. Si a < 1, alors pour tout n > 0, n% > %

série Y L diverge.



Troisiéme cas. Supposons a > 1. Considérons la série de terme général a,, définie par :

1 1

an = na—1 B (n 4 1)(1—1 :

On obtient :
" 1
Doak=1—
= (n+1)

Comme o — 1 > 0, la limite en l'infini de (n + 1)~ ! est 400, donc la série de terme général
converge (vers 1). D’autre part, en effectuant un développement limité en 1/n :

1 1 1
anp = —
n na—1 na—1 (1 4 1/n)a—l
1 1 1—
= e | Gl VO M
1 1
= a1 W(l +(1—a)l/n+1/ne(1/n))
a—1 1
= no + ﬁé‘(l/n)
Donc n% ~ ay. D’apres le critére de comparaison, la série de terme général n% converge. O

Remarque. Ces séries sont des séries de référence, elles peuvent étre utilisées pour montrer
que certaines séries & termes positifs sont convergentes ou divergentes en utilisant les critéres de
comparaison.

2.2 Séries absolument convergentes

Comment se ramener au cas de séries positives?

Définition 7 On dira que la série de terme général a,, est absolument convergente si la série
de terme général |a,| est convergente.

Proposition 8 Si la série de terme général a, est absolument convergente, alors elle est

convergente. De plus :
o0 o
12 al <>l
k=0 k=0

Preuve. Soit ¢ > 0. Comme la suite (D |ax|)n>0 est convergente, elle vérifie le critére de
Cauchy et donc il existe p > 0 tel que pour tout [ > 0,

p+l

D lar] <e.
k=p

Par l'inégalité triangulaire :
p+

\Zak\ <e.
k=p

On en déduit que la suite (D ag)n>o vérifie le critére de Cauchy et donc est convergente. De

plus, pour tout n >0 :
n n
12 al <>l
k=0 k=0

On obtient l'inégalité voulue en passant a la limite. O

L - s —1n
On verra que la réciproque est fausse : on montrera que la série de terme général % est
convergente, alors que la série de terme général % ne lest pas. On parle de semi-convergence.



3 Comparaison a la série géométrique

Proposition 9 Soit o € C. La série géométrique de raison o est la série de terme général
a™. Elle converge si, et seulement si, || < 1. Dans ce cas, sa somme est ﬁ

Preuve. Supposons la série géométrique de raison « convergente. Alors son terme général
tend vers 0, donc a™ tend vers 0 : |a| < 1.

Supposons |a] < 1. On a :
1 — ont!
Za l-a

tend vers 0 en l'infini, ceci tend vers ﬁ |

Comme o1

Théoréme 10 (Critére de Cauchy) Soit > ap une série. On suppose que lirg |an |V
n—--—+0oo

existe et vaut .
1. Si A< 1, la série > ay, est absolument convergente.
2. Si A > 1, la série Y ay, est divergente.

3. Si A=1, on ne peut pas conclure. C’est le cas douteux du critére de Cauchy.

Preuve. 1. Supposons A < 1. On choisit p tel que A < p < 1, par exemple p = H)‘ . Alors
si n est assez grand, |a,|'/™ < p. Par suite, si n est assez grand, |a,| < p”. Par le crltere de
comparaison, » |ay| est convergente car ) ,uk est convergente.

%. Alors si n est

2. Supposons A > 1. On choisit p tel que 1 < u < A, par exemple p =
assez grand, |a,|'/" > p. Par suite, si n est assez grand, |a,| > p”. Par le critére de comparaison,

ap| est divergente car k est divergente. O
g M g

Théoréme 11 (Critére de d’Alembert) Soit > a, une série dont le terme général ne

s’annule pas sin est assez grand. On suppose que lim ’ 1

existe et vaut \.
n—-+oo ‘an‘

1. Si A< 1, la série > ay, est absolument convergente.
2. Si A >1, la série Y ay, est divergente.
3. Si A =1, on ne peut pas conclure. C’est le cas douteux du critére de d’Alembert.

Preuve. 1. Supposons A < 1. On choisit p tel que A < p < 1, par exemple p = 1+)‘ . Alors si

n est assez grand, |an+1| < play|. Une récurrence simple montre qu’il existe C' tel que \an\ < Cu"
pour n assez grand. Par le critére de comparaison, S |ag| est convergente car 3 p* est conver-
gente.

2. Supposons A > 1. On choisit pu tel que 1 < u < A, par exemple p = % Alors si n est
assez grand, |ap+1| > plan|. Une récurrence simple montre qu’il existe C' tel que |a,| > Cu™ pour
n assez grand. Par le critére de comparaison, Y |az| est divergente car > u¥ est divergente. O

4 Séries alternées

Définition 12 On dira qu’une série est alternée si son terme général est de la forme (—1)"a,,,
avec a, > 0.

Théoréme 13 (Critére des séries alternées) Soit > (—1)*"1a;, une série alternée. Si la

suite (an)n>0 décroit vers 0, alors cette série est convergente. De plus, pour tout n >0 :

2n o] 2n+1
Z ( k:+1 Z k—i—l ag < Z k—i—l
k=0 =0



Preuve. On pose pour tout n > 0 :

2n 2n+1
Up, = Z(—l)k+lak, Uy = Z (—1)"ay.
k=0 k=0

Pour tout n > 0,
_ 1 2n+2 _
Up — Up = (_ ) a2n+1 = A2p+1,

donc u, < v, pour tout n et lim v, —u, = 0. D’autre part, pour tout n > 1:
n— +00

(_1)2n+3 (_1)2n+2

Uptl — Up = a2n42 + A2n41 = —2p42 + aopy1 2> 0,

car la suite (ay,) décroit. Donc la suite (uy,) est croissante. De méme, la suite (vy,) est décroissante.
Les suites (uy,) et (v,) sont donc adjacentes, elles ont donc une limite commune A. Pour tout
n >0, u, < X< v, On en déduit également que la suite (E(—l)kﬂak)nzo converge vers [,
donc la série de terme général (—1)"*a,, converge vers [. O

Exemple. Si a > 0, la série » (_kla)k est donc convergente. En particulier, si 0 < a < 1, elle
est semi-convergente. Si a > 1, elle est convergente.




