Développements limités

1 Définitions et exemples

Définition 1 Soient I un intervalle ouvert de R, f : I — R une fonction et n un entier.
Soit a € I. On dit que f admet un développement limité & l'ordre n au voisinage de a s’il existe
des constantes ag, . . .,an et une fonction € : I — R telle que pour tout x € I :

fx)=ag+ai(z—a)+ax(z—a)+...+au(z—a)"+ (z — a)"e(x),

avec lim e(z) = 0.
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Remarques.

1. Si f admet un développement limité & 'ordre n en a, elle admet aussi un développement
limité & ’ordre m en a pour tout m < n :

f(x)a = ag+ai(z—a)+as(z—a)*+ ...+ ap(z —a)™
+(z—a)" (amgr(z —a) + ...+ an(z — )" ™ + (. — a)"™e(2)) .
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2. Si f admet un développement limité en a a 'ordre 0, pour tout z € I :

f(z) = ap +e(x).

En particulier, pour x = a, ag = f(a). De plus, hi>n f(x) = f(a) : f est continue en a. En
X a

conséquence, si f admet un développement limité & 'ordre n > 0 en a, alors f est continue

en a et ag = f(a).

3. Si f admet un développement limité en a a 'ordre 1, alors pour tout = € I :

On obtient :
o m J@ = (@)
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Donc f est dérivable en a et f'(a) = a;. En conséquence, si f admet un développement
limité en a a 'ordre n > 1, alors f est dérivable en a et a9 = f(a), a1 = f/(a).

4. En poursuivant ce raisonnement, on montre que le développement limité de f en a a ’ordre
n est unique, lorsqu’il existe.

Théoréme 2 (Formule de Taylor) Soient I un intervalle ouvert de R, f : I — R une
fonction et n un entier. Soit a € 1. On suppose que la dérivée n-ieme de f en a existe. Alors f
admet un développement limité en a a ordre n, donné par :
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f@) = fla) + f'(@)(z — ) +




Cette formule permet de démontrer les développements limités suivants :

2 n
et = 1+x+2!—|—...+n!+m e(x),
2 n
x x
et = l—x—f—g%— ..—|—(—1)”F+$"8($),
2 2n
x x
cos(z) = 1-— o +... 4+ (=) o) + 22 He(x),
: a? n 22 2n+2
Sln({]ﬁ‘) = I‘—?—F—F(—l) m—{—l‘ 5((13),
1 $2 n—l—lxn n
n(l+z) = :E—?—f—...—k(—l) P e(z),
1
l = 14+x+...+2" +2"(x).
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2 Calculs de développements limités

Proposition 3 Soient f,g: I — R admettant toutes deuz un développement limité a l’ordre
n en a.

1. Soit A € R. Alors Af posséde un développement limité en a & l'ordre n, obtenu en multipliant
le développement limité de [ par \.

2. f+ g posséde un développement limité en a & ordre n, obtenu en sommant les développe-
ments limités de f et g.

3. fg posséde un développement limité en a & Uordre n, obtenu en multipliant les développe-
ments limités de f et g et en les tronquant & lordre n.

Exemples.

1. On obtient le développement limité de ch(z) et sh(z) ainsi :

1’2 x2n i1
ch(z) = 1+§—|—...+2—n!—|—x"+6(:v),
3 20+ .
_ - n
sh(zx) = x4+ 3 +'”+7(2n+1)!+x e(x).

2. Calculons le développement limité de e cos(x) en 0 a l'ordre 2 :
e®cos(z) = (14 + 22/2 + 2%(x))(1 — 2%/2 + 2%e(x)) = 1 + = + 2% ().

Proposition 4 Soient f,g : I — R, admettant toutes deuzr un développement limité a
Uordre n en a. On suppose que g(a) # 0. Alors f/g posséde un développement limité a l’ordre n
en a, obtenu en divisant le développement limité de f par le développement limité de g suivant
les puissances croissantes.

Exemple. Calculons le développement limité de tan(x) en 0 & 'ordre 4 :

3 ] :U2+x4
r—— |14

G, 2, 24
0+ |z+ 2

3 3

0
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Donc tan(z) = = + % + 2te(xh).



Proposition 5 Soit f: [ — R, dérivable, telle que f' admet un développement limité en a

a lordre n :
fl(x)y=ap+...+apn(z—a)" + (x — a)"e1(x).

Alors f posséde un développement limité G l'ordre n au voisinage de a, donné par :

an
n+1

f(z)=fla)+as(x—a)+...+ (x — )" + (2 — a)" ey ().

Exemple. Calculons le développement limité de Arctan(z) en 0. Comme Arctan’(z) = ﬁ,

on déduit du développement limité de ﬁ que :
Arctan’(z) =1 — 2% + ...+ (=1) 2™ + 22" e(2).

Donc :
23 p2n+1

Arctan(x) = x — 3 +... 4+ (="

Remarque. La réciproque est fausse (voir TD).




