Rappels : Equations différentielles d’ordre 1 et 2

K désigne le corps des réels R ou des complexes C.

I) Equations différentielles linéaires du premier ordre

Définition 1 Soient I un intervalle, a,b : I — K deux fonctions continues sur I. On appelle équation
différentielle linéaire d’ordre 1 [’équation

(E) y'(t) + a(t)y(t) = b(t).

Une fonction dérivable sur I satisfaisant (E) est appellée solution. Si b = 0, on dit que ’équation est ho-
mogeéne. A (E) on peut associer l’équation homogéne

(Eo) y'(t) +alt)y(t) = 0.
Proposition 2 &

1. L’ensemble des solutions Sy de (Ep) est stable par combinaison linéaire. En d’autres termes, Sy est un
K-espace vectoriel.

2. Si fo est une solution de (E), alors les solutions de (E) sont de la forme fo+ h ot h € Sy. En d’autres
termes, l’ensemble des solutions de (E) est un espace affine passant par fy et de direction ’espace vectoriel
So-

Proposition 3 Les solutions sur R de y'(t) + ay(t) = 0 ot a € K sont les fonctions : t — Aexp(—at) avec
ek

Proposition 4 & Les solutions sur I de y'(t) + a(t)y(t) = 0 o a est une fonction continue sur I sont les
fonctions de la forme (A désigne une primitive de a) : t — Aexp(—A(t)) avec A € K.

Proposition 5 Principe de superposition &
Si f1 est une solution de y'(t) + a(t)y(t) = bi(t), et si fo est une solution de y'(t) + a(t)y(t) = ba(t), alors
Va, 8 € K, afi + Bfs est une solution de

Y () + a(t)y(t) = abi(t) + Bba(t).

Remarque 6 M¢éthode de variation de la constante
Consiste a chercher une solution particuliére sous la forme y(t) = A(t)yo(t) ot yo est une solution non nulle
de I’équation homogéne.

II) Equations différentielles linéaires du second ordre & coefficients con-
stants

Définition 7 On appelle équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants une équation
de la forme

(E) ay”(t) +by'(t) + cy(t) = f(1),



ot a,b,c €K, a#0, et f: I — K continue (I intervalle). Une fonction deux fois dérivable sur 1 satisfaisant
(E) est appellée solution. Si f =0, on dit que I’équation est homogéne. A (E) on peut associer l’équation
homogéne

(Eo) ay”(t) +by/(t) + cy(t) = 0.

Proposition 8 &

1. L’ensemble des solutions Sy de (Ep) est stable par combinaison linéaire. En d’autres termes, Sy est un
K-espace vectoriel.

2. Si fo est une solution de (E), alors les solutions de (E) sont de la forme fo+ h ot h € Sy. En d’autres
termes, l’ensemble des solutions de (E) est un espace affine passant par fy et de direction [’espace vectoriel
So.-

Proposition 9 & Pour r € K, la fonction t — e est solution de (Eg) ssi ar? 4+ br +c = 0. Cette équation
est appelée équation caractéristique de (Ey).
1) Cas complexe

Proposition 10 1. Si Uéquation caractéristique ar? + br + ¢ = 0 a deux racines distinctes r1 et 19, les
solutions de (Ey) sont les fonctions de la forme

t = Are" + Xge™! avec (A1, \2) € C2.

2. Si l’équation caractéristique ar?+br+c = 0 a une racine double rq, les solutions de (Eg)sont les fonctions
de la forme
t = (A1 4+ Aat)e™ avec (A1, \g) € C2.
2) Cas réel

Proposition 11 1. Si léquation caractéristique ar?® + br +c =0 a deux racines réelles distinctes ry et ro,
les solutions de (Eq)sont les fonctions de la forme

t = Ae™t + Xoe™ avec (M, A2) € R2.

2. Si l’équation caractéristique ar?+br+c = 0 a une racine double rq, les solutions de (Eg)sont les fonctions
de la forme
t = (A1 4 Aat)e™ avec (A, Xo) € R2.

3. Si Uéquation caractéristique ar® 4+ br + ¢ = 0 a deux racines complexes conjuguées distinctes o & i3, les
solutions de (Eq)sont les fonctions de la forme

t (A1 cos(Bt) + g sin(Bt))e® avec (M1, X2) € R2.

3) Résolution de I’équation complete

Proposition 12 Principe de superposition #
Si g1 est une solution de ay” (t)+by'(t)+cy(t) = f1(t), et si ga est une solution de ay” (t)+by (t)+cy(t) = fa(t),
alors Va, 8 € K, agy + Bg2 est une solution de

ay” (t) + by (t) + cy(t) = afi(t) + Bfa(t).
Proposition 13 Si P est un polynome de degré n, l’équation différentielle
ay”(t) +by'(t) + cy(t) = X' P(t)

posseéde comme solution particuliére, une fonction de la forme y(t) = e*t™Q(t) ou m est lordre de multiplicité
de o comme racine de ’équation caractéristique, et Q) est un polynome de degré n.



