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Interrogation no. 1 du Mercredi 6 Mars 2013
Systemes Différentiels Linéaires - Durée 1h30

Exercice 1
(7 pts) On considere le systeme différentiel suivant :

¥ = bxr—2y+exp(t)
y = —x+6y+t

(S)

1. (1,5 pts) Déterminer ’ensemble des solutions du systéeme homogene (Sp) associé a

(S).

2. (1 pt) Déterminer 'unique solution du probleme de Cauchy suivant

{ (So)
(2(0),y(0)) = (w0, yo)-

3. (2 pts) Donner la résolvante du systéeme homogene (Sp). En déduire ’exponentielle

. 5 =2
de la matrice (_1 6 )

4. (2,5 pts) Déterminer la solution particuliere de (S) qui s’annule en ¢ = 0. En

déduire ’ensemble des solutions de (.5).

Exercice 2
(9 pts) On considere le systeme différentiel suivant :

¥ = -3r+y+4z
y = x+3y-—2z
Z = —2rx4+y+3z

1. (8 pts) Déterminer 'ensemble des solutions de (5).

2. (1 pt) Déterminer I'unique solution du probléme de Cauchy suivant

{ (9)
(2(0),(0),2(0)) = (0,30, 20)-

3. (2 pts) Donner la résolvante associée a (5). En déduire l’exponentielle de la matrice

-3 1 4
A=|1 3 -2
-2 1 3

4. (1 pts) En reprenant les calculs faits précédement, déterminer la décomposition de

Dunford de A.
5. (2 pts) Retrouver exp(A) a partir de la décomposition de Dunford de A.



Exercice 3
(4 pts) Soit I C R un intervalle et A : I — My (R) une application continue. On
considere le systeme différentiel homogene suivant :

u = A(t)u. (S)

1. (2 pts) Rappeler la définition de la résolvante R associée au systeme différentiel
(5).-
2. (2 ptS) Montrer que R(tz,tl) o R(tl,tg) = R(tg,to) (Ofl to,t1,t2 € I)

Solution

Exercice 1

1. Tout d’abord, (5) est un systeme différentiel linéaire d’ordre 1 a coefficients con-
stants, avec second membre. Le systéme homogene (Sp) associé a (S) est

/ o B /
xl = bxr — 2y +exp(t) o (TY Z 4 (" (1)
y = —x+6y+t Y Y
5 =2 . e
16 ) On montre que le polynéme caractéristique de A est
xa(X) = (X -4)(X =7).

Ainsi A a deux valeurs propres distinctes. A est donc diagonalisable. On détermine
les vecteurs propres associés :

st 11 < vee (2)). - 72 v ( (1))

On est dans le cas d’une matrice diagonalisable. Le cours nous donne exactement
I’ensemble des solutions de (Sp) : il s’agit de I’ensemble des fonctions de la forme

t — aexp(4t) <?> + bexp(7t) (_11> ,a,b € R.

2. On cherche I'unique solution u = (z,y) de (Sp) tel que u(0) = (zo,y0) € R%. Le
systeme a résoudre est

204+b = xg
a=-b = yo

. L’unique

-2
Par la méthode du pivot de Gauss on obtient a = %Tw et b= o~ 2%

solution du probleme de Cauchy est donc

o + Yo
R

2 exp(at) G) + xO_TQyO exp(7t) (_11> .
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3. On construit la résolvante associée a (Sp). Rappelons que pour cela, on place dans
la premieére colonne (resp. deuxieme colonne) l'unique solution du probleme de
Cauchy associé a (Sp) avec pour condition initiale u(0) = (zg,y0) = (1,0) (resp.
u(0) = (x0,y0) = (0,1)). On obtient

1 2€4t + €7t 2€4t o 267t
R(t,0) = 3 <€4t Lot Gty 9ot |

On vérifiera que 'on a bien R(0,0) = I5. Puisque I'on est dans le cas d’un systeme
différentiel a coefficients constants, on a

R(t,to) = R(t — t,0) = exp((t — to)A), V¢, to € R.

En particulier,

1 [(2e* +e7 2e*—2e7
exp(A4) = R(1,0) = 3 <€4 ol 9T )

4. Par la formule de Duhamel (cours), l'unique solution uy du systéme différentiel
linéaire (S) qui s’annule en ¢ = 0 est donnée par

uo(t):/o R(t,s)B(s)ds,

S
avec B(s) = (i > Apres calculs et intégrations par parties, on obtient

49
L 15y lot ylodt o1 4t LTt T2 Tt

Les solutions de (5) sont alors données par 1’ensemble des fonctions de la forme
t— R(t,O)XO +ug(t), Xo € R2.
Exercice 2

1. (S) est un systeme différentiel linéaire d’ordre 1 homogene, & coefficients constants.
Notons A la matrice associée a ce systeme. On calcule son polyndme caractéristique

Xa(X) = —(1+X)(X - 2)%

On détermine les sous-espaces propres associés a chaque valeur propre

2 1
Ker(A + Iz) = Vect 0 , Ker(A —2I5) = Vect 1
1 1

En particulier dim(Ker(A — 2[3)) = 1 < 2 qui est la multiplicité de 2 dans le
polyndme caractéristique y 4. La matrice A n’est donc pas diagonalisable. De plus
son polynéme minimal 74 divise A et ne peut étre scindé & racines simples puisque
A est non diagonalisable. Donc 74 = (1 + X)(X — 2)2.
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On détermine donc Ker((A — 213)?) : c’est le plan d’équation x = —z. Ainsi,

1 0

Ker((A—2L)%)=Vect | [1],]1

1 0
0 1 0
Deplus, A-|1]=(1]+2]|1
0 1 0

Par le théoreme du cours, les solutions de (5) sont des fonctions de la forme

2 1 0
t— Cexp(—t) | 0| +exp(7t) [(at+b) 1] +(ct+d)|1]]|, C,a,b,c,d € R.
1 1 0

L’ensemble des fonctions de cette forme est un espace vectoriel de dimension 5. Or
d’apres le cours, l'espace des solutions de (S) est lui de dimension 3. On a donc
"trop” de fonctions et il faut substituer dans (S) pour déterminer I’ensemble exact
des solutions. On remplace donc dans v/ = Au. On obtient a = d et ¢ = 0.
Finalement, les solutions de (S) sont exactement les fonctions de la forme

2 1 0
t— Cexp(—t) | 0| +exp(7t) [(at+b) (1] +a|1l]]|, C,a,beR.
1 1
2 1 0
2. On cherche 'unique solution u(t) = aexp(—t) [ 0 | +exp(7t) [(bt+c) (1| +b (1] ]|, (a,b,c€
1 1 0
R) de (S) telle que u(0) = (xo, Yo, 20). Pour cela on doit résoudre le systéme linéaire
suivant
2a +c = xg
b+c = o
at+c = 2z
On obtient
a = o — 20
b = zo+yo— 22
c = —xg + 229
Ainsi
2
u(t) = (xo—20) exp(—t) | 0 | +exp(7t) | ((xo + yo — 220)t — 20+ 220) [ 1 | + (o +yo — 220) | 1
1 1 0

3. La résolvante associée au systeme est alors donnée par

2et 4 (t—1)e? te?! —2e7t 4 2(1 —t)e
R(t,0) = te?! (1+t)e? —2te?
et (t—1)e* te?! —e 4 2(1 — t)e?
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On vérifiera la aussi que l'on a bien R(0,0) = I3. Enfin comme (S) est a coefficients
constants, on a R(t,t9) = R(t — t0,0) = exp((t — t9)A) pour tout ¢,tp € R. En
particulier,

2e7l €2 —2¢7!
exp(A) = R(1,0) = [ €% 2e2 —2¢?
6_1 62 —8_1

4. On trigonalise A. Tout d’abord la matrice de passage a considérer est
2 10
P=(0 11
110

On détermine P~! par la méthode du pivot de Gauss. On obtient

1 0 —1
Pl=[-10 2
1 1 -2

Notons que le calcul de P~! a déja été effectué & la question 2. lors de la recherche
de l'unique solution du probleme de Cauchy associée a la donnée initial u(0) =
(0, Y0, 20). On a alors
-1 00
plap=|(0 21
0 0 2
La décomposition de Dunford de A est alors (PDP~1, PNP~1) avec

-1
D:

o N O

0 000
0 Of e (O O 1
0 2 000
On notera en effet que
e A=PDP !+ PNP!,
e PDP~! est diagonalisable car semblable & la matrice diagonale D,

e PNP~! est nilpotente car semblable & la matrice nilpotente N (triangulaire
superieure stricte),

e ces deux matrices commutent puisque D et N commutent.
Par unicité, c’est donc bien la décomposition de Dunford de A.

5. Finalement on a

exp(A) = exp(P(D+ N)P~')= Pexp(D + N)P~!
= Pexp(D)exp(N)P~! car D et N commutent

e 0 0 100
= Pl 0 € o0 01 1|pPt
0 0 €2 0 0 1
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Reste a faire le produit de ces quatres matrices. On obtient apres calcul

2¢e !t 2 —2e7!
exp(A) = [ €2 22 —2¢?
el o2 el

On retrouve en particulier le résultat de la question 3.
Exercice 3

1. La résolvante R(.,ty) (to € R) associée a (S) est I'unique solution du probléme de
Cauchy

d

{ SRt t) = A(R(t)
R(to,to) = Iy

2. On considere le probleme de Cauchy suivant (tg,t; € R)

{ u o= Alt)u
u(ty) = R(t1,to)

t — R(t,tp) est solution de ce systéme. De méme pour u : t — R(t,t1) o R(t1,%0): en
effet, on a bien v = A(t)u et U(tl) == R(tl,tl) o) R(tl,to) = IN o R(tl,to) == R(tl,to)‘
Par unicité dans le théoreme de Cauchy-Lipschitz, ces deux fonctions sont égales. D’ou
le résultat.
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