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Chapitre 1

Introduction : contexte général
et linéaire

Dans toutes ces notes, K désignera le corps des nombres réels R, ou celui des
nombres complexes C, et N sera un entier strictement positif.

1.1 Systemes sous forme normale, probleme de Cauchy

Définition 1.1. Soient g et r deux entiers strictement positifs, et soit v : [ — K& une
fonction r fois dérivable sur un intervalle I de R. Soit F' : © — KY une application
définie sur un ouvert @ de R x KN*("+1) On dit que u est une solution sur I du
systeme différentiel ordinaire

F(t,u,,...,uM)y =0, (1.1)

si pour tout ¢t € I,
(tou(t),d/'(t),...,ul" () € O,

et
F(t,u(®),d(t),...,u(t)) =0.

L’entier r est appelé ordre du systeme différentiel. Lorsque ¢ = 1, on parle d’équation
différentielle, et cette équation est dite scalaire si N = 1.

En pratique, pour résoudre un systeme différentiel, on se rameéne presque toujours
a un systeme d’ordre 1 par le changement d’inconnue suivant.

Proposition 1.2 (Réduction a I’ordre 1). Soient u et F' comme dans la Définition (I.1
avec r > 2. Posons v = (vj);zl : I — KN*7 définie par v = u, et vj = uU=Y la
(j — 1)-iéme dérivée de w pour j = 2, ..., r. Alors u est une solution sur I de (LI) si
et seulement si v est une solution sur I du systeme différentiel d’ordre 1 suivant :

(1.2)

/. =

{F(t,vl,...,v,,,v;) =0,
j

v Vjp1 pourj=1,...,r—1.



Remarque 1. Le systeme (1.2)) vérifié par la nouvelle inconnue v peut s’écrire sous la
forme
/
G(t,v,v") =0,

ot Iapplication G = (G4, ...,Ggqr—1) : O — K4+ est définie sur I’ouvert

O = {(t,z,y) = (t, (z;))—1, (y;)j=1) € R x KN*" x KN*"
(t,x1,...,2,y,) € O}

par
Gi(t,z,y) =yi —Tj41 pouri=1,...,7r—1,

et
Gi(tv‘ray) :Fi+1fr(t7x17~”7xr7yr) POUTZ’:T,H',(]‘FT_L

avec F' = (F1, ..., Fy).

Dans ce cours, nous ne considérerons que des systemes différentiels sous forme
dite normale (appelés parfois équations résolues par rapport aux dérivées), ou pouvant
se ramener a un systeme sous forme normale.

Définition 1.3. On appelle systeme différentiel normal tout systeme différentiel du
premier ordre de la forme

u = f(t,u), (1.3)

ot f : O — K" désigne une application donnée et définie sur un ouvert O de R x K.

Remarque 2. Considérons par exemple le cas K = R, N = ¢ = 1, et d’une équation
du type
F(t,u,u') =0,

ol ' : 0 — R est une application définie et de classe €’* sur un ouvert O de R3. Pour
trouver une solution de ce probléme, on peut d’abord déterminer une racine (to, Zo, Yo)
de I’équation F'(t, z,y) = 0. Ayant obtenu une telle racine (fo, zo,yo), si'on a

OF
—( ) ) 07
dy (to, w0, Y0) #
d’apres le Théoréme des fonctions implicites, on peut trouver un voisinage ¥ C R? de
(to, o), un voisinage J C R de ypo, et une application fo : ¥ — J de classe € tels
que

F(t,z, fo(t,z)) =0 Y(t,x) eV .

Toute solution de v’ = fo(t, u) sera alors une solution de F'(¢,u,u’) = 0.

Dans la suite, on désigne par O un ouvert de R x K%, et I un intervalle de R. Soit
f: © — K* une application donnée.

Définition 1.4. Etant donné (to,xq) € O, le probléme de Cauchy relatif a I’équation
(T.3) et aux données initiales (t, xo) consiste a chercher les solutions (I.3) vérifiant la
condition

u(to) =g, (14)

appelée condition initiale. Si le probléme de Cauchy (I.3)-(I.4) admet une unique so-
lution, on dit que le probléme de Cauchy est bien posé.



Nous concluons cette premiere section d’introduction par un résultat simple mais
important de régularité des solutions de (T.3).

Proposition 1.5. Supposons que f : O — K" soit de classe €* sur O avec k > 0.
Alors toute solution u : I — KV de (T.3) est de classe €%+ sur I.

Démonstration. Pour k = 0, 1a fonction ¢t € I — f(¢,u(t)) est continue comme com-
posée d’applications continues. On déduit alors de I’équation (T.3)) que u’ est continue
sur I, et donc u est de classe € sur I. Pour k > 1 procédons par récurrence en sup-
posant que u est de classe €%, et montrons que u est en fait de classe €*+!. Comme
composée d’applications de classe €%, 1a fonction t € I +— f(t,u(t)) estde classe €%,
et donc u' est de classe €% sur I d’apres (I3), c’est a dire u est de classe €%+, [

1.2 Notations

Dans tout ce cours, nous noterons . (K" K9) I’espace vectoriel des applications
linéaires de KV dans K9. Lorsque ¢ = N nous écrirons simplement . (K" ). Rap-
pelons également que . (K™, K%) peut étre identifié 4 ’espace des matrices ¢ x N a
coefficients dans K, noté ./, n (K). Cette identification sera souvent utilisée sans étre
mentionnée (sauf en cas de confusions possibles). L’écriture matricielle d’un élément
de Z(KY K9) se fera alors dans la base canonique. La base canonique de KV sera
notée ¢ = (ey,...,en).

Nous désignerons par || - ||« n et || - ||+,, des normes (quelconques) sur KV et K¢
(rappelons qu’en dimension finie, toutes les normes sont équivalentes), et nous noterons
Il - 1, (q,v) 1a norme induite sur £ (K™, K?) définie par

| Az |,
|||A|||*7(q7N) = sup ——=4
cekN\ {0} [[Z]l,N

)

qui est aussi appelée norme d’opérateur. Lorsque ¢ = N, nous n’indiquerons pas les
dimensions pour simplifier I’écriture.

Nous noterons également (-, -) le produit scalaire de RY lorsque K = R, ou le
produit Hermitien de CV lorsque K = C. La norme Euclidienne induite sera notée

|| - I|2, et rappelons que pour = (1, ...,7y5) € KV,
N 1/2
lzll2 = (@, z) = [ D |a;]?
j=1

1.3 Systemes différentiels linéaires

Définition 1.6. Un systeme différentiel d’ordre r est dit linéaire si il s’écrit sous la
forme

Ao(tyu+ Y A(t)ul) = b(t), (1.5)
j=1

oupour j =0,...,r, A; : I — LKV, K?) etb: I — K9 sont des applications
données. La fonction b est appelée second membre du systéme, et si b = 0, le systeme
est dit homogene.



Remarque 3. Lorsque ¢ = N, le systéme linéaire (I.5) peut s’écrire sous forme nor-
male si application A, : I — Z(KY) vérifie det(A,(t)) # 0 pour tout t € I. En
effet, A, (t) est alors inversible pour tout ¢ € I, et nous pouvons commencer par écrire
(1.5) sous la forme

r—1
u = Ao(tyu+ Y A;(8)u? +b(1),
j=1

avec gj(t) = —A7Y(t) o Aj(t) pour j = 0,...,r — 1, et b(t) = A;L(t)b(t). On
considere alors 1’application M : I — .2 (KN*") définie pour tout t € I par

r—1
M(t):x = (v;)j € KNV $27x37~-‘7$’r722j*1(t)‘rj )
j=1

et la fonction N : I — KV *" donnée par

En opérant le changement d’inconnue de le Proposition [I.2] on se raméne au systéme
sous forme normale
v/ = M(t)v+ N(t).

Nous allons présenter maintenant quelques propriétés élémentaires des solutions de
systemes différentiels linéaires d’ordre 1 sous forme normale. L’existence de solutions
n’ est pas discutée ici, elle le sera dans le chapitre suivant. Toutefois les propriétés
ci-dessous seront utilisées dans tout le reste de ces notes.

On se donne donc deux applications A : I — Z(K¥)etb : I — K¥, et nous
considérons le systeme différentiel

u' = A(t)u+ b(t), (1.6)

ol I’inconnue w est une fonction 2 valeurs dans K%, définie et dérivable sur un sous-
intervalle J C I. Le systeme différentiel homogene

u' = A(t)u, (1.7)

sera dit associé a .

Les démonstrations des deux propositions suivantes sont élémentaires et laissées
en exercice.

Proposition 1.7. En supposant que les solutions considérées ci-dessous sont définies
sur un méme sous-intervalle J de I :
(i) siuq et ug sont deux solutions de (1.6), alors uy —us est une solution du systéme
homogene associé (1.7) ;
(ii) I’ensemble des solutions du systeme homogene (1.7) forme un espace vectoriel
sur K;
(iii) ’ensemble des solutions de est un sous-espace dffine de ’espace vecto-
riel des applications de J dans K.



Proposition 1.8. Soient b, : I — KV, k =1,..., K, des applications données. Pour
chaque k € {1,..., K}, soit uj, une solution définie sur I de (I.6) avec b = by,. Alors
pour tous A\, ..., g € K, la fonction

est une solution sur I de (L.6) avec b =", by,

Remarque 4. D’apres la Proposition[I.7] pour connaitre toutes les solutions de (T-6), il
suffit de connaitre toutes les solutions de (I.7) et une seule solution particuliere de (T.6).
De plus, pour connaitre toutes les solutions de (I.7), il suffit de connaitre une base de
I’espace vectoriel des solutions de (I.7). Nous verrons dans le chapitre suivant qu’une
telle base existe, et que 1’espace vectoriel des solutions de (I.7) est en fait isomorphe
akV,

Définition 1.9. Une base de I’espace vectoriel des solutions du systéme homogene
(T7) sera appelé systéme fondamental de solutions, ou base de solutions.
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Chapitre 2

Résolution des systemes
différentiels linéaires

2.1 Résolution du probleme de Cauchy

Théoréme 2.1 (de Cauchy). Soient I C R un intervalle, A: I — L(KN)etb: I —
KN deux applications continues. Pour tous to € I et vy € KV, le systeme différentiel

u' = A(t)u + b(t) .1
admet une unique solution définie sur I vérifiant u(to) = xo.

Un point clef de la démonstraton consiste a reformuler le probleme sous forme dite
d’équation intégrale.

Lemme 2.2. Soit u : I — K~ une fonction continue. La fonction u est une solution
de 2.0) vérifiant u(to) = xo, si et seulement si u satisfait I’équation intégrale

t
u(t) =z —|—/ (A(s)u(s) + b(s)) ds Vtel. (2.2)
to
Démonstration. Supposons que u soit une solution de Z.I) vérifiant u(ty) = zo.

D’apres la Proposition la fonction u est de classe €' sur I, et en particulier
u(t) = xo + f:o u'(s) ds pour tout ¢t € I. En utilisant (2.1)), on déduit donc que u
vérifie (2.2)).

Réciproquement, supposons que u vérifie (2.2)). Puisque u est continue, le membre
de droite de est de classe €* sur I, et sa dérivée en t est égale a A(t)u(t) + b(t).
De (2.2)) on déduit alors que u est dérivable sur I et satisfait (2.I). De plus, en prenant
t = to dans (2.2)), nous obtenons u(ty) = xo. O

Démonstration du Théoréme[2.1]lorsque I est compact. D’apres le Lemme[2.2] il nous
suffit de montrer I’existence et 1’unicité de la solution de I’équation intégrale (2.2).
Nous supposerons pour le moment que I’intervalle I est compact, et on écrira I = [a, b].
Nous allons maintenant construire une solution de (2.2)) par une méthode de point fixe.

11



On définit une suite {uy, },en de fonctions continues de I dans KN par la relation
de récurrence

t
Unt1(t) = xo + / (A(s)un(s) +b(s))ds pourn € Nett e, 23
to .

uo(t) = g pourt € I.

Nous laissons au lecteur le soin de justifier la continuité de chaque fonction u,,. Notre
but est de montrer que la suite {u,, },en converge vers une fonction continue v : I —
K" qui sera solution de notre probleme.

Etape 1 : Estimations a priori. On observe que les applications t € T +— [|A(t)]|, et
t € I — ||b(t)]|« sont continues comme composées d’applications continues. Puisque
I est compact, il existe des nombres o, 3 € R tels que

IA@DN. <o et [p@)]. <8 VEel. 2.4)

En conséquence, pour tout entier n > 1,

JA®) (wn (t) = tn—1(8)) [« < NA@ e llun(t) = wn—1(t)[+
<allunt) —un1 (),  Vtel.

En combinant cette inégalité avec la relation de récurrence (2.3, nous obtenons pour
toutn > lettoutt € I,

/ A(s) (un(s) — un—1(s)) ds

to

Pt (8) — ()] = \

*

g/t | A(s) (un(s) —un_l(s))H*dS < a/t [|un(s) —u”_l(s)H*ds. (2.5)

Pourn = Oett € I, nous avons

/t A(8)xo + b(s) ds

to

hua (6) = wot) . = \

*

t
</ | A(s)zol| +[[b(s)]], ds < (allzollx + B) |t —to] . (2.6)
to

En effectuant une récurrence sur I’entier n, nous déduisons de (223 et (2.6) que

an‘t _ t0|n+1

lunsa(8) = un (Ol < (@llwoll + £) —F—=5;

Vtel,VYneN.

en particulier, nous avons obtenu

ozn\b—a\”'*'l

Sup l|tn11(t) — un ()|l (1) n (2.7)

avec C' = af|zo||« + 8-

Etape 2 : Convergence de {u, }nen. Rappelons dans un premier temps le résultat clas-
sique suivant (démonstration en exercice) :

12



Lemme 2.3. L’ensemble ¢°(1,K") des applications continues de I dans K~ est un
espace vectoriel normé complet pour la “norme de la convergence uniforme”

[0]]o0 = sup [[o(£)]]-
tel

Montrons que la suite {u, }nen est de Cauchy dans (I, KY). En effet, pour tous
entiers m > n,

m—1
Um — Up = Um — Um—1 + Um—1 — Um—2 F ... T Upt1 — Up = Z(uk+1 _uk)-
k=n
On déduit alors de (2.7) que pour tous entiers m > n,
m— m—1 k|b—&|k+1
||um - unHoo < Z Huk—i-l - ukHoo X Z k +1 . (28)
k=n k=n
. L o aF|b—a|kt? .
Puisque la série numérique =, .y 77757 est convergente (exercice), nous avons
k k+1
. a®lb—a
lim % =0. (2.9)
- .
e k>n ( + )

On se donne maintenant ¢ > 0 arbitraire. D’apres (2.9), il existe N. € N tel que pour
kyp_ k41 3

toutn > Ne, 375, % < &/C. Nous déduisons alors de (2.8) que pour tous

n,m € Navecm >n > N,

m— k|bfa‘k+1 ozk|b7a|k+1

ltm = tnlloo < © Z CESVIP Shuvra it
k>n

La suite {u,, }nen est donc bien de Cauchy dans €0 (1, KV).

D’apres le Lemme I’espace € (I, KY) munit de la norme || - || est complet.
La suite {u, }nen converge donc uniformément sur I'intervalle I vers une certaine
fonction u € €O(I,KY).

Etape 3 : u est solution. Puisque la converge uniforme implique la convergence simple,
nous déduisons que u,,(t) — u(t) pour tout t € I lorsque n — +oo. En particulier,

u(to) = LI upn(to) = o,
puisque 41 (tg) = xo + fttoo A(S)un(s) + b(s)ds = xo pour tout n € N. De plus,

[A®)un(t) = A)u(t)]], < JAD I llun(t) = u ()]«
< allun(t) —u(t)|l« Vtel,VneN,

et donc
supHA Yun (t) — A(t)u(t)” ozHunquDQ — 0.
tel =+
La suite de fonctions t € I — A(t)u n(t) b(t) converge donc uniformément sur [
vers la fonction t € I — A(t)u(t) + b(t), et en conséquence
t
lim A(S)un(s) / A(s +b(s)ds vitel. (2.10)
n——+0oo to



Nous pouvons alors passer 2 la limite n — +oo dans (2.3) pour déduire que u véri-
fie (2.2). La fonction continue u est donc bien solution de notre probleme.

Etape 4 : Unicité de la solution. Supposons qu’il existe deux fonctions wuy,us €
¢°(1,K") vérifiant (2.2)). On pose alors v = u; —us et on remarque v est une fonction
continue sur I vérifiant

v(t) = /t A(s)v(s)ds vtel. (2.11)

to

En posant M := ||v||, nous estimons

t t
@)1« </t [A(s)v(s)]], ds </t A< llv(s)ll« ds < aM|t —to]  VEel.

En réinjectant cette inégalité dans (2.11)) nous obtenons

t t
IC[QI[MES / A l[v(s)]lcds < aM [ |s —to| ds
to

to
< MM Vtel.
Par récurrence nous arrivons ainsi a
v(®)llx < MW < MW Vtel,VneN.
On déduit alors que )
folle < @2 g,
et donc v = 0, c’est a dire u; = us. |

Exercice 1. Démontrer (2.10) en utilisant le théoréme de convergence dominée.

Démonstration du Théoréme lorsque I n’est pas compact. Soit {I} }ren une suite
d’intervalles compacts tels que I, C Ix41, tg € Iy pourtout k € N, et I = Uil
(exercice : construire une telle suite). Puisque I}, est compact et ¢y € I, pour chaque
k € N il existe une unique solution uy, de (Z.I) définie sur I, et vérifiant u(tg) = xo.
Mais comme I, C Ijy1, ugy1 est également une solution sur I, de (]2;1'[) vérifiant
ug+1(to) = xo. Par unicité de la solution, nous avons donc g1 (t) = ug(t) pour tout
t € Iy, etcelapour tout £ € N. Du fait que I = Uy I}, nous pouvons maintenant définir
une fonction u : I — K par

u(t) = up(t) sitely. (2.12)

On vérifie alors que u € ¢° (I, KY), et que u satisfait I'équation intégrale ([2.2) (exer-
cice). La fonction u est donc bien une solution de (2.1) sur I, et u(to) = ug(to) = xo.

Montrons maintenant que u est 1"unique solution de (2:1) sur I vérifiant u(tg) = xo.
Si % est une autre solution sur I, alors @ est également une solution [, vérifiant u(ty) =
xo pour tous les k € N. Par unicité sur I;, compact, nous avons donc u(t) = u(t) pour
tout t € Ij,. Mais alors © = u d’apres 2.12). O
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Remarque 5. Toute solution u de I’équation v’ = A(t)u + b(t) définie sur un sous-
intervalle J de I, est la restriction a I d’une solution définie sur tout I. Pour ce type
d’équations, nous pourrons donc nous contenter de I’étude des solutions définies sur
tout I’intervalle I. Nous verrons dans le chapitre suivant que dans un cadre plus général,
ces solutions sont appelées solutions globales.

Dans le reste de ce chapitre, les solutions considérées seront donc définies sur tout
I’intervalle 1.

2.2 Systemes homogénes

Une conséquence directe du Théoréme [2.T]est le résultat suivant dont la preuve est
laissée au lecteur.

Théoreme 2.4. Soient I C R un intervalle et A : I — L(KN) une application
continue. Soit ¥ 'espace vectoriel des solutions de I’équation homogeéne

u = A(t)u. (2.13)

Pour tout tg € I, l'application u € . + u(ty) € KY est un isomorphisme d’espaces
vectoriels.

Corollaire 2.5. L’espace vectoriel 5/ des solutions de (2.13)) est de dimension N.

Définition 2.6. On dit que des solutions w1, ..., u, de (Z.13) sont linéairement dépen-
dantes si il existe des constantes i1, .. ., i, € K non toutes nulles telles que

p
Z,uk-uk(t)zo Vtel.
k=1

Si les solutions uy, . .., u, ne sont pas linéairement dépendantes, on dit qu’elles sont
linéairement indépendantes.

Proposition 2.7. Pour que des solutions u, . . . ,u, de (2.13)) soient linéairement indé-
pendantes, il faut et il suffit qu’il existe to € I tel que (uy(to), . .., up(to)) forme une
famille libre de K.

Démonstration. Si il existe to € I tel que (u(to),...,up(to)) forme une famille
libre de K", alors le fait que uy,...,u, soient linéairement indépendantes découle
directement de la Définition Pour montrer I’'implication inverse, on suppose que
U1, ..., U, sont linéairement indépendantes, et on se donne ¢, € I quelconque. Nous
allons montrer que (u1(to), ..., up(to)) forme une famille libre de K. On procede
par contradiction en supposant qu’il existe des constantes pi1, ..., i, € K non toutes
nulles telles que

p
Zukwc(to) =0.
k=1

On pose alors pour ¢t € I, v(t) := > 7 _, prug(t), et on vérifie que v est une solution
de vérifiant v(tg) = 0. Par unicité de la solution, on obtient v(¢) = 0 pour tout
t € I, cestadire Y p_, prur(t) = 0 pour tout ¢ € I. Ceci contredit le fait que
u1, ..., up soient linéairement indépendantes, et donc (u1 (to),. - ,up(to)) forme une
famille libre de K.
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Définition 2.8. On dit qu’une famille de solutions (uy,. .., uy) de (2.13) est une base
de solutions (ou systeme fondamental) si cette famille est une base de 1’espace des
solutions ..

Comme conséquence directe de la Proposition[2.7} nous avons le corollaire suivant.

Corollaire 2.9. Pour que N solutions uy, . .. ,uy de 2.13) forment une base de solu-
tions, il faut et il suffit qu’il existe tg € I tel que

det (ul(to), NN 7UN(t0)) 7& 0,

ot det désigne le déterminant d’une famille de N éléments de K.

Remarque 6. Si é = (&1,...,éy) désigne une base quelconque de K*, on construit
pour chaque ¢y € I une base de solutions (u1, ..., uy) de (2.13) en considérant pour
chaque i = 1,..., N, la solution u; de (2:.13) satisfaisant u;(tg) = é;.

Dans la définition suivante et pour toute la suite, on notera Idy 1I’élément identité
de Z(KV).
Définition 2.10. On appelle résolvante de I’équation homogene (2.13), I’application

R:IxI— Z(K"Y)quiaty € I associe R(-,t9) : I — Z(K") I'unique solution
du probleme de Cauchy

d
—R(t, to) = A(t) o R(t, to),
g [t o) = A(t) o R(t, to) 2.14)

R(to,to) = Idy .

Remarque 7. L existence et 'unicité de la solution du probleéme de Cauchy (2.14) est
obtenue a partir du Théoréme Pour cela on identifie (K" avec #/x xn(K) =~
K™, et on considere I’application continue A : [ — & (/// N x N(K)) définie pour
chaque t € I par A(t) : U — A(t)U. D’apres le Théoréme 2.1} pour tout ¢y € I,
il existe une unique solution de I’équation U’ = A(¢)U satisfaisant U (tg) = Idy, et
I’on note R(-,tg) cette solution.

Proposition 2.11. Soient ty, t1 et t trois points de I. On a
R(t, t()) = R(f, tl) o R(tl, to) .

Démonstration. Fixons les points tg et ¢t dans I, et utilisons les notations de la Re-
marque Posons S(t) = R(t,t1) o R(t1,to). L'application S : t € I — Z(KV) est
de classe "' comme composée d’applications de classe ¢! et

S'(t) = (iR(a t1)> o R(t1,t0) = A(t) o R(t,t1) o R(t1,to) = A(t)S(¢) .

De plus,
S(tl) = R(tl,tl) e} R(tl,to) = IdN 9 R(tl,to) = R(tl,to) .

D’apres le Théoreme il existe une unique solution de U’ = A(¢)U satisfaisant
U(t1) = R(t1,t0). Or la fonction t € I — R(t,t9) € ZL(K") est solution de cette
équation. En conséquence S = R(-,ty) ce qui montre le résultat annoncé. (]
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Corollaire 2.12. Pour tous t,to € I, I’application linéaire R(t,to) est un isomor-
phisme de £ (KN) dans £ (KY), d’inverse R(to,t).

Démonstration. D’apres la Proposition[2.T1] nous avons
R(tg,t) o R(t,tg) = R(tg,to) = Idn

et
R(t,to) o R(to,t) = R(t,t) = Idy ,

d’ou la conclusion. O

Remarque 8. En désignant par det(L) le déterminant d’un élément L de . (K™ ), nous
avons donc det (R(t,t)) # 0 pour tous ¢, to € 1.

Remarque 9 (Représentation matricielle). Rappelons que 1’on représente de facon ca-
nonique chaque élément L € .Z(K¥) dans la base canonique e = (ey,...,ey) par
la matrice carré (Ley,...,Ley) (de taille N x N) formée des vecteurs colonnes
Ley,...,Ley. On représente ainsi 1’application continue A : I — Z(KY) dans
la base e par I’application de I dans .#Znxn(K) qui 2 ¢ € I associe la matrice
(A(t)ey, ..., A(t)en). Nous écrirons alors

Alt) = (ai.j(t>)1<z‘,j<N’

ol les a;;(t) sont les coefficients de la matrice A(t), et a;; : I — K est une fonction

continue pour tous é,j € {1,..., N}. Etant donné ¢, € I, considérons maintenant
pour chaque j = 1,..., N, lasolution 7; : I — K de

= At)r;,

T (to) =€5.

La réprésentation matricielle de R(¢, to) dans la base canonique est alors donnée par la
matrice (r1(t),...,rn(t)) formée des vecteurs colonnes r1 (t), ..., ry(t).

Proposition 2.13. Pour tous t,ty € I,
t
det (R(t, tg)) = exp </ tr(A(s)) ds> ,
to

ou tr(L) désigne la trace d’un élément L de £ (K™).

[Rappel. On définit I’opérateur de trace, que 1’on note tr, comme 1’unique forme li-
néaire sur .Z(K"V) (de £ (£ (KV),K)) vérifiant tr(A o B) = tr(B o A) pour tous
A, Be ZKN)ettr(Idy) = N.]

Remarque 10. Soit L € £ (KN). Si (I;;) € #nxn(K) est la représentation matri-
cielle de L dans une base quelconque, alors

tr(L) = L. (2.15)

En particulier, la trace de L € (K" ) ne dépend pas de la base choisie (voir Exer-
cice 2] ci-dessous).
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Exercice 2. Soite = (ey, ..., ey) la base canonnique de K.

1) Soient (I;;) € #nxn(K) une représentation matricielle de L € £ (K") dans
une base quelconque. Montrer I'identité (2:13).

2) En déduire que

N
tr(L) = Zdet (el, ... Lej, .. .,eN) .
j=1

Exercice 3. Montrer que la fonction v : I — K définie par
¢
u(t) = exp (/ tr(A(s)) ds> , (2.16)
to
est I'unique solution de I’équation v’ = tr(A(t))u satisfaisant u(to) = 1.
Démonstation de la Proposition[2.13] Posons pour t € I,
u(t) = det (R(t,t0)) ,

et remarquons que u(tg) = det(Idy) = 1. Comme composée d’applications de classe
%', 1a fonction u est de classe €’ sur I. Nous allons montrer que pour tout t € 1,

u'(t) = tr(A(t))ul(t).

D’apres I’Exercice [3] la fonction w sera alors donnée par (2.16) ce qui montrera le
résultat annoncé.

Comme dans la Remarque EI, on note r;(t) = R(t,to)e; pour j = 1,..., N, si
bien que u(t) = det(r1(¢),...,rn(t)). Par la regle de dérivation d’une application
multilinéaire, nous avons

N
u'(t) = Zdet (r1(2), .. L), (1))

I
[oW
a@
-+

—~
=3
=
—
~+
N>

LA, N (D)

N
= | ) det(er,..., R\ (t, to) A(t)R(t, to)e;, - .. en) | det (R(t,to))
j=1

(tr(R™'(t,t0) A(t)R(t, t0))) det (R(t, to))
= tr(A(t))ul(t),
ce qui termine la démonstration. (]

Théoreme 2.14. Soient I C R un intervalle et A : I — Z(KN) une application
continue. Pour tous to € I et xo € K, la solution du probéme de Cauchy

{u’ = A(t)u,

u(to) = Xo,

est donnée par u(t) = R(t,to)xo.
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Démonstration. Si u(t) = R(t,,to)zo alors u(ty) = R(to,to)ro = o, et u est de
classe ¢! puisque R(-,to) ’est. On a alors

d
u'(t) = a(R(t,fo)ﬂfo) = (A(t) o R(t,t0))zo = A(t)u(t),
et la conclusion découle du Théoreme 2.1 O
Exercice 4. Soit (v1,...,vy) une base de solutions du systtme v’ = A(t)u. Pour
t € I, soit V(t) I’élément de . (K™) dont représentation matricielle est donnée par
la matrice formée des vecteurs colonnes (v1(t),...,vn(t)). Montrer que pour tous
t,itoel,
R(t, to) = V(t) o V(to) ™",

et que

det (V(¢)) = det (V(to)) exp </t tr(A(s)) ds) .

to

2.3 Equations homogenes d’ordre N

Nous allons maintenant considérer une équation (scalaire) d’ordre N > 2 de la
forme

uY) = aN_l(t)u(Nfl) + aN_g(t)u(Nfz) +... a4+ ao(t)u, 2.17)

posée sur un intervalle I C R. Ici, I’inconnue est la fonction u : I — K, et les fonctions
a; : I — K sont données continues.

Pour traiter ce type d’équations, nous avons vu que I’on peut se ramener a un sys-
teme d’ordre 1 en effectuant le changement d’inconnue suivant. On pose v : I +— K%,
v = (vy,...,vx5)T, comme étant donnée par v; = u, et

v =uY) pourj=1,...,N—1, (2.18)
si bien que u est solution de (2.17) si et seulement si v est solution du systeme

’U_;':’UjJrl pourj=1,...,.N —1,

N
vy = Zaj,l(t)vj :
j=1

Nous devons donc résoudre le systeme

v = A(t)v, (2.19)
ot A: I — Mnxn(K) est donnée par
0 1 0o ..
0 1 0o ...
0 1 0o ...
AW = .. . (2.20)
0 1
ao(t) al(t) (lel(t)

En particulier, nous avons le résultat suivant.
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Proposition 2.15. L’ensemble des solutions de (2.17)) est un espace vectoriel sur K de
dimension N.

Remarque 11. Puisque le probleme de Cauchy associé au systeme (2.19) consiste a
se donner une condition initiale, le probleme de Cauchy associé a 1’équation (Z.17)
consiste a se donner tq € I et xg,x1,...,xny_1 € K, et de chercher la solution u de
[217) satisfaisant u(ty) = xo, et ul?) (tg) = z; pourj = 1,..., N — 1.

Notons maintenant R(¢, to) la résolvante du systeme (2.19). D’apres le Théoréme
la solution v de (2Z:19) vérifiant v(ty) = (zo,...,zn—1)T =: yo € KV est donnée par
v(t) = R(t,to)yo. Pour obtenir de v la solution u de (Z:17)), il suffit alors de procéder
de la fagon suivante.

On note r1(t, to), r2(t, to), - - ., rn(t, to) les coefficients de la premiere ligne de la
représentation matricielle de R(¢,to), et on obtient :

Théoreme 2.16. Soient ty € I et xg,21,...,xn_1 € K. L’équation admet une
unique solution u vérifiant u(ty) = xo, et u9) (ty) = zjpourj =1,...,.N—1 et
cette solution est donnée par

N
U(t) = er(t,to)zj_l .

j=1

Remarque 12. Pour chaque j = 1,..., N, la fonction r;(t, to) est 'unique solution de

i = a1 0TV +an @ T 4+ a6 + ao(t)ry .21)

T§i*1)(t0) =4;; pouri=1,...,N,

ol rj(-o) = r; et 0;; est le symbole de Kronecker.

De plus, si (R;j(t,t0))1<ij<n € #nxn(K) est la représentation matricielle de
la résolvante R(t,to), alors

R;;(t,to) = r§i_l)(t,to) pourtous 1 < 4,5 < N.

Remarque 13. La famille (r (¢, ), r2(¢, t0), - - -, 7~ (¢, to)) forme donc une base de
solutions de 2171

Définition 2.17. Soient uy(t),...,un(t) N solutions de I’équation [2.17] Pour t € I,
on appelle Wronksien de ces [N solutions le déterminant

ul(t) UQ(t) uN(t)
ui(t)  uap(t)

ANV W)

Proposition 2.18. Soient uy(t),...,un(t) N solutions de I’équation Pour tout
t,tg € I, nous avons

W (ur(t),.... un()) = W (ua(to). ..., un(to)) exp (/tt an-1(s) ds) .
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En particulier,

W (ri(t, to),...,rn(t,t0)) = exp (/t: an_1(s) d5> )

Démonstration. Pour chaque: = 1,..., N, notons v; : [ — K 1a fonction associée
a u; par le changement d’inconnue (2.18). Alors v; est solution de (2.19) pour i =
1,...,N.D’apres le Théoreme|[2.14] on a v;(t) = R(t,t9)v;(tg) pouri = 1,..., N,
et donc

W (ur(t),...,un(t)) = det(vi(t),...,on(t))
= det(vl(to),... UN(to))det R(t to))

=W (wi(to), ..., un( exp( )

/aNl )7
to

ot ’on a utilisé la Proposition [2.13|dans la derniére égalité. O

:W(ul(tg),...,u exp

VR

2.4 Systemes avec second membre

Théoréme 2.19 (Formule de Duhamel). Soient I C R un intervalle, A : I — £ (K")
etb: I — K" deux applications continues. Pour tous ty € I et xo € KV, la solution
du probéme de Cauchy

{u’ = A(t)u+b(t), (2.22)

U(to) = 2o,

est donnée par

w(t) = Rt to)zo + / "Rt $)b(s) ds

Démonstration. Pour démontrer le théoreme il suffirait de montrer que la formule ci-
dessus donne bien une solution au probleme de Cauchy. Nous préférons donner une
preuve plus constructive connue sous le nom de Méthode de variation de la constante.

Pour ¢ € I, on pose u(t) = R(t,to)v(t) pour une nouvelle inconnue v(¢), et
R(t, to) désigne la résolvante du systéme homogene associé. On a alors xg = u(ty) =
’U(to) et

u'(t) = %(R(t,to))v(t) + R(t, to)v'(t)
A(t) o R(t, to))v(t) + R(t, to)v'(t)

= A(t)u(t) + R(t,to)v'(t)

I
—

Mais puisque w est solution de (2.22), on déduit que R(t,%o)v’(t) = b(¢), et donc

V(1) = (R(t,t)) " b(t) = Rlto, t)b(1),
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d’apres le Corollaire Puisque v(ty) = o, nous avons donc

o(#) = w0 + / R(to, 5)b(s) ds .

to

En conclusion,

u(t) = R(t,to)v(t) = R(t, to)xo + /t (R(t,to) o R(to,s))b(s)ds

to
¢

= R(t,t0)xo + / R(t, s)b(s)ds,
to

d’apres la Proposition[2.11] O

Remarque 14. Nous soulignons que la solution u est la somme de R(t, to)xo qui est la
solution du systeme homogene prenant la valeur z( en ¢y, et de la solution du systeme
non-homogene s’annulant en ¢ = ¢y qui est donnée part € I — ftto R(t, s)b(s) ds.

Remarque 15 (Equations d’ordre /N avec second membre). Pour N > 2, considérons
une équation de la forme

u™) = an_1(OuN Y +ay_o(OuN T 4 ag (D) + ao(t)u + b(t), (2.23)

posée sur un intervalle I C R. Ici, I'inconnue est la fonction u : I — K, et les fonctions
aj : I — Ketb: I — K sont données continues. Comme dans le cas de I’équation
homogene de la section [2.3] on se ramene au systéme d’ordre 1

v =A(t)v + B(t),

ot A(t) est donnée par (Z.20), et B(t) := (0,,...,0,b(t))T € K. Nous avons dé-
terminé la résolvante du systeme homogene dans la Remarque [I2] En appliquant le
Théoreme [2.19| pour déterminer v, nous obtenons la forme générale des solutions de
(2:23). Pus précisement, pour tout ty € I, et zg,...,xn—1 € K, il existe une unique
solution u de (Z.23)) vérifiant u(ty) = zo et ul)(ty) = zjpourj=1,...,N—1,et
cette solution est donnée par

t
to

N
u(t) = er(t,to)qu +/ r(t, s)b(s) ds,

ol les fonctions 7;(¢,%y) sont données par (2.21). Remarquons pour conclure que la
fonction t € I — j;to rn(t,s)b(s) ds est la solution de (2.23) s’annulant en t = tg
ainsi que ses (IV — 1)-iémes premieres dérivées.

2.5 Systemes homogénes a coefficients constants

2.5.1 Exponentielle d’endomorphismes

Définition 2.20. On appelle exponentielle d’un endomorphisme A € .Z(KY), I’é1¢-
ment de .Z(K") noté e et défini par

et = Z %A",

neN

avec la convention A% = Idy.
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Remarque 16. 1”élément e est bien défini dans .2 (K") puisque la série de terme
général %A" est normalement convergente dans . (K”') qui est complet (voir la pro-
position ci-dessous).

Proposition 2.21. Pour tout A € L (KV),
le? ]l < el?l-.
Démonstration. On remarque que ||A” |, < |JA||? pour tout n € N, et donc

L on TR
1Y A < Y —lAly =4

neN neN

ce qui termine la démonstration. ]

Proposition 2.22. Soit A € Z(KN). L’application R : t € R + et € Z(KV) est
analytique, et il s’agit de I’'unique solution de

/
— A
{R °R, (2.24)

R(0) = Idy .
Démonstration. Nous avons pour tout t € R,
n
. AN
R(t) =Y —A".
neN

11 s’ agit donc d’une série entiére (a valeurs dans . (K*)) dont le rayon de convergence
est infini. L’application R est donc analytique, et d’apres la régle de dérivation des
séries entieres,

> ntn—l tn
R(t)=) AT = Ao (Z n,Aﬂ) = AoR(t).
n=1

neN

De plus, nous avons clairement R(0) = Idy, et donc R(t) est I'unique solution de
(2.24) d’apres le Théoreme 2.1} O

Proposition 2.23. Soient A, B € Z(KV), s,t e R, et A € K.

(i) Si A et B commutent, alors e et B commutent, ainsi que e et eB. De plus,

€A+B:6AO€B:€BO€A.

(ii) Ona
s+t)A — esA tA

6( ce

(iii) e? est inversible, d’inverse e~ 4.
(iv) eMiv = e M dy, et

oA = ApA-Mdn

(v) det(e?) = et*(4)
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Démonstration. (i). Posons S1(t) = e' o B et Sa(t) = B o e*4. Alors S et Sy sont
dérivables et d’apres la Proposition[2.22]

Si(t) = Aoet*oB = AoSi(t) et Sh(t) = BoAoe!r = AoBoe! = AoSy(t).

De plus S1(0) = S2(0) = B. D’apres le Théoréme 2.1 nous avons donc S; = Ss, en
particulier S7(1) = Sa(1) qui est le résultat annoncé.

Pour montrer la seconde identité, on considére les applications Sy (t) = e*(4+5) et
So(t) = et o e'B, on procéde comme ci-dessus. Les détails sont laissés en exercice.

(ii). Puisque sA et t A commutent, I’identité est un cas particuliers de (i).

(iii). Puisque A et —A commutent, d’aprés (ii), nous avons e o e™4 = ¢4 0 e =
e = Idy, d’ou la conclusion.
(iv). Nous avons
vax =3 L gy = S A gy =
M =Y M) =) Trldy = My .
neN neN
De plus, puisque M dy et (A — A dy) commutent, d’apres (ii), nous avons
oA — MAN+H(A-NdN) _ Mdy o pA=Mdy _ A A=Ndy
(v). Exercice (Indication : utiliser la Proposition 2.13). O

Exercice 5. Soient A € Z(KV), et V € £ (KY) inversible. Montrer que

1 _
eVvoV :VOGAOV 1.

La démonstration de la proposition suivante est laissée en exercice.
Proposition 2.24. Soient A € L (KN) et x € K. La série de terme général ; A"x
converge normalement dans KV, et
1
ete = —A"z.
n!
neN

De plus, si x est un vecteur propre de A associé a la valeur propre A € K, alors x est

un vecteur propre de e associé a la valeur propre e’.

Définition 2.25. On dit qu’un sous-espace vectoriel £ de KV est stable par A €
Z(KN) si Arx € E pour tout x € E.

Proposition 2.26. Soient A € L (KY) et E un sous-espace vectoriel de KV stable
par A. Alors E est stable par e?.

Démonstration. Soit x € F, si bien que Az € FE. Par récurrence, on obtient alors que
A"z € E pour tout n € N. En particulier, pour tout N € N,

Ny
. n
.Z‘N.—E —n!A re k.
n=0

D’apres la Proposition [2.24] on a 5 — ez quand N — oo. Puisque E est un sous-
espace vectoriel de KV, F est un fermé de K, et donc ez € E. O
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Remarque 17 (Exponentielle d’une matrice). Sil’on identifie A € £ (K) a sa repré-
sentation matricielle dans .#y x v (K) (dans la base canonique), la série de matrice

1 n
D AT

neN

converge normalement dans .Z x v (K), et la matrice obtenue est égale a la représen-
tation matricielle de e4, et on 1’identifie également a e, Par cette identification, les
résultats obtenus ci-dessus se transpose littéralement aux cas des matrices. Nous avons
toutefois les propriétés suivantes comme conséquence de la Proposition [2.26]:
(i) Si A est diagonale, c’est a dire A = diag(\y, ..., Ay), alors e est diagonale
et e = diag(eM, ..., eM);
(i1) Si A est triangulaire supérieure (respectivement inférieure), et \; est son i-ieéme
coefficient sur la diagonale, alors e est triangulaire supérieure (respectivement
inférieure), et e est son i-iéme coefficient sur la diagonale.

2.5.2 Quelques rappels d’algebre linéaire

Définition 2.27. Soit A € Z(K"). On apelle polynéme caractéristique de A le poly-
nome en A\ € K défini par

Pa(N) = det(A — Ady).

Les racines de ce polyndme sont les valeurs propres de A.

Lemme 2.28. Soit A € £ (CN). Soient \1, ..., )\, les racines distinctes de Py, et
o, ..., ap € Nleur multiplicité respective. Le polyndme Py se factorise alors de la
fagon suivante

Pa(y) = (DN [T =A™,

Jj=1
et

Définition 2.29. Soit A € Z(C¥). Soient Ay, ..., \, les racines distinctes de Py, et
aq,...,0, € N* leur multiplicité respective. On appelle sous-espace caractéristique
de A associé a la valeur propre )\, le sous-espace vectoriel de CN défini par

Ej = Ker (A — )\deN)aj .
Remarque 18. Attention, il ne faut pas confondre le sous-espace caractéristique F;
avec le sous-espace propre de A associé a A;, qui lui est défini comme étant le noyau

de I’endomorphisme A — A;Idy.

Définition 2.30. Soient A € Z(CV), et Ay, ..., Ap les racines distinctes de P4. Le
polynéme minimal de A, noté Q) 4(\), est le polynéme en A € C de la forme

QaN) =[x = )%,
j=1
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de degré minimal tel que

p
HA NIdy)P =0.

Proposition 2.31. Suivant les notations ci-dessus,
(i) a; est égal a la dimension de E; ;
(ii) Bj <ojpourj=1,...,p;
(iii) E; = Ker (A — \;jIdn)P pourj=1,....p;
(iv) CN est la somme direct des sous-espaces caractéristiques de A, ce que ’on
note

P
(CN = @E] y
j=1
(v) A est diagonalisable si et seulement si B; = 1 pourj=1,...,p;

(vi) E; est stable par A pourj =1,...,p

2.5.3 Solution générale du systéme homogene

Théoreme 2.32. Soient A € L (KY), 2o € KV et ty € R. La solution du probleme

de Cauchy
u = Au,
U(to) =2,

u(t) = et Az, .

est donnée par

Remarque 19. La résolvante de I’équation homogéne u’ = Awu est donnée par

R(t,tg) = elt=t0)4,

Théoréme 2.33. Soient A € ZL(CV), Ay, ..., Ap les racines distinctes de P, et
E, ..., E, leurs sous-espaces caractéristiques respectifs. Soit Q 4 le polynome mi-
nimal de A,

(A= A)%
1

P
Jj=
Les solutions de I’équation homogene
v = Au, (2.25)
sont toutes de la forme
P
= eM'P(1), (2.26)
=1
ou P; est un polyndéme de degré inférieur ou égal a B; — 1, a coefficients dans E;.

Remarque 20. Attention, toutes les fonctions de la forme (2.26) ne sont pas solution
de I’équation homogene, a4 moins que A ne soit diagonalisable et les P; sont alors des
constantes arbitraires.
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Remarque 21. On peut remplacer dans I’énoncé du Théoreme [2.33] “P; est un poly-
nome de degre inférieur ou égal a B; — 17 par “P; est un polynome de degré inférieur
ou égal a a; — 17 ou oy est la dimension de F;. Il s’agit toutefois d’un énoncé plus
faible.

Remarque 22. Si A € Z(R™) n’a que des valeurs propres réelles, le Théoréme m
reste valide pour K = R. Par contre, lorsque les valeurs propres de A ne sont pas toutes
réelles, il est nécéssaire de se placer dans C. Les solutions réelles sont alors obtenues
a partir des parties réelles et imaginaires des solutions complexes, voir 1'Example 2]
ci-dessous.

Démonstration du Théoreme Soit u une solution de (2.23). En notant ug := u(0),
nous savons que u(t) = e*ug. D’aprés la Proposition (iv), nous avons

p
Uy = g v; avecv; € Ij.
Jj=1

En conséquence,
P
u(t) = E eu; .
j=1

Orpour j = 1,...,p, d’apres la Proposition[2.23 (iv),
etA'Uj — ekjtet(Af)\deN),Uj ,
et la Proposition 224 nous donne
. "
et(Ai)\]IdN)Uj = Z E(A — )\j[dN)nt .
neN

Mais puisque v; € E;, nous avons (A — A\;Idyn)"v; = 0 pour tout n > f; d’apres la
Proposition [2:23|(iii). Et donc

Bi—1
n
A—N\;Id n
et( 2 N)vj = E f'(A—)\]ldN) ’UjEEj,

n=0
puisque v; € E; et E; est stable par A. On pose alors pour j = 1,...,p,
B;—1 i
Pit) = 3 (A= A\Tdy)"v;,

et nous obtenons .
u(t) = eN'Py(t),
j=1

d’ou le résultat. (]
En conséquence, lorsque A est diagonalisable, nous obtenons le résultat suivant.

Corollaire 2.34. Soient A € £ (K") diagonalisable, et \, . . ., \y ses valeurs propres.
Toute solution de I’équation homogéne u' = Au est de la forme

N
u(t) = Z cjetitug
j=1
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ot (vi,...,vN) est une base de vecteurs propres associée, et les c; € K désignent des
constantes arbitraires.

Exercice 6. Soient A € Z(KY) diagonalisable, A1, ..., \x ses valeurs propres, et
(v1,...,vy) une base de vecteurs propres associée. On note V' la matrice (dite de
passage) formée des vecteurs colonnes vy, ..., vy. On considere I’équation homogene
u = Au.
1) Montrer que la représentation matricielle de la résolvante R(¢,0) dans la base
(v1,...,vn) est donnée par la matrice diagonale diag(ef1, ..., et N).
2) En déduire que la représentation matricielle de R(t,¢y) dans la base canonique
est donnée par
Vdiag(e(t*to)Al, RN e(t*tO)’\N)V*1 .

3) Retrouver cette formule a partir de I’Exercice 4]

Exemple 1. On considere le systtme homogene suivant posé dans C? :

-1 0 O
v =Au avec A = 0 0 -1
o 1 2

Le polynome caractéristique P4 de A est donné par
Pa(N) = -(A+ DA =1)%,

et les valeurs propres sont donc \; = —1 (simple) et Ay = 1 (double). De plus, on
vérifie que le polyndme minimal Q4 = P4, et donc A n’est pas diagonalisable.

On remarque ensuite que e; est un vecteur propre associé a A1, et donc E; = (ey),
et F5 = (ea, e3). Nous savons alors que toute solution (t) s’écrit sous la forme u(t) =
ae~te;+et P(t) pour a € C et un polyndme P(t) a valeurs dans F5 de degré au plus 1.
Un tel polynéme s’écrit

P(t) = (a+bt)es + (c+ dt)es,

avec a,b,c,d € C.
En choisissant a = 0, pourque u soit solution nous devons avoir

d _
ﬁ(e P(t)) = ' AP(t),

c’est a dire
e ((a+b+bt)ey + (c+d+dt)es) = e' ((a+ bt)Aes + (c + dt) Aes)
=e' (—(cHdt)es + (a+2c+ (b + 2d)t)es) ,

ce qui nous donne les relations suivantes sur les coefficients a, b, cet d :

a+b=—c ot c+d=a+2c
b= —d d=b+2d

Ainsi nous devons avoir c = —a — bet d = —b.
Toute solution u est donc de la forme

u(t) = ae te; + e (B +yt)es — e (B + v+ yt)es,
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avec o, 3,7 € C.

En choisissant « = 1, 8 = v = 0, nous obtenons u(0) = e;. Ensuite, pour a = 0,
B = 1lety = —1, nous obtenons u(0) = e5. Enfin, pour « = 8 = 0 et v = —1 nous
obtenons u(0) = e3. La résolvante R(t,0) du systeme est donc donnée par

et 0 0
R(t,0) = et = 0 (1—t)et —te
0 tet (1+t)et

Exemple 2. On considere le systéme homogene suivant posé dans R :

0 -1 0
v =Au avecA=| 0 0 1
1 0 O

Le polynome caractéristique P4 de A est donné par
PiN) == 4+1)=—-A+1)(A2=X+1).

Les racines de P4 sont \y = —1, Ay = Lz‘/g et g = # Dans C3, une base de
vecteurs propres associée est donnée par

1 1 1
v = 1 , U = —e's , U3z = —e '3
1 2% _ 2%

Dans C3, toute solution u est donc de la forme
_ t V3t t _;3t
u(t) = ae tvy + Beze’ 2 vy +yeze E v,

avec a, 3,y € C.

Nous devons maintenant déterminer pour quelles valeurs de o, 5,y € C, la solution
w est a valeurs réelles. Observons que pour 5 = v = 0, u est a valeurs réelles si o € R.
Supposons maintenant o = 0, et déterminons les 3 et y tels que u soit a valeurs réelles.
Puisque vs = ¥5 (conjugué complexe), on aura

V3t _ V3Bt
Be' "2 vg+ve 2 vg €R
si (et seulement si) v = B, et alors
-3 _; V3t ; /3t
Be 2 vy + ye Ty = 2Re(Be’ 2'112) )

On écrit ensuite 8 = a + ib avec a,b € R. On a alors

cos(2h) sin(42t)
ei@v = _ V3t s _gip( V3t s
2 cos(H-+ %) |+ sin(%* + %) ;
—cos(35 + ) —sin(*3* + )
et
cos(2h) sm(@)

2Re(5€i%v2) =2a| - COS(@ + %) —-2b| - sin(@ +3)
—cos(35 + ) —sin(35% + )



En conclusion, nous pouvons maintenant dire que, dans R3, toutes les solutions sont
de la forme

1 COS(%)
u(t) =me " | 1| +pzer | —cos(YR + )
-1 - cos(% + %”)
sin(¥2t)
+ use? —sin(@ +3Z) ;
—sin(¥3t + 2m)

avec pi1, pa, 3 € R.

2.6 Problemes

Exercice 7. Pourt € R, on pose

+o0 e~ +oo e~ 7
u(t) :/0 NG cos(tz)dx, wv(t) :/0 NG sin(tx) dx .

1) Montrer que les fonctions u et v sont de classe €™ sur R.
2) Montrer que le couple (u, v) est solution d’un systéme différentiel du premier ordre.

3) En déduire les valeurs de u(t) et de v(¢). On pourra utiliser f0+°° e ds = @

Exercice 8. Soit f :]1,+00[— R une fonction continue telle que f1+°° s|f(s)|ds < 3.
On considere 1’équation différentielle scalaire suivante :

W+ fu=0. (2.27)

Pour trouver une solution particuliere de cette équation, nous allons construire par
récurrence une suite de fonctions {uy, },,cn de la fagon suivante : on pose ug(t) = 1, et
pourtoutn € Nett €11, +o0],

+oo
Upt1(t) =14 /t (t — s)un(s)f(s)ds.

1) Montrer par récurrence que pour tout n € N, I'intégrale | t+°°(t — 8)un(s)f(s)ds
est absolument convergente, que u,, est bornée, et que u,, est une fonction de classe
€2 sur |1, +oo.

2) Montrer que pour toutn € Nett €]1, +o0[,

i) = )] < ([ i) is) o

3) En utilisant la question précédante, montrer que la suite {u,, },,en converge unifor-
mément vers une fonction u, bornée telle que

+oo
ug(t) = 1+/t (t — s)u(s)f(s)ds.
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4) Montrer que la fonction u, est solution de I’équation (2.27) sur |1, +oo], et que

lim w,.(t) =1, lim () =0.

t——+o0 t—+oo

Exercice 9. Soit A : R — Z(R™) une application continue et périodique de période
27 (c’est a dire que A(t + 2m) = A(t) pour tout t € R). On considere I’équation
différentielle &' = A(¢)u. On note R(t,to) la résolvante de cette équation. Montrer
qu’il existe une solution non nulle 27-périodique de cette équation si et seulement si
1 est une valeur propre de R(to + 2m,to) (Indication : on pourra montrer que R(t +
27, tg + 2m) = R(t,to)).
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Chapitre 3

Equations différentielles
ordinaires non linéaires

3.1 Les fonctions Lipschitziennes

Nous commencons par introduire une notion continuité Lipschitz dont nous aurons
besoin par la suite. Dans la suite, on notera (¢, z) les éléments de R x K" .

Définition 3.1. Soient & une partie de R x KN, AcC O,etf: 0 — K" une
application. On dit que f est Lipschitzienne par rapport a x sur A si

£t 2) = f(ty)]l, < Callz =yl Y(t2),(ty) € 4, 3.1
pour une certaine constante C'4 positive.

Définition 3.2. Soient ¢ un ouvertde R x KV, et f : & — K" une application. On dit
que f est localement Lipschitzienne par rapport a x sur € si pour tout (tg, zo) € O, il
existe un voisinage #(4, o,) de (o, xo) dans & tel que f soit Lipschitzienne par rapport
AT Sur ¥gy o)

Remarque 23. Si f : & — K" est Lipschitzienne par rapport & = sur & alors f est
localement Lipschitzienne par rapport & = sur &, mais la réciproque est fausse.

Proposition 3.3. Soient & un ouvert de R x KV, et f : 0 — K" une application
continue. Alors | est localement Lipschitzienne par rapport a x sur O si et seulement
si f est Lipschitzienne par rapport a x sur tout compact inclus dans O.

Démonstration. Pour (t,7) € R x K¥ ete > 0, nous noterons B, (z) la boule ouverte
de K¥ centrée en z et de rayon ¢ (pour la norme | - ||,.), et

Ce(t,x) =t —e,t + e[ xBe(x)

qui est un voisinage ouvert de (¢, z) dans R x K%,

Etape 1. Supposons tout d’abord que f soit localement Lipshitz par apport a . Soit K
un compact arbitraire de R x K¥ inclus dans &. Pour chaque (¢, z0) € K, il existe
E(to,m0) > 0 tel que f soit Lipschitz par rapport a z sur & N C (to, xo). Puisque

to, E(to,20)

K C U (ﬁﬂc; (to,l’o)) 5

2&(tg,x0)
(to,z0)EK
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et K est compact, on peut trouver une famille finie de paires (t1, 1), ..., (tam, Tym) €
K telle que

M
cJ(@nc,,(t,2)), (3.2)
j=1

Ol £j 1= E(4, 4,)- Pour chaque j = 1,..., M, il existe une constante positive Cj telle

que

|ftx) = fty)|, <Cjlle—ylle V() (ty) € ONCe, (L), ;).
On considére maintenant €, := min; ; , C := max; C}, et on définit I’ensemble

gK = {(t7x7y) ERXKN XKN : (t,l‘),(t?y) € Ket ||I7y||* > %} ’

On vérifie simplement que (puisque K est compact) Gx est un compact de R x KV x
K (exercice). La fonction g : G — [0, c0) définie par

[f(t,z) = ft.y)l,
[z = yll

g(t,z,y) =

)

est continue comme composée d’applications continues. Comme G est compact, la
fonction g est bornée et on note C* son maximum.
Nous allons maintenant montrer que

Hf(t,l’) - f(tay)H* < CKHx - y”* V(t,l’), (t7y) € K7
avec C'x := max(C,, C*). Soient (t,z), (t,y) € K arbitraires. D’apres (3.2)), on peut
trouver jo € {1,..., M} tel que (t,xz) € 6 NCi., (tj,j,). En particulier, nous
avons ||z — 2, ||, < Z. On distingue alors deux cas :

a) Si |ly — xj, |+ < ej, alors (t,y) € 0 NCe, (tj,,2),) et donc
1£(t2) = Ft )], < Ciollz = ylls < Crlle =yl

b) Silly — wjo ||« > ejo alors [lz =yl > lly — @jo I — Il — @0 > 5 > 5
Donc (t, x, y) € Gk, et nous avons

£t z) = f(t )|, =gtz 9)llz =yl < C*lz—yll < Cxllz —yll,

ce qui termine cette premiere implication.

Etape 2. Montrons maintenant I’implication inverse. Soient (to, zg) € &, et gg > 0 tel
que Cse, (to, zg) C 0. Puisque K := Cac, (to, o) est un compact inclus dans &, f est
Lipschitz en 2 sur K. On choisit alors %, ,.,) = Ce, (to, Z0). O

Pour vérifier le caractere Lipschitz ou localement Lipschitz par rapport a x d’une
application donnée f, on pourra utiliser les résultats suivants. La démonstration du
Corollaire B4 est laissée en exercice.

Corollaire 3.4. Soient I C R un intervalle ouvert, % un ouvertde KN, et f : IXU —
K une application. Si il existe une fonction continue k : I — R telle que pour tout
tel,

1t 2) = &yl <E@lz -yl Va,ye#,

alors f est localement Lipschitzienne par rapport a x sur I x % . Si de plus, la fonction
k est supposée bornée, alors f est Lipschitzienne par rapport a x sur I X % .
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Insistons sur le fait que le corollaire suivant est tres utile en pratique.

Corollaire 3.5. Soient € un ouvert de R x KN, et f : 0 — K" une application
continue. Si f est différentiable par rapport x sur O, et que sa différentielle par rapport
az, notée Do f : 0 — L (KYN), est continue, alors f est localement Lipschitzienne
par rapport a x sur O. Si de plus, O = I x % pour un intervalle ouvert I C R et
un ouvert convexe % de K, et que la fonction (t,x) € I x U v |Df(t,x)| est
bornée, alors f est Lipschitzienne par rapport a x sur I X % .

Démonstration. Etape 1. Soit (tg,z0) € ©. Puisque € est ouvert, il existe ¢ > 0 tel
que
]t(] — 2€7t() + 2€[><BQE(.’E()) C ﬁ,

ol B (xp) est la boule ouverte centrée en x( de rayon 2e pour la norme || - ||s. On
pose alors
%to,xo) Z:]to — &, to + E[XBE(LEO) s
si bien que #{y,,4,) €st un compact inclus dans . Puisque D f est continue sur 0, il
existe donc une constante M telle que || D, f(t, )|, < M pour tout (¢, ) € ¥4, .z)-
Nous allons montrer maintenant que f est Lipschitzienne par rapporta x sur %4, )
et plus précisemment que

Hf(t,a:) - f(tay)H* < M”x - y”* V(tvx)7 (tvy) € 7/(t07930) .

On se donne donc z,y € B.(xp) ett € |tg — &, to + [ arbitraires. Si = y I'inégalité
ci-dessus est triviale, et 1’on peut donc supposer que = # y. On pose alors

r—y

vi= ———
[l —yll«

La boule B.(x) étant convexe, nous avons y + A\v € B.(zg) pour tout A € J :=
[0, |z — yl|+]. La fonction g : J — KV définie par g()\) := f(¢,y + A\v) est de classe
%' sur J comme composée de fonctions de classe €7, et ¢'(\) = D, f(t,y + \v)v.
En conséquence,

lg' Ml < I1Daf(y + M)lLllvll <M VAE .

On en déduit alors de I’inégalité des accroissements finis que

£t 2) = fE&y), = llgllz —yll) = g(0)]l. < Mljx—yll,

ce qui termine cette premiere étape.

Etape 2. Supposons maintenant que & = I x % avec % ouvert convexe, et que
1Dz f(t, )|« < M pour tout (t,x) € I x %, pour une certaine constante }/. On
sefixet € I etx,y € % avec x # y. En utilisant les notations de 1’étape 1, nous avons
y + Av € % puisque % est convexe. On peut alors procéder comme dans 1’étape 1
pour obtenir || f(t,z) — f(t,y)ll« < M|z — y||x- O

Remarque 24. Si f : ¢ — K" une application de classe €’* sur &, alors les hypothéses
du Corollaire sont vérifiées, et donc f est localement Lipschitzienne par rapport a
rsur 0.
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3.2 Solutions locales, Théoréme de Cauchy-Lipschitz

Théoreme 3.6 (Cauchy-Lipschitz). Soient € un ouvert de R x KN et f : 0 — KN
une application continue localement Lipschitzienne par rapport a x. Pour chaque
(to,x0) € O, il existe un intervalle J C R contenant ty dans son intérieur tel que

le systeme différentiel
!
= t
{“ f(t,u) (3.3)

admette une unique solution sur J.

Comme dans le cas linéaire, la démonstration se base sur la formulation intégrale
de I’équation. La démonstration du lemme suivant est identique a celle du Lemme [2.7]
dans le cas linéaire, et elle est laissée en exercice.

Lemme 3.7. Soient J C R un intervalle, O un ouvertde R x KN, et f : € — K" une
application continue. Soit u : J — KY une fonction continue telle que (t,u(t)) € O
pour tout t € J, et soient ty € J et (tg,xg) € O. Alors u est une solution de sur
J si et seulement si u vérifie

u(t) = xo + /t f(s,u(s))ds VteJ. (3.4

Démonstration du Théoréme [3.6] Existence. Pour montrer I’existence d’une solution,
d’apres le lemme ci-dessus, il suffit de construire un intervalle J contenant ¢ty dans son
intérieur et une fonction u définie sur J vérifiant (3.4). Comme dans le cas linéaire,
nous allons appliquer la méthode de point fixe.

Etape 1. Nous allons montrer qu’il existe un intervalle .J := [ty — ¢, o + €] avec & > 0
sur lequel on peut construire une suite de fonctions u,, : J — K vérifiant pour chaque
neN,

{(t,un(t)) €e0 VtelJ, 55)

Unt1(t) = xo + ftto f(s,un(s))ds VieJ.

Par continuité de f, il existe un voisinage de (tg, o) sur lequel f est bornée. En
d’autres termes, il existe « > 0, 8 > 0, et M > 0 tels que, si 1’on pose

Cop = {(t,x) eERx KV : [t —to] < o, ||lx — xollx < B},

alors Co 3 C O, et
If(t, )| <M Y(t,x) € Casp-

Mais puisque f est localement Lipschitzienne par rapport a = et que C, g €st un com-
pact de &, d’apres la Proposiiton [3.3|il existe une constante positive Cc,, , telle que

||f(t7x) - f(tvy)H* < CCQ,;} ||l' - y”* v(t7x)7 (ta y) € COC,B .

On pose alors
€:=min | « ﬁ .
M

On commence par définir ug(t) = xo pour tout ¢ € J. Nous allons montrer par
récurrence que la suite {u,,} définie par (3.5) est bien définie. Plus précisement, nous
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allons montrer que si u,, : J — K" est continue et vérifie (¢, u,(t)) € Cy 5 pour tout
t € J, alors il en est de méme pour u,, 1. Etant donnée une telle fonction w,,, on vérifie
simplement que u,,+; est continue (exercice). De plus, nous avons pour tout ¢ € J,

[unt1(t) = woll« =

Kﬂwmmw

*

t
< [ 18 un(sDl ds < Mt to] < M= < 5,
to

et bien sur |t — tg| < & < «. Donc (¢, up+1(t)) € Co,p pour tout t € J.

Etape 2. La suite {u,, } étant maintenant bien définie, on considére la suite {v,, } donnée
par vy, = Up41 — Up. Puisque (¢, un,(t)) € Cq g pourtoutt € J ettout n € N, nous
avons pour tout ¢ € Jettoutn > 1,

f(s,un(s)) - f(S, un—l(s)) ds

[[on ()|« =

/ ”f S, un f(saun—l(s))”* ds

< Ce s ||un( ) = tn-1(s)[lxds = Ce, 5/ [[on—1(s)[|« ds ,

to
et pour n = 0,

t

f(s,ui(s))ds

to

t
< [5G, un()]. ds < Mt —to]

* to

|mmm{

Pa récurrence sur 1’entier n, on montre alors que pour tout n € N,

(Ceq,p)" [t — to|" ™

lon (0[]« < (1) ViteJ.
En particulier, nous obtenons
ngn 1
foalloo < 2 {Gens "
(n+1)!
D’ou T
n TL
Z”U”HOO\ Z n+1 < 40.

neN

La série Y, v;, est donc normalement convergente dans ¢°(J; KV), et les sommes

partielles
N

E Un = UN+1 — UQ

n=0

convergent donc uniformément sur .J. La suite {u,, } converge donc uniformément sur
J vers une fonction continue u : J — K. De plus, puisque Cq s est fermé, nous
avons pour tout ¢t € J,

(t,u(t)) = lim (£, un(t)) € Cag .

n—roo
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En particulier,

1 (8 un(t)) = (8 u(®)]l« < Ce, g llun(t) —u@) VEe T,

et donc la suite de fonctions t € J +— f(¢,u,(t)) converge uniformément vers la
fonction ¢t € J — f(t, u(t)). Ceci implique que

t

¢
li_>m o+ | f(s,un(s))ds=xz0+ [ f(s,u(s))ds vteJ.
n o0 t()

to

En passant a la limite n — oo dans (3.3), on obtient

u(t):x0+/ f(s,u(s))ds Vteld,

et donc u est solution du probléeme de Cauchy sur J d’apres le Lemme[3.7] (I

Pour montrer 1’unicité, nous allons utiliser le trés important Lemme de Gronwall.

Lemme 3.8 (Gronwall, version différentielle). Soient L,b € R avec L # 0, T > 0, et
soit w : [0, T] — R une fonction continue, dérivable sur |0, T, et vérifiant

w'(t) < Lw(t)+b  Vte]o,T].

Alors,
w)+ 7 < (003 ) e vichal. (3.6)

Démonstration. On définit ¢ : [0,T] — R par ((t) = w(t)e~ L. La fonction ( est
continue et dérivable sur |0, T'[, et

() =w'({t)e M — Lw(t)e ¥ Vit €0, T].

On a donc
() <be M Vte)o,T],

et en intégrant cette inégalité entre O et ¢, on obtient

b
C(t) < ¢(0) + Z(l —e M)y vtelo,T].
En multipliant cette derniére inégalité par e, on obtient (3-6)). O

Le Lemme de Gronwall peut se formuler également sous forme intégrale comme
dans I’énoncé ci-dessous.

Lemme 3.9 (Gronwall, version intégrale). Soient L,b € R avec L > 0, T > 0, et soit
w : [0, T] — R une fonction continue vérifiant

t
w(t) < w(0) +/ (Lw(s)+b)ds  Vtel[0,T]. (3.7)
0
Alors,
w(t) + % < (w(O) + 2) et vtelo,T]. (3.8)



Démonstration. On définitv : [0,T] — R par

Ee_Lt e Lt t w(s
) + /O(L (s)+b)dt.

v(t) = (w(0) + 7

Alors v est de classe ¢! sur [0, T et

v'(t) = Le 1 (w(t) —w(0) — /Ot (Lw(s) + b) ds) <0.

Donc v est décroissante, d’ol v(t) < v(0) pour tout ¢ € [0, T, ce qui implique

wO)+ 2+ [ () +0)ds < (w)+ 7 ) vienT.

En insérant cette inégalité dans (3.7), on obtient (3.8). O

Nous allons maintenant obtenir 1’unicité de la solution du Théoreéme comme
conséquence du résultat plus général suivant.

Proposition 3.10. Sous les mémes hypothéses que le Théoréme [3.6] soient u; et uy
deux solutions de u' = f(t,u) définies sur un méme intervalle J d’intérieur non vide.
Si il existe to € J tel que uq(to) = ua(to) alors uq = us.

Démonstration. On pose
Fo={teJ: u(t) =uat)}.

Alors F # (), et .F est un fermé de J puisque u; et uo sont continues. Nous allons
montrer que .% est également un ouvert de J, ce qui impliquera que .% = J puisque J
est connexe. On aura donc montré que w1 (t) = uz(t) pour tout ¢ € J.

Soit to un point arbitraire de .#, et on note xo = uy(to) = uz(to). Puisque f est
localement Lipschitz par rapport a z, il existe & > O et 5 > 0 tels que

Copi={t,x) ERxKN : |t —to| <a, |t —20ll2 < B} C O,
et

||f(t,l’) - f(tay)H2 < C”.’L’ - y||2 v(ta 33)7 (ta y) € Ca,ﬂa

pour une constante C' > 0. De plus, comme u; et ug sont continues, il existe 0 < v < «
tel que pour tout ¢ € J satisfaisant [t —ty| < , on ait ||u;(t) —zoll2 < fpourj =1,2,
c’estadire (¢,u;(t)) € Cq p.

Pour simplifier la présentation, on suppose dans la suite que ¢y = 0. On distingue
maintenant deux cas.

Cas 1). Supposons que 0 soit dans I’intérieur de J. Alors il existe 0 < § < « tel que
[—6,0] C J. On pose alors pour ¢ € [0, ],

wa(t) = [Jur(t) — u2(t)]13
La fonction wy est alors continue sur [0, ], et dérivable sur |0, 6], avec

wy(t) = 2(ur (£) — ua(t), uy (1) — ua(t)) .
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On déduit alors que pour tout ¢ €]0, ],

wWhlt) = 2us(t) — ua(t), F(t us(£)) — F(Eus (1))
< 20wy (8) — us (1) 3 = 2Cwa(t)

D’apres le Lemme[3.8]
wa(t) < wg(0)e2°t =0 Vtelo,d],

puisque wq(0) = 0. Mais comme wq > 0, on conclut que wg(t) = 0 pour tout ¢ €
[0, 0], c’est a dire uq (t) = ua(t) pour tout ¢ € [0, d].
On pose ensuite pour ¢ € [0, d],

wy(t) = [[ur (1) = ua (1|3,
si bien que la fonction wy est alors continue sur [0, d], et dérivable sur 0, d[, avec
wg (1) = —2(ur (=) — ua(—t), uy (—t) — uy(—1)).

Comme pour wg, on en déduit que w'(t) < 2Cw(t) pour tout ¢ €]0, §[. Le Lemme [3.8]
nous donne de la méme fagon wy(t) < 0 pour ¢t € [0,6]. Comme w, > 0, nous
obtenons u; (t) = us(t) pour tout t € [—4, 0].

En conclusion, nous avons obtenu wuy(t) = us(t) pour tout ¢ € [—4, ], et donc
] —4¢,0[C Z#.
Cas 2). Supposons que 0 soit une extrémité de 1’intervalle J, par exemple I’extrémité
gauche. Alors il existe 0 < § < + tel que [0, ] C J. On procéde alors comme dans le
Cas 1), en utilisant la fonction wgy, pour déduire que w; () = uy(t) pour tout ¢ € [0, J].
Nous avons donc [0, 6[C .Z, et remarquons [0, §[ est bien un ouvert (relatif) de J. O

Remarque 25. Le Théoreme [3.6|nous donne I’existence d’une solution (et d’une seule)
définie sur un “petit" intervalle J contenant ¢(. Ce type de solutions est appelée solution
locale. Remarquons que la solution locale donnée par le Théoréme pourrait étre
définie sur un intervalle plus grand que I’intervalle J. Ceci fait I’objet de la section
suivante.

3.3 Solutions maximales et globales

Définition 3.11. Soient I C R un intervalle, et f : & — K une application continue
définie sur un ouvert & de R x K. On dit qu’une solution u de v’ = f(t, u) est globale
sur [ si elle définie sur tout Iintervalle I. Lorsque I est ouvert et que & = I X % pour
un ouvert % de K¥, on dit (sans préciser I’intervalle) que u est une solution globale.

En pratique, il est important de connaitre le plus grand intervalle de définition d’une
solution, ou pour lequel la conclusion du Théoreéme [3.6]reste vraie.

Définition 3.12. Soit f : & — K une application continue définie sur un ouvert &
de R x KV, Une solution u de ' = f(t,u) définie sur un intervalle I, C R est
dite maximale si elle ne peut étre prolongée par une solution définie sur un intervalle
contenant strictement I, .
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Proposition 3.13. Sous les hypothéses du Théoréme , pour tout (tg,xq) € O, il
existe une unique solution maximale de

{“/ = fltw) (3.9)

u(to) = Xo

Démonstration. Soit (tg,z9) € . Notons .# 1’ensemble des intervalles contenant
to sur lesquels il existe une solution de (3-9). D apres la Proposition [3.10} pour tout
J € ., la solution de @) définie sur J est unique, et on la note u ;. De plus, toujours
d’apres la Proposition[3.10] si .J1, J, € # alors J1NJy € & etuy, = uy, sur JyN.Jo.

L’ensemble
Imax = U Ja
Jes

est alors un intervalle contenant ¢, et on peut définir u : Iyax — KV par u(t) = us(t)
sit € J pour un certain J € .#. La fonction u est alors solution de (3.4) (exercice) et
donc de (3.9). Elle est maximale par construction.

Montrons maintenant I’unicité de cette solution maximale. Si v est une autre so-
lution maximale de (3.9) définie sur un intervalle I} ., alors u = v sur Iax N I} .
puisque 9 € Imax N I} . En posant, w(t) = u(t) sit € Ipax et w(t) = v(t) si
t € I}, la fonction w est une solution de (3.9) sur 'intervalle Iayx U 1], ... En par-
ticulier, w est un prolongement des solutions u et v & Ipnax U I} ... Mais puisque u
et v sont maximales, on en déduit que Iiyax = I/, et donc que u = v d’apres la

Proposition[3.10] O

Remarque 26. D’apres la proposition précédante, sous les hypotheses du Théoreme[3.6]
toute solution locale de ' = f(¢,u) est la restriction & un sous-intervalle d’une solu-
tion maximale et d’une seule.

Remarque 27. Pour & = I x %, toute solution globale est maximale, mais la réci-
proque est en général fausse.

Exemple 3 (Equation de Riccati). Pour K = R, N = 1, I = R, et f(t,z) = 2%, la
solution maximale de

est donnée par

avec Inax =] — 00, 1].

Exemple 4. Pour K =R, N = 1,1 =R, et f(t,2) = 5= définie pour z € R\ {0}, la

solution maximale de 1

T 2u

/

est donnée par
avec Imax =] — 1, +00].
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Comme 1I’indique 1’exemple ci-dessus, une solution maximale tend a sortir du do-
maine de définition de f lorsque ¢ tend vers une extrémité de I’intervalle maximal
d’existence. De fagon plus précise, nous avons le comportement suivant.

Théoreme 3.14. Soient I un intervalle ouvert de R, % un ouvert de KN, et f : I x
U — KN une application continue et localement Lipschitzienne par rapport a x.
Pour (to, o) € I X U, soient u la solution maximale du probléeme de Cauchy @]),
et I nax son intervalle d’existence. Alors intervalle I, est un ouvert de I. De plus,
si sup Imax < sup I (resp. inf I, > inf I), alors pour tout compact K C %, il
existe te € Imax tel que u(t) € % \ K pour tout t € [tx,sup Imax| (resp. pour tout
t €]inf Ipax, tk])-

Démonstration. Etape 1. Montrons que I, est ouvert. On procede par contradiction
en supposant que I,y n’est pas ouvert. Alors I .« # I, et Ih.x contient au moins
une de ses extrémités. Supposons par exemple qu’il s’agisse de 1’extrémité gauche,
c’est a dire que a := inf I ,x € Iax. D’apres le Théoreme il existe 6 > 0 tel
que le probeme de Cauchy v’ = f(t,v) avec v(a) = u(a) admette une unique solution
v définie sur Ja — &,a + 6[C I. D’apres la Proposition on a v(t) = u(t) pour
t € [a,a—4[.On pose alors w(t) = u(t) sit € Ipax et w(t) = v(t) sit €]la—4d,al.La
fonction w est alors une solution de qui prolonge u a I'intervalle Ja — 8, a| Ul ax,
ce qui contredit la maximalité de u.

Etape 2. Nous ne montrons le résultat qu’au voisinage de sup Iiax, celui au voisinage
de inf I, s’obtenant de facon analogue. On suppose donc que 7' := sup Inmax <
sup I. On procede par contradiction en supposant qu’il existe un compact Kq C % et
une suite {t,} C Inax tels que t,, — T et u(t,) € Ko pour tout n € N. Puisque K
est compact, quitte 4 extraire une sous-suite, nous pouvons supposer que u(t,) — s
quand n — oo pour un certain u, € Ky. Comme T' < sup I, nous avons T € I, et
donc (T, u,) € I x % . On considere alors & > 0 et § > 0 tels que

Dap:={(t,x) ERxKN : |t = T| <20, ||z —u.ll <28} CIx % .

L’ensemble D, g étant compact inclus dans I x %, et f continue sur I x 7%, il existe
une constante M positive telle que || f(t, z)||« < M pour tout (t,2) € Dq g. On pose

€ := min (oz7 %) Puisque (t,,, u(tn)) = (T, u.) quand n — oo, il existe n. € N tel
que

(T,u,) € C. == {(t,x) ERXKN [t —t, | <2, o —ultn). < /3} C Do

2
En particulier, || f(¢,z)||x < M pour tout (¢,z) € C.. En appliquant la démonstration
du Théoréme (avec to = T, zo = u(tn,.), et C. au lieu de C, g), on construit
une solution v de v/ = f(¢,v) définie sur [t,, — &,t,, + £] satisfaisant v(¢,,_ ) =
u(ty, ). D apres la Proposition[3.10} = v sur Lyax N [tn, — €, t,, + £]. On pose alors
w(t) = u(t) pour t € Inax et w(t) = v(t) sit € [t,. — &,t,. + €], et la fonction w
est une solution de sur Uintervalle Iy U [t — €, %, + €]. Il s’agit alors d’un
prolongement de w sur un intervalle contenant strictement I, puisque 7' < ¢, +¢/2.
Ceci contredit la maximalité de la solution u. ]

Corollaire 3.15. Soient I un intervalle ouvert de R, et f : I x KV — KV une
application continue et localement Lipschitzienne par rapport a x. Pour (to, o) € I X
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KN, soient u la solution maximale du probleme de Cauchy (39), et Iax =]T—, Ty |
son intervalle maximal d’existence. Si T < sup I (resp. T_ > inf I), alors

lim u(t)]. = +00  (resp. Jim u(®)]. = +o0).

Démonstration. Nous ne montrons le résultat qu’au voisinage de 7'y, celui au voisi-
nage de T s’obtenant de fagon analogue. Puisque I’ensemble {z € KV : ||z|, < n}
est compact pour tout n € N, d’apres le Théoreme [3.14] pour tout n € N il existe
tn € Imax tel que ||Ju(t)||« > n pour tout ¢ € [t,, T [. En conséquence,

liminf |u(t)]|« = n VneN.
Ty

En faisant maintenant tendre n vers ’infini, on obtient
+oo < liminf ||u(t)||» < limsup ||u(t)]«,
T4 Ty

d’ou le résultat. |

3.4 Criteres d’existence globale

3.4.1 Condition Lipschitz globale, semi-globale, et bornitude

Théoréme 3.16. Soient I C R un intervalle ouvert, et f : I x KN — K une
application continue Lipschitzienne par rapport & x. Pour tout (tg, z0) € I x KV, le

probléme de Cauchy
r_
u(to) = X0

admet une unique solution globale.

Démonstration. D’apres la Remarque f est localement Lipschitzienne par rapport
a x, et donc (3.10) admet une unique solution maximale v définie sur un intervalle
Imax C I d’apres la Proposition Il suffit donc de construire une solution de
(3:10) définie sur tout I’intervalle I qui sera alors par unicité la solution maximale, ce
qui montrera de ce fait que I, = 1.

La construction d’une solution est presque identique a celles données dans les dé-
monstrations des théoremes [2.1]et [3.6] et nous n’indiquerons que les principales diffé-
rences. Résumons les étapes :

(1) On suppose que I est compact. Le cas I non compact s’obtient ensuite comme
dans la démonstration du Théoréme [2.1] en utilisant la Proposition [3.10] sur I’unicité
des solutions.

(2) On considere la suite de fonctions continues wu,, : I — KV définie par la relation
de récurrence (3.3)) (avec I au lieu de J, et I x KV au lieu de 0), et ug(t) = xo.

(3) Lapplication t € I — f(t, zo) est continue sur I compact, donc || (¢, zo) |l < M
pour tout ¢ € I et pour une certaine constante M.

(4) Comme dans I’étape 2 de la démonstration du Théoreme de [3.6] on montre par

récurrence que ||tn11(t) — un(t)]« < % t —to|"*! pour tout t € I, ou k = Cy
dans (3.1 avec A = K.
(5) On conclut comme dans 1’étape 2 de la démonstration du Théoreme de[3.6] O
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Comme conséquence du théoréme précédant, nous obtenons 1’existence et 1’uni-
cité d’une solution globale sous un condition de type Lipschitz semi-globale sur f. La
démonstration du corollaire suivant est laissée en exercice (on pourra utiliser le Corol-

laire [3.4).

Corollaire 3.17. Soient I C R un intervalle ouvert, et f : I X KY — KN une
application continue. Supposons qu’ il existe une fonction continue k : I — R telle
que pour toutt € I,

£t ) = fE e <k@llz =yl Yo,y e KY.

Alors, pour tout (tg, o) € I x K, le probleme de Cauchy (3.10) admet une unique
solution globale.

On obtient également du Corollaire [3.15|un critere d’existence globale.

Proposition 3.18. Soient I un intervalle ouvert de R, et f : I x KN — K une
application continue et localement Lipschitzienne par rapport a x. Pour (tg,z¢) €
I x K¥, soit u la solution maximale du probléeme de Cauchy (B.9). Si u est bornée,
alors u est une solution globale.

3.4.2 Fonctions de Lyapunov et intégrales premieres

Dans de nombreuses situations, I’application f est seulement localement Lipschitz
en z, mais on peut tout de méme montrer 1’existence de solutions dites globales en
temps positifs grace a I’existence d’une fonction de Lyapunov.

Définition 3.19. Soient I/ C R un intervalle ouvert, % un ouvert de R, et f : I x
% — RYN une application continue. On dit qu’une fonction ® : I x % — R de classe
% est une fonction de Lyapunov pour le systeme différentiel v’ = f(t,u) si :

1) pour tout M € R et tout intervalle compact J C I, ’ensemble
{t,x) e I x U : D(t,z) < M}

est un compactde I x % ;
2) pour tout x € % ettoutt € I,

0P (t,x) + (V. P(t,x), f(t,z)) <O0.

Si la condition 2) est remplacée par la condition

2’) il existe des constantes o > 0 et 8 > 0 telles que
O (t, x) + (V. 2(t, x), f(t,2)) < a+ BD(t, )

pour tout x € % ettoutt € I, on dit que ® est une fonction de Lyapunov généralisée.

Remarque 28. On désigne par 0, la dérivée partielle de ® par rapportat, et V, P (¢, )

le vecteur (colonne) de R™Y formé des dérivées partielles de ® par rapporta z1, ..., zy,
c’est a dire .
o 0P
v, = () |
6931 aIN
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Remarque 29. La condition 1) de la Définition exprime le fait que ® (¢, x) — +oo
lorsque d(x,0% ) — 0 (ou ||z||, — +00) localement uniformément en ¢ (exercice).

Théoreme 3.20. Soient I C R un intervalle ouvert, % un ouvert de RY, et f :
I x % — RYN une application continue localement Lipschitzienne par rapport a
x. Supposons qu’il existe une fonction de Lyapunov généralisée ® pour le systeme
u' = f(t,u). Alors toute solution maximale de u' = f(t,u) définie sur un intervalle
maximal I, .y vérifie sup Imax = sup I. De plus, si ® est une fonction de Lyapunov,
alors la fonction t € Ly — D (¢, u(t)) est décroissante.

Démonstration. Soit u une solution maximale définie sur un intervalle I,,,, C I, et
s0it tg € Imax. On pose xg := u(tg). Pour obtenir le résultat, nous devons montrer
que pour tout tg < T < sup I, on a [tg, T] C Inax, c’est a dire que T < sup Iyax. Si
sup Imax = sup I, il n’y a rien a faire, et on peut donc supposer que sup I,.x < sup I.
On raisonne alors par 1’absurde en supposant que 7' > sup [ ax-

Observons que la fonction ¢ € [tg, Sup Imax[— ®(u(t)) est dérivable sur I’in-
tervalle Jto, sup Iyax| comme composée de fonctions de classe €, et que pour tout
te ]tOv sup Imax[a

iq’(tﬂ(t)) = 0, @(t,u(t)) + (Vo @(t, u(t)), u'(t))

dt
= 0, @(t,u(t)) + (VL @(t, u(t)), f(t,u(t))) < a+ LRt ut)).
@3.11)

Si 8 # 0, on déduit du Lemme [3.8]que

ot ult)) < (<1><to,m> i ;) -t @

< <<I>(t0,x0) + g) ePT—t) vyt [to, Sup Imax| -

Si 8 = 0, on obtient
D(t,u(t)) < D(tg, z0) + at —to) < P(to, z0) + (T —to) V't € [to, sup Iax| -

Si1’on note
M := max {(I)(t(), IE()) + a(T — t()), ((I)(t(), x(]) + g) eﬂ(T—to)} ,
alors I’ensemble

En = {(t,l‘ S [to,T] XU : q)(t,l') < M}

)
est un compact de I x %, et (t,u(t)) € Ep pour tout t € [to, sup Imax|. On considere
maintenant la projection 7, : (t,7) € R x RY + z € RY. Alors 7, est continue, et
donc I’ensemble
K :=74(En)
est un compact de % . Mais alors u(t) € K pour tout t € [to, Sup Imax[, ce qui contredit
le Théoreme [3.14] pour ¢ assez proche de sup Imax. Donc T < sup Inax.

On conclut la démonstartion en remarquant que si ¢ est une fonction de Lyapunov
alors « = 8 = 0, et 3.I1) nous dit exactement que ¢ € Inax — (¢, u(t)) est
décroissante. (]
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Une autre classe treés importante de fonctions, dans 1’esprit des fonctions de Lya-
punov, est donnée par les intégrales premiéres d’un systeme différentiel. Pour ces der-
nieres nous pourrons parfois conclure qu’une solution maximale est globale.

Définition 3.21. Soient / C R un intervalle ouvert, % un ouvert de R, et f : I x
% — RY une application continue. On dit qu’une fonction E : I x % — R de classe
%* est une intégrale premiére du systeme différentiel u' = f(t,u) si

OWE(t,x)+ (f(t,x), Vo E(t,x)) =0  V(t,x) eI x % .

Théoréme 3.22. Soient I C R un intervalle ouvert, % un ouvert de RY, et f :
I x % — RY une application continue localement Lipschitzienne par rapport & x.
Supposons qu’il existe une intégrale premiére E pour le systeme u' = f(t,u) telle que
pour tout M € R et tout intervalle compact J C I, I’ensemble

{(t,z) e I x % : E(t,z) = M}

soit un compact de I X 7% . Alors toute solution maximale u de v’ = f(t,u) est globale,
et la fonctiont € I — E(t,u(t)) est constante.

Démonstration. Soient u une solution maximale de v’ = f(t,u) et Ijnax SON inter-
valle maximal d’existence. Soit tg € Imax €t posons xg := u(tg). Procédons par
contradiction en supposant que u n’est pas globale. On peut supposer par exemple
que sup Imax < sup /. On peut alors trouver un intervalle compact J C I tel que
inf Iipax < minJ et sup Iax < maxJ. Lapplication t € L.y — E(t, u(t)) est de
classe ¢! comme composition de fonctions de classe ¢’ . De plus, pour tout t € I ax,
on a

d

%(E(t,u(t))) = O E(t,u(t)) + (VL E(t,u(t)),u'(t))

= O E(t, u(t)) + (Vo E(t, u(t)), f(t,u(t))) = 0.

Donc E(t,u(t)) = E(to,xo) =: M pour tout t € Ippax. On considére maintenant la
projection 7 : (t,2) € Rx RY + x € RY. Alors ; est continue, et donc 1’ensemble

K :=n,{(t,x) e Jx % : E(t,z) = M})

est un compact de % . Mais alors u(t) € K pour tout ¢t € J N Ijax, ce qui contredit le
Théoreme pour ¢ assez proche de sup Ipax- O

3.4.3 Deux exemples fondamentaux
A) Systemes de type “flot de gradient"

Définition 3.23. On appelle systeme différentiel ordinaire de type flot de gradient tout
systeme de la forme
u =-VW(u), (3.12)

ol la fonction W : % — R est de classe €' sur un ouvert % de RV, et VW : % —
R¥ est localement Lipschitzienne sur %/ .
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Proposition 3.24. Si pour tout M € R I’ensemble {x € % : W (u) < M} estun com-
pact de %, alors la fonction W est une fonction de Lyapunov pour le systeme (3.12).
En particulier, étant donné vy € %, il existe une unique solution u de (3.12) définie
sur [0, oo| et satisfaisant u(0) = xq. De plus,

t
W (u(t)) +/ I/ ()13 ds = W (u(0)) ¥t € [0,00],
0
et la fonction t € [0, co[+— W (u(t)) est décroissante.

Exemple 5. Soient A € .#nxn(R) est une matrice symmétrique définie positive, et
b € RV, Le systeme différentiel linéaire u' = — Aw + b est un flot de gradient pour la
fonction W définie par

1
W(z) = §<Am,x> —(b,x),
et W est une fonction de Lyapunov du systeme (exercice).

Démonstration de la Proposition Onaici f(t,z) = —VW (), et donc pour tout
teR,

(VW(2), f(t,2)) = —|[VW ()3 <0 Vzeu.
D’apres le Théoreme et la Proposition[3.13] pour tout xyp € %, il existe une unique

solution u de (3:12)) définie sur [0, oo et satisfaisant u(0) = x¢. En prenant le produit
scalaire de (3:12)) avec «’(t), nous obtenons

I’ (115 = —(VW (u(t)), /() = —%W(U(t)%

et la conclusion s’obtient en integrant cette égalité. (]

B) Systéemes ‘“Hamiltoniens"

Lorsque la dimension NN est paire, c’est a dire N = 2M, on rencontre souvent la
structure suivante. On note tout z € R?M de la forme x = (q,p) avec ¢,p € RM et
on considére 1’opérateur linéaire J € £ (R?M) défini par J : = = (q,p) — (—p, q).

Définition 3.25. On dit qu’un systeme différentiel ordinaire est Hamiltonien si il est
de la forme
v =—JVH(u), (3.13)

ol la fonction H : % — R est de classe ©* sur un ouvert % de R2M et VH : % —
RY est localement Lipschitzienne sur %/ . La fonction H est appelée Hamiltonien du
systeme.

Proposition 3.26. La fonction H est une intégrale premiére pour le systeme (3.13)). De
plus, si pour tout M € R, 'ensemble {x € % : H(x) = M} est un compact de %,
alors toute solution maximale u est globale, et vérifie I’identité

H(u(t)) = H(u(0)) VteR.
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Démonstration. On aici f(t,x) = —JVH(z), et donc pour tout ¢t € R,
(VH(z), f(t,x)) =0 Ve eu.

D’aprés le Théoreme oute solution maximale u de (3.13) est globale, et H (u(t))
est une fonction constante, donc égale a H(u(0)). O

Exemple 6. Soit V : RM — R une fonction de classe 4 telle que V(q) — +o0
lorsque ||q||, — oo. On considere le systéme différentiel sur R™ d’ordre 2 suivant :

u' =-VV(u).

On se raméne a un systtme d’ordre 1 sur R?M en posant v = (vy,v2), v1 = u, et
vy = u'. Alors le systtme d’ordre 2 ci-dessus est équivalent au systtme Hamiltonien
suivant

v/ =—JVH(v),

avec )
H(v) = 5llval3 + V(1)

et H est une intégrale premicre pour ce systeéme (exercice).

3.5 Problemes

Exercice 10. Soient K € R, T > 0, et : [0,T] — R une fonction continue.

1) Soit w : [0,7] — R une fonction continue et dérivable sur |0, T'[ vérifiant
W(t) < pwlt)  VEe]o,T].
Montrer que
w(t) < w(0)eo Y14 i eo,T).
2) On suppose maintenant que 1 (¢) > 0 pour tout ¢ € [0, T]. Soit w : [0,7] — R une
fonction continue vérifiant

w(t) < K Jr/o P(s)w(s)ds Vte[0,T].

Montrer que
w(t) < Kelo ") ds i e0,T7].

Exercice 11. On considere une solution v maximale autour de 0 de 1’équation diffé-
rentielle scalaire

u = (u® —1)%.

1) Montrer que si —1 < u(0) < 1, alors la solution est globale.
2) Montrer que si |u(0)| > 1, alors la solution n’est pas globale.

Exercice 12. Soient o : R — Ret 8 : R — R deux fonctions continues, localement
Lipschitziennes. On supposera que

(1) a(x) > 0 pourtoutz € R;
(i) B(0) =0, et xB(x) > 0 pour tout z € R\ {0};
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Gii) [;F B(z)de = [°_ |B(z)|dz = +oo.

On considere le probleme de Cauchy suivant :

u’ + afu)u + B(u) =0
u(0) = ug (3.14)
u'(0) = ug

ol ug, u; € R sont donnés.
1) Montrer que (3:14) admet une unique solution maximale u (Indication : on pourra
se ramener a un systeme d’ordre un).
2) Pour € R, on pose A(z) = fom a(s)ds. On note Iy 'intervalle maximale
d’existence de u. Montrer que la fonction v = (v1,v2) : Imax — R? définie par
vy =uetvy =u + A(u), est solution sur I,y de

v) = vy — A(v1)
3.15
{vg = () (12

et vérifie v1(0) = ug, v2(0) = uy + A(ug).
3) Pour z € R, on pose B(x) = fox B(s) ds. Montrer que la fonction ® définie pour
y = (y1,92) € R* par

1
P(y) = §|y2 — A(y)” + B(y1)

est une fonction de Lyapunov pour le systéme (3.13).
4) En déduire que [0, +00[C Inax-
Exercice 13. On considere le probleéme de Cauchy suivant

w4 ud =

v+ =u

u(0) =«

v(0) =4

(3.16)

ol a, 8 € R sont donnés.

1) Montrer que le systeme (3.16) admet une unique solution maximale (on notera dans
la suite I, son intervalle maximale d’existence).
2) Trouver une fonction de Lyapunov généralisée pour le systeme (3.16), et en déduire
que [0, +00[C Inax-
3) Montrer que I’équation w’ + w® = w admet une unique solution maximale w véri-
fiant w(0) = «, définie sur un intervalle maximale contenant [0, +oo].
4) En déduire que si aw = f3 alors u(t) = v(t) pour tout t € Ippax.
5) Montrer que si « # (3 alors u(t) # v(t) pour tout t € I ax.
6) Montrer que si « = 3 avec « > 0 alors

lim w(t) = lim o(t)=1.

t——+oo t—+o0
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Chapitre 4

Flot d’un systeme différentiel :
dépendance par rapport aux
données

Dans tout ce chapitre, nous supposerons que K = R, que I C R est un intervalle
ouvert, % est un ouvert de RY. Nous utiliserons la norme Euclidienne, c’est a dire
[l - I« = || - l|]2. L’instant initial ¢y € I sera également fixé.

4.1 Dépendance par rapport a la donnée initiale

On considere une application f : I x% — R continue localement Lipschitzienne
par rapport a . Le but de cette section est I’étude de la dépendance par rapportaz € %
de la solution maximale du probleme de Cauchy

’U,(t()) =T

Nous noterons 10, (z) I'intervalle maximal d’existence de la solution.

max

4.1.1 Définition et continuité du flot
Commencons par un résultat préliminaire de “stabilité".

Proposition 4.1. Supposons que [ soit Lipschitzienne par rapport a x, c’est a dire que
If(t2) = ftyll: < Kllz =yl V() (ty) €Ix %,

pour une certaine constante K > 0. Soient x,y € %, et uy, uz les solutions maximales
de @.0) vérifiant uy(tg) = x et us(tog) = y. Alors,

lur (8) = ua(t)ll2 < XMz —ylls Ve I

max

(@) N I () -

Démonstration. On observe que J := I (z)NIt, (y) estun intervalle ouvert conte-
nant ¢o. On le note J =Ja, b[. Soit 0 < T' < b — ¢ arbitraire, et posons pour ¢ € [0, 7],
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w(t) == |lug(t+to) —ua(t+to)||3. Alors w et continue sur [0, '], dérivable sur 0, T[,
et

w' () = 2(uy (t) — uh(t), ur (t) — ua(t))

21| f (¢, ur () — f(E uz(t)) l[2llua () — ua(B)]2

<
< 2Kw(t).

D’aprés le Lemme 3.8} nous avons donc w(t) < w(0)e?"* pour tout ¢ € [0, 77, d’o
lur (8) = w2 (D)3 < llz = y[3e2X 10 Vi € [to,t0 +T7.

Comme T est arbitrairement proche de b — ¢, I'inégalité ci-dessus est vraie pour tout
t e [to, b[ .

On montre ensuite I’inégalité sur I'intervalle ]a, tg] de la méme fagon en considé-
rant la fonction @ (t) = ||uy(tg — t) — ua(to — t)||3 définie pour t € [0,tg —a[. O

La proposition précédante va maintenant nous servir a montrer le lemme suivant
qui le point clef de ce chapitre.

Lemme 4.2. Soient xo € % et 61,02 > 0 tels que [to — d1,to + 02] C Ito. (xo). 1l
existe ¢ > 0 tel que B.(xo) C U et

[t0—517t0+6g] Ifr?ax( ) V.TEEE(:L‘()).
Démonstration. Etape 1. On note ug la solution maximale de [@.1)) vérifiant ug(to) =
xo. Pour tout t € [tg — 01, to + d2], soit o(t) > 0 tel que Bz, (uo(t)) C % .

Comme v est continue et [to—d1, to+02] compact, I’ensemble ug ([to—J1, to+0d2])
est compact. De plus,

up([to — d1,t0 + d2]) C U By (uo(t)),
tE(to—d1,t0+02]

et il existe donc M points t1, ...ty € [to — 01, to + I2] tels que

Uo([to — 61, to + 52 U B‘QZ uo U B2g1 ’LLQ W, 4.2)
ol ’on a posé g; := o(t;). On remarque également que

W =) Bao: (uo(ti) C U B3y (uo(t)) C %,

tEfto—d1,to+02]

=

©
Il
=

si bien que 7 est un compact inclus dans % .
Posons maintenant
r:=min{g; :i=1,...,M}. (4.3)

Montrons que si (¢, z) € [to — 01, to + d2] X % vérifie ||x —ug(t)||2 < ralorsz € /.
En effet, pour un tel (¢, z), il existe i, € {1,..., M} tel que ug(t) € By, (uo(ts.))
d’apres (@.2)), et donc

|z —wo(ti,)|l2 < [|o — uo(t)|l2 + [Juo(t) — uo(ti,)ll2 < 7+ 0i, < 20i,,
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c’est adire que v € By, (uo(ti,)) C 7.

Etape 2. Puisque [tg — 1,19 + 03] x # estun compact de I x %, d’aprés la Proposi-
tion[3.3] il existe une constante K telle que

1f(t.x) = ft )l < Elz—yll2 V(t2),(ty) € [to — 01,10 + 0] x 7.

On pose
g = re  K(01102) < T, (4.4)
si bien que B.(zg) C # C % d’aprés 1’étape 1 (en effet, pour tout z € B.(x() on a
[z —2oll2 = |lz — uo(to)ll2 <& < 7).

Considérons maintenant x, € Ee (20) et u, la solution maximale de (@ vérifiant
ux(tg) = .. Nous allons montrer que [tg — d1,%0 + d2] C It (x,) =:]T_,T.], ce
qui terminera la démonstration.

On procede par contradiction en supposant par exemple que 7'y < ¢y + J2 (le cas
T_ > tg — 07 se traitant de la méme facon). Alors 7y < sup ] puisque ¢y + d2 <
sup I. Comme u, est continue et u.(tg) = x. € #, on a u.(t) € # pour tout
t €Jto — K, to + k[ C|T-, T4 [ etun certain 0 < xk < d1. On pose alors

t1 1= sup {t it €t — k, Ty telque us(s) € ¥ Vse [to,t]},

si bien que to + k < ¢1 < Ty Or d’apres le Théoreme [3.14] il existe t5 € [to, T4 | tel
que u(t) € % \ W pourtout t € [ta, Ty [. Donc t; < Ty, et par par continuité de .,
nous avons u, (t;) € # \ .

Mais en appliquant la Proposition (avec |to — k, t1[X # aulieu de I X %), nous
obtenons

les (B) — uo(t)]]2 < ||xx — xOHQeK(t to) L gl Ly YVt € [to, t1].

Par continuité de u. et ug, nous déduisons que |[u.(t1) — ug(t1)l]2 < r, et donc
u.(t1) € # d’apres I'Etape 1, ce qui est contradictoire. Donc Ty > tg + 0. O

Remarque 30. Lors de la preuve du Lemme #.2] nous avons obtenu les faits suivants
que nous utiliserons par la suite. Il existe 7 > £ et un ouvert % C %, tels que :

(i) # est un compact de %, et
Ift )= ft )l < Klz—yla V(t2), (t,y) € [to—01,to+d2]x W (4.5)
pour une certaine constante K ;
(ii) B, (uo(t)) C # pourtoutt € [tg — &1,to + 0a];
(iii) pour tout (t,z) € [to — 61,10 + d2] X Be(xg), onau(t) € B,(ug(t));

ol ug et u sont les solutions maximales de (1)) vérifiant ug(tg) = xg et u(ty) = .

Voici une conséquence directe du Lemme [4.2] qui est fondamentale pour la suite.

Corollaire 4.3. Soit

= U Ioax(@) x {a}.

TEU

L’ensemble D est un ouvertde I x % .
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Démonstration. Soient (t,,z) € D. Par définition de D, il existe y € % tel que
(te, o) € Il (y)x {y}, mais alors y = xq. Donc (t., zo) € 1L, (z0) x{zo}. Soitug

la solution de (@.I)) vérifiant ug(to) = xo. Comme I, (z¢) est un intervalle ouvert, il

existe d1, 93 > 0 tels que [to— 1, to + d2] g[ﬁ?ax(xo) ett, €Jto—01,to+02[. D’apres
le Lemme Eexiste donc e > Otel que B (z0) C % et [to—01,t0+ 0] C 11, ()
pour tout x € B.(xg). Alors [tg — 01, to + 2] X Be(xo) est un voisinage de (¢, xo),
et
[to — (517t0 + (52] X EE(JJQ) C U Ixtr(x)ax(x) X {l‘} C Dlo R
megs(zo)

ce qui conclut la démonstration. (]

Définition 4.4. On appelle flot local a I'instant ¢y associé au systeme v’ = f(¢,u),
I’application @0 : Dt — RY telle que o' (-, z) : It (x) — RY soit la solution
maximale de @.I)) pour tout z € % . L'ensemble D' est appelé domaine du flot a

I’instant ¢g.

Remarque 31. Sipourtout zg € %, la solution de (4.1)) est globale, alors D' = I x % .

Exemple 7. Soient A : [ — Z(RN)etb: I — RY deux applications continues. On
considere le systeme différentiel linéaire

u' = A(t)u+ b(t).

D’apres le Théoreme [2.19] le flot ! est donné par

ph(t,x) = R(t,to)x + [ R(t,s)b(s)ds,

to

ol R(t,to) est la résolvante du systéme homogeéne associé. Le domaine du flot est ici
donné par Do = [ x R,

Dans la suite, nous allons nous intérésser aux propriétés de régularité du flot, c’est
a dire continuité et dérivabilité. Nous commencons par montrer que le flot est une
application continue sur son domaine.

Théoréme 4.5. L’application o : D — RN est localement Lipschitzienne. Plus
précisement, pour tout (t.,x,) € Do il existe des constantei(h,csg >0, >0, et
C, > 0 telles que t, G}to — (51,t0 =+ (52[, [to — 51,t0 =+ (52] X Bs(x*) C ’Dto, et

0" (t1,2) — " (2, y)ll2 < Cu(|t1 — ta| + |21 — 22]|2) (4.6)
pour tous (t1,z), (t2,y) € [to — 61,t0 + 2] X Be(zy).
Démonstration. Comme dans démonstration du Corollaire 4.3 nous pouvons trouver
81,02 > 0 tels que tg — 01 < ts < to + d2 et [tg — 01, t0 + d2] C IL2(2.). Soient

e > 0et# C % donnés par le Lemme |4.2) et la Remarque Nous avons alors
[to — 01,t0 + d2] C I, (x) pour tout x € B.(z,), et

max

gﬁto (t, SC) /4 V(t, I) € [to — 51, to + 52] X EE(Q:*) . 4.7
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Comme [tg — &1,tp + d2] x # est un compact de I x %, il existe une constante
M > 0 telle que ||f(t,x)|]2 < M pour tout (t,z) € [to — d1,t0 + d2] X # . En
particulier,

F(t @t x)|le <M V(t,z) € [to — 01, t0 + 02) X Be(z4). (4.8)

La Proposition (avec [to — d1,t0 + d2] x # au lieu de I x %), @3) et @)
impliquent également que

lo(t, ) = ot )llz < llz = yllae™I 71l < HOFR) 1z —y (4.9)

pour tous (¢, ), (t,y) € [to — 01, t0 + da] X Be(z4).
Soient (t1,), (t2,y) € [to — 61,t0 + 2] x B.(w,) arbitraires. Par 1'inégalité

triangulaire, nous avons
' (t1,2) = ™ (t2,y)l2 < [l@™ (tr1, 2) — 9™ (b2, z) |2
+ [lg* (2, 2) — 0" (t2, y)[l2 . (4.10)

Comme ¢ (-, z) est la solution maximale de (@.I)) vérifiant p' (¢, ) = x, nous avons

oo (t,z) =z + /tf(s,goto(s,x)) ds Vit € [t1,ta].

to

En particulier, on déduit de (@-8) que

/ ® Fs, (s, 2)) ds

ty

<Mlta —t1].  (4.11)
2

16 (11, 2) — @ (b2, )2 = \

D’apres (@.9) nous avons

l(tz, 2) — p(ta,y)ll2 < eXO T2 ||z — g5 (4.12)

On obtient alors [@.6) avec O, := max(M, eX(%1+92)) en combinant @10), @11)) et
@.12). O

4.1.2 Différentiabilité du flot

Théoreme 4.6. Supposons que f soit différentiable par rapport x sur I X %, et que
sa différentielle par rapport a x, notée D, f : I x U — £ (RY), soit continue. Alors
' est de classe €' sur D*°. De plus,

(i) la différentielle de o' par rapport a x, notée Dyp : Do — L(RN), est
dérivable par rapport a t et sa dérivée, notée 0;(D, ') : D — L (RN), est
continue ;

(ii) la dérivée de p'° par rapport a t, notée Oyt : Do — RN est différentiable
par rapport & et sa différentielle, notée D, (0;p) : D — L(RN), est
continue ;

(iii) O (Dmgoto) =D, (atcpt") ;
(iv) la différentielle D ' vérifie

O (Dy™ (t,x)) = Dy f (£, 0™ (t,x)) 0 Dy (t, )  pour tout (t,x) € Do,

Dyt (to, x) = Idy pour tout v € U .
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Exemple 8. Soient A : [ — Z(RN)etb: I — RY deux applications continues. On
considere le systeme différentiel linéaire

u' = A(t)u+ b(t),

si bien que dans ce cas f(t,z) = A(t)x + b(t), et D, f(t,z) = A(t). Nous avons
vu dans l’Exempleque oo (t,z) = R(t, to)x + ftto R(t, s)b(s) ds ou R(t,tg) est la
résolvante du systeme homogene associé. On obtient alors

Dy (t,2) = R(t, to) ,
et on retrouve bien le résultat du Théoréme .6 d’apres (2.14).

Démonstration du Théoréme4.6| Premiere partie. Soit (., x.) € D' arbitraire. Comme
dans démonstration du Corollaire[d.3] il existe 81, d> > 0 tels que to— &1 < ¢, < to+02
et [to—61,to+02] C It (). Soientr > & > 0 et # C % donnés par le Lemme[4.2]

max

et la Remarque [30] On notera J := [ty — 81, %9 + J2]. On se fixe zo € B-(z.) quel-
conque. o
Puisque J x # est compact et D,, f continue, il existe o > 0 tel que

ID.ft,x)|la < V(t,x)eJx ¥ . (4.13)
On considere I’application A : J — .Z(RY) définie par
A(t) = DIf(t7 Soto (t7 .'I}Q)) :

Alors A est continue comme composée d’applications continues. De plus d’apres la
Remarque 30}, ' (¢,29) € # pour tout t € J. On a donc

sup [[A(#)[l2 < o
teJ

D’aprés les résultats du Chapitre 2, il existe une unique solution R : J — Z(R") du
probleme de Cauchy

{R’A(t)oR 1

Nous allons montrer dans cette premicre partie que pour tout ¢ € J fixé,
™ (t, ) — ™ (t, 20) — R(t)(x — mo)ll2 = o(ll& — zoll2) V€ Be(z.).
Ceci montrera alors que I’application ¢ (¢, -) est différentiable en z, de différentielle

égale & R(t). De plus, comme R est de classe €%, on aura obtenu que D, ¢ (-, 7¢) est
de classe €’* au voisinage de t., et que D, (-, () est solution au voisinage de ¢, de

at (Dzwto (tv 550)) = Dxf(ta Soto (t7 1'0)) © Dm@to (ta ‘TO) )
wato (to,l‘o) =Idy.

Etape 1. Pour x € B, (x.) fixé, on considere v : J — R définie par

v(t) = @' (t, 2) — 9" (t, 20) — R(t)(z — o).
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Alors v est continue, dérivable, v(ty) = 0, et
V() = f(t, " () — f(t, 9" (t,20)) — A(t) o R(t)(x — z0)
= f(t,(t, ) — f(t, "t z0)) — At) (9" (t, ) — ™ (t,20)) + A(t)v(t).

Et donc

o' (t) — A(t)u(t) = f(t @™t x)) — f(t o™t x0))
—A(t) (" (t, 2) — " (t, x0)) -

Nous allons dans la suite majorer le membre de droite de cette égalité. A ce propos,
pour simplifier les notations, nous noterons

Tpoi= 0t xg) et wu.(t) =t 3.

Etape 2. D’apres la Remarque Tt € By(u«(t)) C # pourtout t € J. On se donne
maintenant ¢ € J ety € B,.(u.(t)). On considére alors I’application g : [0,1] — RY
définie par

g = [t y + (1= NTy) = f(E, ) — M)y — Tr) ,

et remarquons que Ay + (1 — \)Z; € B, (u.(t)) pour tout A € [0, 1] par convexité de
la boule. L’ application g est alors de classe €', et

9N =Daf(t, \y+ (1= NZ)(y — 21) — At)(y — T)
= (Da:f(ta Ay + (1= N)z¢) — D:z:f(t@t))(y —Iy).
On en déduit alors que
lg" Ml < WDz f (8 Ay + (1= N)Z1) = Daf (8, 2)llally — Zell2 < mez, ylly — Zill2,
ou I’on a posé

Mgy = WX Do f(t Ay + (1= A)Ze) = Daf(t,20)-

D’apres I’inégalité des accroissements finis nous avons
l9(1) = g(O)ll2 < mt2,4lly = Zill2,
c’est a dire
£t y) = f(E,2) = AR (Y — Ze)ll2 < mMua,ylly — Zell2
pour tout (¢,y) € J X By (u«(t)).
Etape 3. L application
(t,\,x) € J x [0,1] X Be(s) = Dof(t, Ao (t,z) + (1 — N)Z;) € L(RY)

est continue comme composée d’applications continues, et donc elle est uniformément
continue puisque J x [0, 1] x B.(x,) est compact. En particulier, pour tout 6 > 0, il
existe 0 < ks < € tel que

D f(t, Ap™ (t,2) + (1 — N)Zt) — Do f(t,Z¢)]|l2 < & pour tout (t,\) € J x [0,1]
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deés que ||z — zo|2 < Ks.

_ Or d’apres la Remarque 30| (iii), ' (t,2) € By(u.(t)) pour tout (t,z) € J x
Be(z.). Done my 5, sto(t,2) < 0 dés que x € By;(w0) N Be(x.). On déduit alors de
I’étape précédante que

1f(t, ™ (8, 2)) = F(t, ) — A(t) (0" (t,2) = Tt)ll2 < Sl (t,2) — Tl VEE€JT

des que x € By (x0) N B.(x4).
Mais comme B, (u.(t)) C # pour tout t € .J, d’aprés Remarque |30| (i) on peut
appliquer la Proposition[f. 1] (avec J x # au lieu de I x %) pour obtenir que

K(51+52)”$

™ (t,z) — T|l2 < e —z0ll2 pourtout (t,y) € J X Be(w.).

En conclusion, nous avons donc obtenu que pour tout § > 0, il existe 0 < k5 < €
tel que

1t 0" (¢, 7)) = f(8,20) = A) (9" (8, 2) =Ty ) 2 < 3X O+ o —ao ||, V€S

des que x € By (x0) N B.(x4).

Etape 4. D apres I’étape précédante, pour tout § > 0, il existe 0 < ks < € tel que
[0/ (t) — A (t)]]2 < Kbl — zol2  VEEJT

dés que = € By, (79) N Be(x,), ot 'on a posé K := K (01+92),
En particulier, pour tout t € J et x € B.(z.) tel que ||z — zg||2 < ks, 0n a

1" @®)ll2 < BA@ll2llo(@)ll2 + Kdllz — zoll2 < allo(t)ll2 + Kbllz — o]z -

Pour ¢ € [0, 2] on pose
w(t) = [lv(t + to)I3 ,
si bien que w est dérivable sur ]0, Jo] et
w'(t) = 2(v(t + t0), v'(t + o)) < 2[v(t + to)ll2[lv( + to) |2
< 20w(t) + 2K6|[v(t + to)|2]|z — zoll2 < (2a + Dw(t) + K262 — x| .

D’apres le Lemme [3.8] nous avons

K262 K252 N
w(t) + 20t 1 |z — 20|53 < <w(0) + o 1 e — zo]2 | eVt Wt € [0,4,)].
Mais comme w(0) = |[v(¢)||3 = 0, nous en déduisons que
252 2 K (a+1/2)(81+82)
w(t) < M6z — o3 avec M 1= ——e 1roz

pour tout ¢ € [0, da].
Nous avons donc obtenu

[v@)ll2 < Mollz —zoll2 V€ [to, to + d2],

des que z € B, (xo) N B:(z.). En appliquant, la méme méthode a la fonction w(t) =
lv(to — t)||3 défine sur I'intervalle [0, d1], nous obtenons finallement

lo(t)ll2 < Mé||lz — x| Vte J,
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des que z € By, (x0) N B:(z4).
En conclusion, étant donné ¢ € J arbitraire, pour tout § > 0,
[ (t, x) — o (t, m0) — R(t)(x — o)l

|z — oll2

< Mo

dés que x € B, (z9) N B (). En conséquence, pour tout ¢ € J,
le™ (t,2) = ™ (t, m0) — R(t)(x — wo)ll2 = o]z — wol2)

etdonc x € B.(z.) — ¢ (t,x) est différentiable en z( et sa différentielle en x( est
égale a R(t). O

Démonstration du Théoréme |4.6| Deuxieme partie. Nous savons maintenant que pour
tout z € %, I'application ¢ € Ifgax(x) > @ (t,x) est de classe €. Nous allons
montrer maintenant que 1’application (¢,z) € D% — D, ' (¢, ) est continue par
rapport 2 z. On aura alors obtenu que ¢ est de classe €' sur D (nous savons déja
que pour tout z € %, I'application t € I, (x) — @' (t,x) est de classe € puisque
' (-, ) est solution du systeme différentiel).

Comme dans la premiére partie, on se fixe (t.,2.) € Dto arbitraire, et on utilise
les mémes notations. Pour simplifier la présentation, nous noterons pour t € J et
x € Bo(,),

A(t,z) == Dwf(t, pto (t,x)) ,
et
R(t,z) := Dyp'(t,z).
On se donne maintenant xo € B.(z.) quelconque, et nous allons montrer que pour
tout t € J, 'application # € B. () — R(t,z) € £ (RY) est continue en .
Comme dans la premiere partie, nous avons

[AE 22 < V(tz) €T x Be(x),

ot « est donné par (@#.13). De plus, t € J — R(t, x() est continue et J est compact. Il
existe donc 5 > 0 tel que

IRt zo)l2< B VEe .

On se donne ¢ > 0 quelconque. Nous allons trouver v > 0 tel que si x € B.(x,)
et || — xoll2 < 7y alors ||R(t,x) — R(t,xo)||2 < J pour tout ¢t € J. Ceci montrera la
continuité voulue. -

Puisque A est continue sur J X B.(z,) compact, A est uniformément continue. En
particulier, il existe v > 0 tel que si x € B.(z.) et ||x — zg||2 < -y alors

IA(t2) - At,ao)lz < & Vi€ T,
avec
5 0V2a+1 204 t1 o (ar1/2)01402)

Pour x € B.(z.) tel que ||z — x0||2 < yetv € RY avec ||v|s = 1, d’apres @.14)
nous avons

|(R'( — R'(t,z0))v|, = || (A(t,z) o R(t, ) — A(t, x0) o R(t, z0))v|,
ity (e ), (M)~ 20 vl
< A )l (R(E 2) — R(t wo))v |, + At 2) — A(t o)[l2l| B (¢, zo)vl2
< o[ (R(t, z) — (t o)) v, + 8.
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Pour ¢ € [0, d2], on définit maintenant la fonction

t) == || (R(to + t,2) — R(to + t,20)) |5

Alors ( est dérivable sur ]0, do] et
¢'(t) =2((R'(to + t,x) — R'(to + t,20))v, (R(to + t,z) — R(to + t,20))v)
<2 (R (to +t, @) — R (to + t,20)) v||,|| (R(to + t,z) — R(to + t,x0))v|,
< 20¢(t) + 288 || (R(to + t,x) — R(to + t,20)) v,
< (2a+1)¢() + (8)°.

D’apres le Lemme [3.8] nous avons

1\2 1\2
¢(t) + 2(55431 < (4(0) + %) ettt e 0,4).

Or ¢(0) = 0, et on en déduit que

/
[(R(t,2) — R(t,z0)) ], < \/fofﬁemﬂ/”(“l”ﬁ =0  Vte[to,to+ 6]

En appliquant la méme méthode a la fonction

= ||(R(to — t,z) — R(to — t. o))
définie pour ¢ € [0, J1], on obtient
||( R(t, xo )1/||2<5 Vie J.

En passant maintenant au maximum sur v, il suit alors que || R(¢, z) — R(t, xo)||2 < &
pour toutt € J.

Démonstration du Théoreme Troisieme partie. 1l ne nous reste maintenant plus
qu’a montrer les points (ii) et (iii) du théoréme.
Par définition de I’application (!, nous avons

Qe (t,x) = f(t, o (t,x))  V(t,x) € D¥.

Or I'application (¢, z) € D' — f(t,¢"(t,z)) € RY est différentiable par rapport a x
sur D puisque f et ' le sont. De plus, la différentielle D, (f(-, ¢)) est continue sur
Do puisque celles de f et ¢?° le sont. En conclusion 8;pt° est différentiable par rapport
az sur D, et D, (') est continue sur D La formule de dérivation d’applications
composées nous donne alors

Dw(aﬂoto(t?x)) = Dwf(tv (pto (t,I)) o Dﬁ(pto (tal‘) = at(D:DLpto (ta JJ)) )

ce qui termine la démonstration. (]

4.2 Systemes a parametre

Soit A un ouvert de R. On consideére une application f : I x % x A — RY que I’on
supposera continue et localement Lipschitzienne par rapport au couple (z, \) € % X A,
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c’est a dire pour tout (to, 2o, \o) € I X % x A, il existe un voisinage ¥(;, z,,,) de
(to, o, Ao) dans I x % x A et une constante Cj tel que

1£(t 2, Ax) = f(Ey, A2) [l < Co(llz =yl + 1A = Az

pour tous (t,2, A1), (t,4, A2) € Htg,20,70)-

Etant donné x € %, Le but de cette section est 1’étude de la dépendance supplé-
mentaire par rapport a A de la solution maximale du probléme de Cauchy a parametre

"= f(t,u, A

u f( ? u? ) (4.15)
u(ty) =z

Pour chaque (z,\) € % x A, (&I3) admet une unique solution maximale que nous

noterons ! (-, z, \). On notera I, (x, \) son intervalle maximal d’existence.

Les résultats suivants sont directement obtenus de la section précédante. Commen-
cons par un résultat de continuité.

Théoreme 4.7. Soit

D= | (e ) x (@)
(z,N)eU XA

L’ensemble ’Df{) est un ouvert de I x % x A, et 'application o' : ’Df{J — RN est
localement Lipschitzienne.

Démonstration. On va se ramener au Théoréme 3] de la fagon suivante. On note y =
(,\) € RN+ et on définit F' = (Fy,...,Fn,Fny1) : I x % x A — RN*! par
(F1,...,FN)(t,y) = f(t,x,A) et Fyy1(t,y) := 0, si bien que F est continue et
localement Lipschitzienne par rapport 2 3 sur I'ouvert % x A de RV*!. Pour y =
(x,\) € 7 x A, on considere le probleéme de Cauchy

v = F(t,v)
. 4.16
{’U(to) =y (10

Sil’on écrit v = (u,vy41) avec u = (vy,...,vN), ce systeme s’ écrit

u = f(tauavN-‘rl)
Uy =0

u(ty) = x
UN+1(tO) = )\

On remarque alors que v est la solution maximale de [#.16) si et seulement si vy 41 est
constante égale 2 \ et u est la solution maximale de [@13).

En particulier, si 'on note ®% = (1, ..., ®%, ®% ) le flot local de @T6) a
Iinstant ¢o, alors d’apres le Corollaired.3]et le Théoreme[4.3]:

1) Df\o est le domaine de ®%, et il s’agit donc d’un ouvertde I X % x A ;

2) ®to est localement Lipschitzienne par rapport a (x, A) ;

3) <I>§{}+1(t7 x,\) = A\ pour tout (¢, z,\) € DY, etlafonction (¢, 2, \) € It
(®fo, ..., ®%)(t,z, \) est la solution maximale de (#15).

En conséquence, ¢’ = (<I>t1°, cee <I>§{’,), et donc ' est localement Lipschitzienne
sur DY, O
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En ce qui concerne la différentiabilité par rapport au parametre A, nous avons le
résultat suivant.

Théoreme 4.8. Supposons que f soit différentiable par rapport x et dérivable par
rapport a X\ sur I X % x A, et que ses différentielles par rapport a x et \, notées
Dof i IxUxAN— LRY)etOrf: I xU x A — RN, soient continues. Alors p'°
est de classe €1 sur Df\o. De plus,
(i) la dérivée de ' par rapport a )\, notée 0™ : Df\o — RN, est dérivable par
rapport a t et sa dérivée, notée d;(0rp™) : Df\" — RN, est continue ;
(i) la dérivée de ' par rapport a t, notée Oy p' : Do — RYN, est dérivable par
rapport a X et sa dérivée, notée O (9yp"°) : Df\o — RN, est continue ;

(lll) at(&\goto) = 8,\(8t<pt°) N
(iv) la dérivée O\t vérifie pour tout (t,z,\) € DY,

Oy (8>\<pt0 (t, z, )\)) = D%f(t7 pto (t,z, A), )\) o' (t,z,\)
=+ 8)\f(t7 SDtO (t7 €T, )‘)7 )\) )

et O\ (to, z, \) = 0 pour tout (x,\) € % x A.

Démonstration. On reprend la démonstration du Théoréme Puisque f est diffé-
rentiable par rapport x et dérivable par rapport & A sur I x % x A, et que ses différen-
tielles par rapport a « et A sont continues, I’application F’ est différentiable par rapport
y=(z,\)sur] x % x Net DyF : I x % x A — Z(RN*1) est continue. On peut

donc appliquer le Théoréme On obtient alors que d0 = (plo, <I>§{} 41) estde classe

€' sur Df\‘), ainsi que (i), (ii), et (iii). De plus, dans I’ouvert Df\‘) ona

N+1
aore) = S 1 atoyg e

= %

N
= Z ai(tv @toa )\)aszo + a)\f(tv (pto ) A)a)\q)?{)’-i-l

= Da:f(tv Sptoa )\)8)\@150 + a)\f(ta (Ptoa )‘) )

et on a utilisé le fait que 9\ @Y, = 1 puisque ®3,,(t,z,A) = A. Finallement,
puisque @' (tg,z,\) = x pour tout (z,\) € % x A, on obtient directement que
8Ag0t0(t0,',') =0. O

4.3 Problemes

Exercice 14. On considere un systeme différentiel v’ = f(t,u) ot f : I x% — RN est
une application donnée continue et localement Lipschitzienne par rapport a x. Montrer
que si I'ouvert % est connexe alors le domaine D' du flot est également connexe
(indication : on pourra utiliser le fait que tout ouvert connexe de RV est connexe par
arcs).

Exercice 15. Pour N = 1 et I = R, on considere le flot ©° en 0 de I’équation différen-
tielle scalaire

u =au® +bu+c (4.17)
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ou a, b, c € R sont des parametres donnés avec a # 0.
1) Déterminer explicitement ¢ (¢, 2) et son domaine D° dans les cas suivants :
(Ja=1letb=c=0;
(ii)a=1,b=0etc=1;
(iii)a=1,b=0etc=—1;
2) Dans la cas général, montrer que si u est une solution de (4.17), alors on peut déter-
miner «, 5,7 € R avec v > 0 tels que la fonction v(¢) = au(vyt) + S soit solution de
I’équation dans un des cas (i), (ii) ou (iii) ci-dessus.
3) On fixe a = 1 et b = 0, et on note ©°(¢, x, c) le flot de a parametre ¢ € R.
Calculer 9.¢°(t, z,0).
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Chapitre 5

Systemes autonomes et stabilité
de points stationnaires

Nous allons considérer dans ce chapitre des systemes différentiels ordinaires non
linéaires ou la non linéarité f est indépendante de ¢. On se donne pour tout ce chapitre
un ouvert %/ de R™, et une application f : % — R que I’on supposera de classe ¢!
pour simplifier la présentation. Une telle application f est appelée champ de vecteurs
sur % .

Nous allons donc étudier le systeme
u = f(u). 5.1

Nous commencerons par quelques définitions et propriétés “classiques” de ce systeme,
puis nous nous intéresserons a la stabilité des solutions constantes appelées points sta-
tionnaires.

5.1 Champs de vecteurs

Définition 5.1. Le champ de vecteurs f est dit complet si toutes les solutions maxi-
males de (3.1)) sont globales (c’est a dire définies sur tout R).

Définition 5.2. On appelle courbe intégrale du champ de vecteurs f toute courbe de
% de la forme {u(t) : t € Imax} OU w est une solution maximale de (3.1 et Ipayx est
son intervalle maximale d’existence. Si u est une solution globale, on dit que la courbe
intégrale est globale.

Lemme 5.3. Deux courbes intégrales distinctes de f ne s’intersectent pas.

Démonstration. On procede par contradiction en se donnant deux courbes intégrales
distinctes C; et Co telles que C; N Cy # (0. On considere alors uy et us deux solutions
maximales de (3.1), I, I> C R leur intervalle maximal d’existence respectif, telles que
pouri = 1,2,

Ci = {Uz(t) it e IZ} .
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Puisque C; N Cy # 0, il existe t; € I et ty € I tels que wy(t1) = wua(te). Pour
t € J:= —(ta — t1) + I, on pose v(t) := wuz(t + t2 — t1), si bien que v est une
solution maximale de (3.1)), et bien sur Co = {v(t) : ¢ € J}. Mais puisque v(t1) =
ua(tz) = wuy(t1), la Proposition nous dit que v = wu,, et donc que Cy = Ci,
contradiction. [l

Rappelons pour la suite qu’une application £ : % — R de classe € est une
intégrale premiere de (5.1)) si

(VE(z), f(x))=0 Ve eu

(voir Définition [3.21). On dit également que E est une intégrale premiére du champ de
vecteurs f. La proposition suivante est une conséquence directe de la démonstration du
Théoreme [3.22)

Proposition 5.4. Toute intégrale premiére de f est constante le long des courbes inté-
grales.

Rappelons également le résultat d’existence globale du Théoreme [3.22]
Proposition 5.5. Si f admet une intégrale premiere E : % — R telle que I’ensemble
{r e : E(x) = M}

soit compact pour tout M € R, alors f est complet.

Définition 5.6. On appelle flot du champ de vecteurs f le flot local ©° en 0 du systéme

(3-1). On le note

@t(x) = @O(tvx)’

et on désigne par Z C R x % son domaine (au lieu de 2°).

Remarque 32. On remarque que si p™ est le flot local en ¢ de (31)), alors ™ (¢,-) =
©°(t — tg, ). Cest la raison pour laquelle il suffit de considérer le cas ty = 0.

Lemme 5.7. Pourt € R, soit
U ={xecu:(tz)ePD}.

L’ensemble %, est un ouvert de % .

Démonstration. En effet, étant donné ¢t € R, si 'on note ¥y : Z — R X % 1’ap-
plication définie par ¥, (x) = (t, ), alors ¥, est continue et on a % = ¥, '(2). La
conclusion est alors due au fait que % soit ouvert. (I

Remarque 33. Puisque po(x) = x, nous avons % = % .

Dans toute la suite, pour € %, nous noterons I (x) I'intervalle maximal
d’existence de la solution ().
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Lemme 5.8. Soit x € % . Pour tout ty € Inax(x), ona

Imax(gpto (‘:C)) = —to + Imax(x) s 5.2)

et
VOt (gpto (]J)) = P+, (.13) YVt e —to —+ Imax(x) . (53)

En particulier, pour tout ty € Iax (),

1o (1, (x)) = o) =

Démonstration. Etape 1. La fonction u(t) = ¢; (¢, (2)) est la solution maximale de
(3-1)) vérifiant u(0) = ¢y, () et son intervalle maximale d’existence est Iax (¢1, ()).
Or la fonction v(t) = ty4, (), définie pour t € —tg + Imax (), est maximale (sinon
la fonction t € Iyax(2) — () ne serait pas maximale, ce qui contredit la définition
méme de ¢, (z)), et elle vérifie v(0) = ¢y, (2). D apres la Proposition[3.13] nous avons
u = v, ce qui montre (3.2) et (5.3).

Etape 2. Puisque 0 € I . (2), nous avons —ty € —tg + Inax () = Imax (¢, (x)), on
peut appliquer (3.3)) avec ¢t = —t, ce qui donne le résultat voulu. (]

Théoréme 5.9. Si le champ de vecteurs f est de classe €, alors

(i) pour tout ty € R, Uapplication ¢y, est un € -difféomorphisme de U, sur U,
d’inverse o_y, ;

(it) po = idoy ;
(iii) pour tous t1,to € R, on a ¢y, 14, = @1, © pu, sur Uouvert o, (%) ;

Démonstration. (i). Soient tg € Retz,y € %,. Supposons que () = @i, (Y).
Si u désigne la solution maximale de (5.1)) vérifiant u(0) = =, et v désigne la solution
maximale de (3.1)) vérifiant v(0) = y, nous avons u(tg) = v(to) et donc u = v d’apres
la Proposition [3.13] En particulier, u(0) = v(0), ¢’est a dire z = y. L’application ¢y,
est donc injective.

D’apres le Lemme [5.8] —to € Inax (¢, (x)) donc ¢y, (z) € %_4,. Ceci montre
que oy, (%) C U—t,- Orsiz € U_y, alors —tg € Inmax(2) et vy, (9—t,(2)) = 2
d’apres le Lemme et donc z € @y (%), d’ou p,, (%,) = %_1,. L'application
¢4, réalise donc une bijection de %, sur %_;,. D apres le Lemme [5.8| nous avons de
plus w_¢, (1, (x)) =  pour tout & € %, donc I’application inverse de ¢, est donnée
par ©—¢,.

Finallement, d’apres le Théoreme pour tout ¢ € R, ’application ¢, est de
classe €’ sur son domaine de définition %;. L application ¢, est donc de classe €%,
et puisque son inverse est donnée par ¢_,, son inverse est également de classe €.
L application (;, réalise donc un ¢*-difféomorphisme de %, sur %_,.

(ii). Par définition de (4, nous avons ¢g(z) = .

(iii). Soit z € 90;01(%1). Alors z € Uy, ety (2) € U, ., c’est adire que tg € Imax (%)
etty € Imax(¢t,(2)) = —to + Imax(z) d’apres le Lemme[5.8] En utilisant (3.3), nous
obtenons ¢y, ++,(2) = @, (91, (2)). O

Dans le corollaire suivant, nous notons Diff* (% ) I’ensemble des difféomorphismes
de % sur % classe €*.
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Corollaire 5.10. Si le champ de vecteur f est complet et de classe €, alors ¢; €
Dift! (%) pour tout t € R. De plus, le sous-ensemble {p; : t € R} muni de la loi de
composition o est un groupe commutatif.

Remarque 34. D’apres le corollaire ci-dessus, si le champ de vecteurs f est complet
et de classe ¢, I'application t € R — ¢; € Diﬂl(% ) est un homomorphisme du
groupe (additif) R dans Diff* (7). On dit que c’est un groupe & un parametre.

La structure algébrique de I’ensemble {;}cr lorsque f est complet motive la
définition suivante.

Définition 5.11. Soit € % . On appelle orbite de =, que 1’on note Orb(x), la courbe
intégrale de f passant par z, c’est a dire I’ensemble

Orb(z) := {¢(x) : t € Lnax} -

Proposition 5.12. L’ensemble
Eorb :={C C % : C = Orb(z) pourunz € %} (5.4

des orbites du champ de vecteurs [ réalise une partition de I’ouvert %, c’est a dire

que
vw= |J C

C€e€orb

avec une union deux a deux disjointe.

Définition 5.13. On appelle portrait de phases du champ de vecteurs f, ol du systeme
différentiel (5.1, la partition (5.4) de % en orbites.

Définition 5.14. On appelle point stationnaire ou point fixe ou point d’équilibre un
point € % dont ’orbite est réduite au singleton {z}. On dit également que x est un
point singulier du champ de vecteurs f.

Proposition 5.15. L’orbite d’un point x € % est réduite au singleton {x} si et seule-
ment si f(x) = 0. Si ce n’est pas le cas et qu’il existe s, tg € Imax(x) tels que so # to
et o1, (1) = @50 (), alors Iax(x) = R, la fonction t € R — () est périodique, et
lorbite de x est une courbe fermée simple.

Terminons cette section par quelques définitions d’orbites “classiques”.
Définition 5.16. On appelle cycle une orbite fermée.

Définition 5.17. (i) On appelle orbite hétérocline une courbe intégrale globale {;(z) :
t € R} reliant deux points fixes distincts en t = 00 et t = —o0.

(ii) On appelle orbite homocline une courbe intégrale globale {¢;(z) : t € R}
reliant un méme point fixe en t = +oo et t = —oo.
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5.2 Stabilité des points stationnaires

Définition 5.18. Un point stationnaire o du champ de vecteurs f est dit stable si il
existe des constantes € > 0 et Cy > 0 telles que
(i) le flot 4 (x) est défini pour tout ¢ > 0 et tout z € B.(xp) N % (c’est a dire
[0, +00[C Imax(z) pour tout z € B.(xo) N %);
(ii) pourtoutt > Oetx € B.(xo) NU,

lloe(x) — zoll2 < Collz — 20|22 -
De plus, si x( est stable et que

lim ¢i(x) =20 Vo € Be(xo) N%

t—+oo

on dit que x( est asymptotiquement stable.

Définition 5.19. Un point stationnaire xy du champ de vecteurs f est dit instable si il
n’est pas stable.

Rappelons pour la suite qu’une application ® : %7 — R de classe € est une
fonction de Lyapunov de (3.1) si

(VO(x), f(z))=0 VYeewU

(voir Définition[3.19). On dit également que ® est une fonction de Lyapunov du champ
de vecteurs f.

Théoreme 5.20. Soit xg un point stationnaire du champ de vecteurs f. Supposons
qu’il existe une fonction de Lyapunov ® : % — R de classe € telle que g soit un
minimum local de ® vérifiant D*®(x¢) > aldy pour une constante o > 0. Alors g
un point stationnaire stable.

Démonstration. D’aprés le Théoréme [3.20} [0, +00[C Iax(z) pour tout x € % . 1l
suffit donc de vérifier le point (ii) de la Définition[5.18] D’apres I’hypothese sur ® et la
formule de Taylor a I’ordre 2, il existe n > 0 et K > 0 tels que By, (x¢) C % et

o
D(zg) + ZHx — mng < ®(z) < P(x0) + K|z — x0||§ Vo € By(xzo). (5.5)

On pose
2

M = ®(w0) + % < inf  ®(z). (5.6)

lz—z0ll2=n

Par continuité de ®, I’ensemble
Yy = {x € By(xo) : ®(x) < M}

est un ouvert contenant . Il existe donc ¢ > 0 tel que B.(xo) C ;.

Soit # € Be(zg). D’apres le Théoreme la fonction t — ®(py(x)) est dé-
croissante. En particulier ®(p;(x)) < ®(z) < M pour tout ¢ > 0. Ceci implique que
@i(z) € By(zo) pour tout ¢ > 0. En effet, supposons qu’ il existe 1 > 0 tel que
@1, () € By(zo), c’est adire tel que ||, (z) — xo]|2 = 1. Comme ||@o(x) — zoll2 =
[lx — zoll2 < n, et que la fonction ¢ — ||¢¢(x) — xo||2 est continue, d’apres le
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théoréme des valeurs intermédiaires il existe to > 0 tel que ||, () — zoll2 = 71
et (o, (x)) < M ce qui contredit (5.6).
Puisque ¢ (x) € B, (xo) pour tout t > 0, on déduit de (3.3),
et
Zl#e@) = @oll3 < @(p()) — @(0)
< ®(x) — (o) < K|z —mll5 VE=0, (5.7)

et le point (ii) de la Définition |5.18|est donc vérifié pour Cy := 4/ %. O

Définition 5.21. Soit z( un point stationnaire du champ de vecteurs fet ® : 7 — R
une fonction de Lyapunov de f telle que xg soit un minimum local strict de ®. On dit
que ® est une fonction de Lyapunov forte au voisinage de x si il existe des constantes
0 > 0et S > 0telles que

(Ve(z), f(z)) < —B(®(z) — ®(20)) Vo € Bs(xo) NU .
Théoreme 5.22. Sous les hypothéses du Théoréme|5.20) si ® est une fonction de Lya-

punov forte au voisinage de x, alors xg est un point stationnaire asymptotiquement
stable.

Démonstration. On reprends la démonstration du Théoréme [5.20] avec < 4. Soit
2 € Be(xp). On a alors p;(x) € Bs(xo) pour tout t > 0, et donc
(Vo(er(2)), flee(x))) < =B(2(pe(x)) — (o))  VE>0.

Pour ¢ > 0, on pose
w(t) := B(pi(x)) — P(z0),
si bien que w est de classe ¥’* comme composée de fonctions de classe €™, et
w'(t) = (VO(pi(2)), f(pe(x))) < —Pu(t).
On déduit du Lemme 3.8 que
w(t) <w(0)e Pt Vt>0.

On obtient alors de (5.7),

! _ _

Tl (@) = 203 < w(t) < (®(w) — ®(xo))e™™ < Kljz = ol5e™ vt >0.

Puisque e~#* — 0 lorsque ¢ — +o00, nous avons donc montré que ¢; () — g lorsque
t — +4o00. U

Théoréme 5.23. Supposons que f soit de classe €2. Soit xy un point stationnaire du
champ de vecteurs f. Si toutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne V f(xq) €
Mn« N (R) ont leur partie réelle strictement négative, alors x est un point station-
naire asymptotiquement stable.

Lemme 5.24. Soit A € M nxn(R) dont les valeurs propres sont toutes de partie
réelle strictement négative. Alors le systéme linéaire

v = Au

admet une fonction de Lyapunov forte en 0 vérifiant les hypotheses du Théoreme[5.20}
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