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Devoir Maison no. 3 pour le 15/03/2013
Equations différentielles d’ordre N a coeflicients constants

Equations différentielles d’ordre N homogene a coefficients constants

Soient K =R ou C, et N > 2. Considérons I’équation différentielle linéaire homogene d’ordre
N sur K, a coefficients constants :

v +an 1y +an oy 4+ ay + agy = 0. (Eo)
On considere le polynéme P = XV + ZZ]\L _01 a; X", appelé polynome caractéristique de (Ep).
En se ramenant au cas matriciel et en utilisant les résultats du cours, on peut montrer le
résultat suivant.

Théoréme Supposons que P = Hle(X —1;)™ est scindé sur K. Alors les solutions de (Ey)
sont les applications

k
ts Y et Pi(t),
=1

ou les P; sont des polynomes de degré < m;.

Le but de ce qui suit est d’en donner une nouvelle preuve. Pour tout polynéme complexe
P=XN4 Zi]if)l a; X" et pour toute fonction f: R — K de classe CV, on note

N-1
PD)(f) = "+ ) aif V= ™+t arf' + aof,
i=0
ou D est I'opérateur de dérivation.

1. Pour tout polynéme P € K[X], on note Sp I'espace des solutions de I’équation différentielle
P(D)(y) =0. Si P1,--- , P, € K[X] sont des polynomes premiers entre eux deux & deux,
montrer que Sp,..p, = Sp, & --- D Sp, .

2. 81 Po(X) = (X — )" (o € K), déterminer la forme des solutions de I’équation
différentielle P, (D)(y) = 0.

3. En déduire, pour P = Hle(X —r;)™ scindé sur K (deg(P) > 1), la forme des solutions
de l'équation différentielle P(D)(y) = 0.



4.

On cherche a présent a résoudre la relation de récurence linéaire homogene d’ordre k a
coeflicients constants :

Uptk + Qg 1Uptk—1 ++* + A1Upt1 + aguy, = 0, Vn € N.

Adapter la méthode précédente de résolution des équations différentielles linéaires ho-
mogenes d’ordre N a coefficients constants a cette situation.

Equations différentielles d’ordre N a coefficients constants avec second mem-

bre

On considere I'équation différentielle suivante :

10.

y® +y® 4y +y = 2(cos(t) + sin(t)). (E)

. Résoudre ’équation différentielle homogene associée a (E).

Réduire I'équation différentielle (F) a un systeme différentiel linéaire d’ordre 1 :

!/

Yo Yo
S) |nn| =A(wi ]| +B@®)
Y2 Y2

ot A€ M3(R) et B:t€R — B(t) € R®. Donner un systéme fondamental de solutions
(X1, X2, X3) du systeme différentiel homogene associé a (5).

On cherche a présent une solution particuliere de (S) par méthode de variation des
constantes, c’est a dire sous la forme X (¢) = a(t) Xy (t) +b(t) Xa(t) + c(t) X3(t). Montrer
que :

a(t) = (cos(t)+sin(t))e,
V() = —1—2cos(t)sin(t),
d(t) = cos(t)® —sin(t)>.

Déterminer des primitives de a'(t),(t),c (¢).
Donner la forme générale des solutions de (.5), puis de (E).

De la méme maniere, résoudre les équations différentielles suivantes :

y® +y" =y —y = 1+2ch(t) (1)
v'+y" +y +y = cos(t) (2)

Page 2



Solution

1. On regarde D comme endomorphisme de C*°(RR, C) qui & u associe u'. Soit u est solution
de (Ey), u de classe CV. On sait (cours) qu’en tant que solution de (FEp), u est en fait
de classe C*. Des lors u est solution de (Ep) si et seulement si P(D)(u) = 0, i.e.
u € Ker(P(D)). Ainsi Sp = Ker(P(D)).

Maintenant si les polynémes Py, --- , P, sont premiers entre eux deux a deux, on a
d’apres le lemme des noyaux

Ker(P, - - Py(D)) = Ker(Py(D)) @ - - - & Ker(Py(D)).

En d’autres termes,
Spl...pk = SP1 D---D Spk.

2. Montrons que les solutions de P, (D)(y) = 0 sont les fonctions de la forme t — e F(t)
avec I’ un polynome de degré < n. On procede par récurrence sur n.

Pour n = 1, le résultat est connu (EDL1 & coefficients constants homogene) : les
solutions sont les fonctions ¢ — e, \ € R.

Supposons le résultat vrai au rang n—1 et montrons le au rang n. L’équation P,(D)(y) =
0 s’écrit aussi P,—1(D)[P1(D)(y)] = 0. Ainsi P;(D)(y) est solution de P,,_1(D)(y) = 0.
Par hypothese de récurrence, P;(D)(y) est donc de la forme t +— e* F(t) avec F un
polynéme de degré < n — 1. On a donc

Y —ay = e™F(t).
En multipliant 1’équation précédente par e~ !, on obtient [ye=®!) = F(t). Do y =

e®*G(t), avec G une primitive de F, i.e. G € K[X] de degré < n. D’ol la propriété au
rang n. On conclut par principe de récurrence.

3. On suppose que P = Hi?:l(X — ;)™ scindé sur K (deg(P) > 1). D’apres 1., on a
SP = S(X—rl)ml DD S(X—Tk)mk .
Par 2., on sait de plus que pour tout 1 <i <k, §x_,,)m; est I'ensemble des fonctions

de la forme t +— e"' Fy(t) avec F; un polynome de degré < m;. On en déduit finalement
que Sp est I'ensemble des fonctions de la forme

k
s Y e Pi(t),
i=1
ol les P; sont des polynomes de degré < m;.

Remarque Pour une autre démonstration de ce théoréme (encore une !), voir [Dem, p.
206].
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4. On considere la relation de récurence linéaire homogene d’ordre k a coefficients constants

Uptk + Q—1Uptk—1 + -+ + Q1 Upy1 + aouy, =0, Vn € N, (R)

On adapte la méthode de résolution des équations différentielles d’ordre N a coefficients
constants homogene vue précédement de la facon suivante. Soit E = KN l'espace vec-

N

toriel des suites a valeurs dans K. On considére I'endomorphisme L € L(FE) défini
par
L:u= (up)peny — v = (Vn)nen telle que v, = uyq1 pour tout n € N.

L est I'analogue de l'opérateur de dérivation ici (il supprime le terme d’ordre 0), et est
souvent appelé le shift a gauche pour la raison suivante

L:u=(ug,ui,ug, ) — L(u) = (ug,usz,--) (on décale la suite vers la gauche).

Notons P = X* + aj_1 X* ' + ... 4 a1 X + ag, et Sp 'ensemble des solutions de (R).
C’est un sous-ev de E. De plus une suite u est solution de (R) si et seulement si
P(L)(u) = 0g, i.e. u € Ker(P(D)). Donc Sp = Ker(P(D)).

On montre alors de facon analogue aux questions précédentes que
e pour tout polynémes Pi,--- , P, € K[X]| premiers entre eux deux a deux,
SPI"'Pu = Spl D---D Spu.

e si Pi(X) = (X —a)' (o € K), alors Sp, est formé de I'ensemble des suites u =
(un)nen de la forme w, = F(n)a™ pour tout n € N, ou F est un polynéme a
coefficients dans K (indépendant de n) de degré < i.

On obtient donc le résultat suivant

Théoréme Supposons que P =[] | (X —r;)™ est scindé sur K (deg(P) = k > 1), les
solutions de (R) sont les suites u = (uy)nen de la forme

u
Up = Z ri'Fi(n)
i=1

ou les F; sont des polynomes de degré < m;.

5. Le polynome caractéristique associé & (E) est P = X3 + X2 + X + 1. Ses racines sont
—1,%,—i. Par le Théoreme, les solutions de I’équation homogene associée sont donc les
fonctions :

t— ae”" + bceos(t) + csin(t),a,b,c € R.

Y
6. y est solution de (E) si et seulement si | 3’ | est solution du systeme différentiel linéaire
y//
w\ (0 1 0\ [w 0
S) lnn] ={0 0 1 y1 | + 0
Y2 -1 -1 -1/ \we 2 cos(t) + 2sin(t)



On a obtenu un systeme fondamental de solutions de I’équation homogene (Ej) associée
a (F) a la question précédente : il s’agit de (x1,x2,x3) avec

r1(t) = et 2o (t) = cos(t), x3(t) = sin(t).

D’oti un systeme fondamental de solutions de ’équation homogene (Sp) associée a (S) :

et cos(t) ( sin(t) )
Xi1(t)= | —e7t |, Xa(t) = | —sin(t) | , X3(t) = | cos(t) |.
et — cos(t) — sin(t)

- X(t) = a(t)X1(t) + b(t) Xa(t) + c(t) X3(t) est solution de (S) si et seulement si X'(t) =
AX(t)+ B(t). Or

X'(t) = a(t) X1 (t) + b(t) X5(t) + c(t) X5(t) + a’ (£) X1 (t) + b (1) Xa(t) + ¢ (1) X5(2).
Comme X7, X2, X3 sont solutions de (Sp), on obtient
a () X1(t) + b (t) Xa(t) + ' (t) X3(t) = B(t).

Ainsi, a, b, ¢ sont solutions du systéme :

d(t)et + V(t)cos(t) + d(t)sin(t) = 0
—d'(t)e”t — b (t)sin(t) + (t)cos(t) = 0
at)e™t — V(t)cos(t) — (t)sin(t) = 2(cos(t) + sin(t))

Apres résolution du systeme, on obtient :
a'(t) = (cos(t) + sin(t))e’,
V' (t) = —(cos(t) + sin(t))? = —1 — 2 cos(t) sin(t) = —1 — sin(2t),
d(t) = —(sin(t) — cos(t))(cos(t) + sin(t)) = cos(t)? — sin(t)? = cos(2t).
. On détermine A, B, C des primitives de a, b, ¢ respectivement.

2t
n cos(2t)

_sin(2t)
2 B '

2

B(t) = - C(t)

Pour A, on doit faire deux intégrations par parties :

A(t) = /0 (cos(s) + sin(s))e*ds = 2sin(t)e’ — /0 (cos(s) + sin(s))e’ds

d’ott A(t) = sin(t)et.
. On en déduit les solutions de (S) : ce sont les fonctions (ou a, b, c € R)

X(t) = aXa(£) +bXs(t) +cXs(t) +sin(t)e' X1 () + (—x " Cosft)) o(t)+ 242 x0)
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10.

Y

Enfin, on a vu que y est solution de (E) si et seulement si | 3/ | est solution de (S).
/!

Yy
Ainsi, les solutions de (E) sont les fonctions (a,b, c € R):

coséQt)) cos(t) + sin;Qt)

x(t) = ae™" + beos(t) + csin(t) + sin(t) + <—3: + sin(t).
On résout 1’équation

y/// +y// _ y/ _ y — 1 + Ch(t)
Le polynéme caractéristique associé est P = X3 + X? — X — 1 = (X — 1)(X +1)2. Par
le Théoréme, les solutions de I’équation homogene sont donc les fonctions de la forme

t s ae' + (bt +c)et, a,b,c € R.

Un systeme fondamental de solutions de ’équation homogene est alors donné par (1 :
t— et g it tel x3 :t — e7t). On cherche & présent une solution particuliere de
I’équation par méthode de variation des constantes : on doit résoudre le systeme

a(t)et + V(t)te™? + d(t)et = 0
dtye + bVt)et—tet) — Jd)et = 0
a(t)e! + V(t)(—2et+tet) + d(t)e? 1+ ch(t)
Par la méthode du pivot de Gauss, on détermine a’,b’ et ¢. On note A, B,C les

primitives respectives qui s’annulent en 0. Finalement, I’ensemble des solutions de
I'équation différentielle (1) est donc formée des fonctions

t s ae' + (bt +c)e " + A(t)e' + B(t)te ' + C(t)e™", a,b,c € R.

On résout ’équation
y" +y" +y +y = cos(t).

On a déja déterminé les solutions de I’équation homogene : ce sont les fonctions de la
forme

t+— ae”" + bceos(t) + csin(t),a,b,c € R.
Ainsi (x1, 79, 73) (avec x1(t) = e, xo(t) = cos(t), x3(t) = sin(t)) est un systéme fonda-
mental de solutions de I’équation homogene associée a (2).
On détermine une solution particuliere par méthode de variation des constantes : on
cherche une solution sous la forme X (t) = a(t)X1(t) + b(t) Xa(t) + c(t) X3(t) avec a, b, c
dérivables. On obtient le systeme

adte ™ + b(t)cos(t) + Jd(t)sin(t) = 0
—d'(t)e™t — V(t)sin(t) + d(t)cos(t) = 0
a(t)e ™t — b(t)cos(t) — d(t)sin(t) = cos(t)

Apres résolution du systeme, on obtient :

1 1 1 1 1 1 1
a(t) = 3 cos(t)el, V' (t) = ~1 sin(2t) — 1 cos(2t) — 7 d(t) = ~1 sin(2t) + 1 cos(2t) + T

On note A, B, C les primitives respectives qui s’annulent en 0. L’ensemble des solutions
de I’équation différentielle (2) est alors donné par les fonctions

t > ae”" 4+ beos(t) + esin(t) + A(t)e™" + B(t) cos(t) + C(t)sin(t), a,b,c € R,
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