ECG2 - Maths approfondies

Semaine 7, colle du 13/11/2023

Lycée Louis Pergaud

Colle 1. Louise Equoy

Question de cours. Stabilité de la loi de Poisson par
somme.

Exercice 1
On considére I'application f : z — / (1 — )" dt.

1. Montrer que lintégrale f(x) converge si, et seulement
si, x > —1.

Ainsi, f est une fonction définie sur I =] — 1, +o0|.
On admet que f est continue sur I.

2. Montrer que f est décroissante sur I.

3. A l'aide d’une intégration par parties, montrer que :
Veel, (2r+3)f(r+1)=(2z+2)f(z).
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4. En déduire que f(x) o1t 2p 4+ 2

Exercice 2

Soient (p, q) €]0,1[% et n € N*.

Soient T, T" et U trois variables aléatoires mutuellement
indépendantes.

On suppose que T suit la loi géométrique de parametre p,
T’ suit la loi géométrique de parameétre g et U suit la loi
uniforme sur {0,...,n}.

Onpose X =T+Uet X' =T+ (n—-U).

1. Déterminer, en justifiant leur existence, ’espérance
et la variance de X et X'.

2. Déterminer la covariance de X et X'.

3. Les variables aléatoires X et X’ peuvent-elles étre
indépendantes ?

4. Déterminer le coefficient de corrélation linéaire de U
et X.

Colle 2. Julien Gogneau

Question de cours. Propriétés de la fonction I'" : do-
maine de définition et I'(v + 1) = vI'(v).

Exercice 3

Soient X et X5 deux variables aléatoires indépendantes
définies sur un méme espace probabilisé (2, o7, P) suivant
la méme loi géométrique de parametre p. On pose ¢ = 1—p,
U=X;+X5, T =X; — Xo.

1. Déterminer la loi de U.
2. Soit n un entier supérieur ou égal a 2.

(a) Déterminer la loi conditionnelle de X; sachant

[U =n].

(b) Calculer Pespérance
E(X1|[U =n)).
Retrouver la valeur de E(X7).

conditionnelle

3. Déterminer la loi de T'.

4. Calculer Cov(U,T). Les variables U et T sont-elles
indépendantes 7

Exercice 4 z sin(xt)
Soit f la fonction définie par f(x) = /

dt.
0 Vit

1. Montrer que f est définie sur R.
2. Montrer que pour tout z € R, |f(z)| < 2.
3. Montrer que f est croissante sur [—1,1].

Al [f()] <

En déduire que f est continue en 0.

4. Montrer que pour tout z € [—1 \;1:|

&f

Colle 3. Justine Mascaro

Question de cours. Loi de Z = max(X,Y) avec X,V —
% ([1,n]) indépendantes.

Exercice 5
On note, sous réserve d’existence :

+oo dt ! dt
e [T [
o l+t+tr o 1+t+1tn

+oo dt
K, = / _
L 14+t

1. Justifier, pour tout n € N\ {0,1}, Dexistence de
Ly, Jn, K.

Quelle relation y a-t-il entre I,,, J,,, K,

2. On note J = / ——. Montrer que :
1+t
lim J, —J=0.
n—-+oo

3. Montrer que pour tout n € N\ {0,1} :

+001
O<Kn§/ — dt.
1 t

4. Conclure sur la limite de I,,.

Exercice 6

Soit A et p deux réels strictement positifs.

Soit U, V' et W trois variables aléatoires mutuellement in-
dépendantes telles que U et W suivent la loi de Poisson de
parametre A et V suit la loi de Poisson de parameétre p.
Onpose X =U+VetY=V+W.

1. Déterminer les lois de X et Y.
2. Montrer que Cov(X,Y") existe et la calculer.

3. En déduire le ceefficient de corrélation linéaire de X
et Y.




