ECG2 - Maths approfondies

Semaine 13, colle du 08/01/2024

Lycée Louis Pergaud

Colle 1. Arthur Bobot

Question de cours. CNS de diagonalisabilité de f.

Exercice 1
1. Soit n € N*. Vérifier qu’on définit un produit scalaire sur
Ry, [z] en posant :

“+oo
(P,Q) = / P#)Q(t)e™t dt.
0

2. Etablir Iexistence de réels (po,p1,---,pn) (on précisera po)
tels que :

(z—1)(z—2)...(z—n) :p0+2pk(z+1)(m+2)...(x+k).
k=1

n
3. Vérifier que P(z) = E pkxk est orthogonal au sous-espace
k=0
vectoriel Vect(z,z2,...,z™).

En déduire la distance du polynéme 1 au sous-espace vectoriel
Vect(z, 22, ..., z").

Exercice 2
On considére un circuit électronique avec 3 composants C7, Ca et

Cs.
Ce circuit ne fonctionne qui si C7 fonctionne ainsi que Cy ou Cs.

Sachant que les durées de vie de chaque composant, supposées
mutuellement indépendantes, suivent une loi exponentielle de
parameétre A > 0, déterminer la loi de la durée de vie du circuit
complet.

Proposer un programme Python permettant de vérifier le résultat
obtenu.

Colle 2. Romane Jeangirard

Question de cours. Expression du projeté orthogonal lorsqu’on
dispose d’une base orthonormée de F'.

Exercice 3
Dans cet exercice, n est un entier naturel supérieur ou égal a 2. On
désigne par I la matrice unité de .#, (R).
1. Etablir que .#,(R) = ker(tr) @ Vect(T).
2. Soit f 'application qui, & toute matrice M de .#,(R) associe
f(M) =M +tr(M)I.
On admet que f est un endomorphisme de .#, (R).
(a) Utiliser la premiére question pour déterminer les valeurs
propres de f.
(b) En déduire que f est un automorphisme diagonalisable

de M (R).

3. Soit g I'application qui, & toute matrice M de .#,(R) associe
g(M) = M + tr(M)J, ol J désigne une matrice non nulle de
Mn(R) dont la trace est nulle.

On admet que g est un endomorphisme de ., (R).
(a) Etablir que le polynéme X2 — 2X + 1 est un polynéme
annulateur de g.
(b) Montrer que 1 est la seule valeur propre de g.

(c) g est-il diagonalisable ?

Exercice 4
Soit k € N* et A > 0.

1. Déterminer la valeur de 7 pour laquelle fy : x —
0 sixz <A
r . est une densité de probabilité.
——  sinon
o1

Si X admet pour densité fx, on dit que X suit la loi de Pareto
de paramétre A et k.

2. Déterminer la fonction de répartition d’une variable suivant la
loi de Pareto de parametres A et k.

3. En utilisant la méthode d’inversion, simuler une variable aléa-
toire suivant une loi de Pareto de parameétres A et k.

4. Soient X7,---, X}y k variables aléatoires indépendantes suiv-
ant toutes la loi uniforme sur [0,1]. On pose alors Y =
A

max(X1, -+, Xg)
(a) Montrer que Y suit une loi de Pareto de parametres A
et k.

(b) En déduire une autre méthode pour simuler la loi de
Pareto.

Colle 3. Julie Magnin

Question de cours. Si F' est un sous-espace vectoriel de E, alors
dim(F+) = dim(E) — dim(F) et E = F @ FL.

Exercice 5
On note E = €*([—1,1]) et on pose pour tout f et g dans E :

1
(f,9) = £(0)g(0) +/ g’ () dt.
-1

On définit les fonctions :
forxz—x, fi1:x cos(2x), fa2:ax > sin(2x).
1. Justifier que (-,-) définit un produit scalaire sur E.

2. On pose F = Vect(f1, f2).

(a) Calculer la projection orthogonale de fo sur F.

(b) En déduire la distance de fo & F.

Exercice 6

Soit X1, X2, ..., Xy n variables mutuellement indépendantes et suiv-
ant chacune la loi exponentielle de parameétre A\. On pose M =
max(X1, Xo2,...,Xn).

1. Montrer que M est une variable a densité et déterminer une
densité de M.

n—1
n —1)k
2. Montrer que E(M) = Z (k 4 1)%
k=0

1
1
3. Montrer que pour tout k € {0,...,n — 1}, —— = thdt
k+1 o

n

et en déduire que E(M)

e

1
A
k=1




